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TD2
Fonctions réelles d’une variable réelle

Etude de fonctions

Exercice 1
On considere ci-dessous la courbe représentative d’une fonction f définie sur [—2, 8.
Déterminer graphiquement :

e L’image de 3,

e L’image de 0,

e L’image de 8,

o Le(s) antécédent(s) de 2,

e Le(s) antécédent(s) de —1,

o Le(s) antécédent(s) de —2.

Exercice 2
Dans chacun des cas, déterminer, si c’est possible, le ou les antécédents par les fonctions.

1. Antécédents de —10, —9 et 2 par f(z) = 22 — 27 — 8.

—bxr+1

2. Antécédents de —1 par g(z) = YR
2?2+

3. Antécédents de 0, 1 et 2 par h(z) = V2 + 1.

2x
4. Antécédents de —2, 0 et 1 par i(z) = GT
Exercice 3
1. Résoudre les équations suivantes :
2
(E1) : (In(x))? — 3In(x) = 4 (B) :€®® —4e®* +4=0 (E3) :e® — = 1
2. Résoudre les inéquations suivantes :
. 2 . 1 . LT 2
(I) : (In(z))* = 3In(z) +2<0 (Ig).ln(a;)—2+m>0 (I3) : e +6—z§3
Exercice 4
Calculer les sommes et les produits suivants (pour tout entier n > 2) :
n n n n
1 (k+1)(k+2) . 2k
A= In{1-—— B = In{—FF——7-2 C = D= c
> (1-7) >ow (S 1 -
k=2 k=1 k=1 k=0
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Exercice 5
Soit f la fonction partie décimale définie pour tout z € R par f(z) = x — |x].

1. Calculer les parties décimales de 0.4, 2, 2.3, —3.5, —4 et —5.2.
2. Calculer f(z) siz € [0,1].
3. Montrer que, pour tout réel z, |z + 1] = |z] + 1.

4. En déduire que, pour tout réel x, f(x + 1) = f(x).
On dit que f est périodique de période 1.

5. Que peut-on en déduire sur la courbe représentative de f 7

6. Tracer la courbe représentative de f sur [0, 1[ puis sur [—3, 3]. La fonction f est-elle continue ?

Exercice 6
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = [z] + (|z] — 2)®. On note C; sa courbe représentative.

1. Montrer que, pour tout réel z, f(z +1) = f(z) + 1.
2. Qu’en déduit-on pour la courbe Cy ?

3. Représenter Cy sur [0,1] puis en déduire le tracer sur [—3,3]. La fonction f est-elle continue ?

Exercice 7
Déterminer ’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :

xT

file) = ;0121 folw) = V=22 F dr 12 T

2 — 3z — 222 5 35 — 922
fuley =l =2y o) = m fol) = %

Exercice 8
Donner I'ensemble de définition puis étudier la parité des fonctions suivantes :

fi@) = 7 @) =Tt Fs@) =
o) = (257) fw) = folw) = n(z + VAZTT)

Exercice 9
Déterminer I’ensemble de définition, de continuité et de dérivabilité de chacune des fonctions suivantes
et calculer leurs dérivées :

T 1;2 T 62:5
filz) = % fo(x) = 22/3x — 1 f3(z) = \/T fi(z) = ——
fw=m(2-2) @ —ew (1) A=y

T 1x+1 (22 — 3z +2)3
fo(z) =In(e” — 1) fio(z) = ()2 fi1(z) = Ve —4e + 3 f12(z) = In(In(z))
fista) = ¥ fu) = (141) fisla) = (205 frofa) = (2 — )
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Exercice 10
On considere une fonction f dont la courbe représentative Cy est donnée ci-dessous.

A N

Déterminer graphiquement :

e Les images f(—4), f(—1) et f(5).

e Les nombres dérivées f'(—4), f'(—1) et
f'(5).

e Les équations des tangentes a Cy en —4, en
—1 et en 5.

Soit f(x) =z +In

Exercice 11
(33: +95

3m+1>

1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

3. Déterminer ’équation de la tangente a Cy en z = 0.

Exercice 12
Soit f(z) = 2In(z) — 2% + 2.

1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

3. Déterminer I'équation de la tangente a Cy en z = 2.

Exercice 13

1. (a) Etudier les variations de la fonction f(z) = e,

(b) En déduire que f admet un maximum sur R que 'on déterminera.

, 1
2. (a) Etudier les variations de la fonction g(z) = n(w)

x
(b) En déduire que g admet un maximum sur R* que I'on déterminera.

Y
In(x)

(b) En déduire que h admet un minimum sur |1, +oo[ que 'on déterminera.

3. (a) Etudier les variations de la fonction h(z)

Exercice 14 2
1. (a) Etudier les variations des fonctions f(z) =In(l+z) —z et g(z) =In(l +z) —z + CR
(b) En déduire que :
2
VYo > 0, x—% <Iln(l+z) <z
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xr—1

2. (a) Etudier les variations des fonctions f(z) = In(z) — et g(x) =z —1—In(z).
(b) En déduire que :

-1
Vo >0, Lgln(:ﬁ)gx—l.
x

Exercice 15
1. Montrer que, pour tout € R, In(z) < x.

2. En déduire que, pour tout € RY , In(z) < 2¢/.

Exercice 16

On consideére la fonction f définie sur R par f(z) = :c

er —x
On note Cy sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthonormé.

1. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = e* —x — 1.

(a) Etudier les variations de la fonction g sur R et en déduire le signe de g(z).

(b) Justifier que, pour tout réel x, (e* — x) est strictement positif.
2. (a) Etudier le sens de variation de f, puis dresser son tableau de variation.
On admettra que lim f(z) =—1et lim f(z)=0.
T——00 T—+00

(b) Déterminer I’équation de la tangente T" & la courbe C; au point d’abscisse 0.
(c) A T’aide de la question 1., étudier la position de la courbe C; par rapport a la droite T'.
(d) Tracer la courbe Cy et la droite 7.

Exercice 17
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = (—2x + 4)e” et C; sa courbe représentative.

1. Etudier les variations de f sur R et dresser son tableau de variation.
2. Montrer que I'équation de la tangente 1" & la courbe C; au point d’abscisse 0 est y = 2x + 4.

3. On se propose d’étudier la position de Cy par rapport a T'. Pour cela, on considere la fonction
g définie sur R par g(z) = f(z) — (22 + 4).

(a) Calculer ¢(z) et ¢”(z). Etudier le sens de variation de ¢ sur R. En déduire le signe de
g (z) sur R.

(b) Indiquer le sens de variation de g. Calculer g(0) et en déduire le signe de g(z) sur R, puis
la position de Cy par rapport a 7.

Exercice 18 X
Soit f la fonction définie par f(z) = 2=,

1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Montrer que, pour tout > 0, In(x) < z + 1.

3. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
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Bijections et bijections réciproques

Exercice 19
Pour tout # € R, on pose f(r) = 23 + 5z — 1.
1. Etudier les variations de f sur R.

On admettra que lim f(x) = —o0 et que lim f(z)= +o0.
T——00 T—+00

2. En déduire que f réalise une bijection de R dans un intervalle & déterminer.

3. Montrer que I’équation 23 4+ 52 — 1 = 0 admet une unique solution o dans R.

, 1
4. Etablir que 0 < a < 3

Exercice 20 1
Soit f la fonction définie sur |0, 400 par f(z) = In(z) — —.
x

1. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

On admettra que lim f(x) = —oo et que lim f(z) = +oo.
z—0t z—+00

2. En déduire que f réalise une bijection de |0, +oo[ dans un intervalle & déterminer.

1
3. Montrer que ’équation In(xz) = — admet une unique solution « €0, +o0|.
x

4. Montrer que « € [1,2].

5. Quelle est la valeur de aIn(In(«)) ?

Exercice 21
Soit f la fonction définie sur ]0, +oo[ par f(z) = 2? — zIn(z).
1. (a) Calculer f'(x) et f"(x).

(b) En déduire que f” admet un minimum sur |0, +oo[ que I'on déterminera puis donner le signe
de f’ sur ]0, +o0].

(c) Dresser le tableau de variation de f.

On admettra que lim f(x) =0 et que lim f(z) = 4o0.
x—0t r—r—+00

2. (a) Montrer que f réalise une bijection de |0, +oo[ dans un intervalle a déterminer.
(b) En déduire que I’équation f(x) = 1 admet une unique solution « €]0, +o0|.

(c) Vérifier que a = 1.

Exercice 22
1. Soit ¢ la fonction définie sur R par p(z) = e* + = + 1.

a) Btudier les variations de o et dresser son tableau de variation.
¥
(b) Montrer que ’équation ¢(x) = 0 admet une unique solution a € [-2, —1].

(¢) En déduire le signe de ¢ sur R.

2. On définit sur R la fonction f par f(z) =
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(a) Montrer que : f/(z) = m_
(b) Montrer que f(a) = a+ 1.
)
)

(c

(d) Donner I’équation de la tangente T" & la courbe représentative de f en 0.

Dresser le tableau de variation de f.

Exercice 23
Soient f et g deux fonctions définies par f(z) =In <

i 1> et g(x) =

er —1°
1. Déterminer le domaine de définition Dy de f et le domaine de définition D, de g.

2. (a) Etudier les variations de f sur |1, +oo|.

On admettra que lim f(x) = 400 et que lim f(z) =0.
x—1t r—r-+00

(b) En déduire que f réalise une bijection de |1, +oo[ dans un intervalle & déterminer.

3. (a) Etudier les variations de g sur ]0, +ocl.

On admettra que lim g(x) = 400 et que lim g(z) = 1.
x—0t T—r—+00

(b) En déduire que g réalise une bijection de |0, +o0o[ dans un intervalle & déterminer.

4. Démontrer que gjj9, 0| €st la bijection réciproque de fjj1 4oof-

Que peut-on en déduire sur les courbes représentatives de f et g ?

5. Tracer I’allure de la courbe représentative de f puis celle de g.

Exercice 24

1 1 X _ ,—X
Soient f et g deux fonctions définies par f(x) = B In <1 + x> et g(z) = %.
e* +e

1. Déterminer les domaines de définition Dy de f et D, de g.
2. Etudier la parité de f et de g.
3. (a) Etudier les variations de f.
On admettra que lim f(x) = +oo et que lim f(x) = —o0.
z—1— z——11

(b) En déduire que f réalise une bijection de | — 1, 1] dans un intervalle & déterminer.

4. (a) Etudier les variations de g.

On admettra que lim g¢(z) = —1 et que lim g(x)=1.
T—>—00 T—>+00
(b) En déduire que g réalise une bijection de R dans un intervalle & déterminer.
5. Démontrer que g est la bijection réciproque de f.

6. Tracer ’allure de la courbe représentative de f puis celle de g.

Exercice 25
Soient f et g les fonctions définies par f(x) = In(e” —e™7) et g(x) = In <

e’ + Ve +4
5 :
1. Déterminer le domaine de définition Dy de f et le domaine de définition D, de g.

2. Etudier les variations de f sur Dy.
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a) Justifier que la fonction g o f est définie sur R* et donner son expression.
b)
(¢) Que peut-on en déduire ?
)
)

4. (
(

3. (
(b) Justifier que la fonction f o g est définie sur R et donner son expression.

a) Démontrer que pour tout = € Dy, f(z) =z + In(1 — e™2%).
b) En déduire que pour tout « € Dy, f(x) < .

Exercice 26
Soit f une fonction définie par f(z) = In(1 + €*).

1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Etudier les variations de f.
On admettra que lim f(x) =0 et que lim f(x) = +oo.
T—r—00 T—r+00
3. En déduire que f réalise une bijection de R dans un intervalle a déterminer.

4. Déterminer 'expression de la bijection réciproque f~! de f.

Exercice 27
Soit f une fonction définie par f(z) = e —e™ 7.

1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Etudier la parité de f.
3. Etudier les variations de f.
On admettra que lim f(x) = —oo et que lim f(z)= +o0.
T——00 T—r+00
4. En déduire que f réalise une bijection de R dans un intervalle & déterminer.

5. Déterminer I’expression de la bijection réciproque f~' de f.

Exercice 28 or — 1
Soit f définie sur R\ {3} par f(x) = 3

1. Montrer que f réalise une bijection de |3, 400 dans un intervalle & déterminer.

On admettra que lim f(x) =2 et que lim f(z) = +oo.
T——+00 x—3t

2. Déterminer l'expression de la bijection réciproque de fji3 o

Exercice 29

1
Soit f la fonction définie par f(z) =

Va2 + 2z +2

1. Etudier les variations de f sur R.

On admettra que IEI—iI-loo f(z) = zll)rfl@f(:l:) =0.

2. Montrer que f réalise une bijection de [—1,4o00[ sur un intervalle a déterminer.

3. Expliciter la bijection réciproque de la restriction de f sur [—1, +oo].



