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TD2
Applications linéaires

On a toujours K = Q ou R ou C. Sauf précision supplémentaire, F et F' désignent des K-espaces
vectoriels, L(E, F') I'ensemble des applications linéaires de E dans F et f € L(E, F).
On note L(E) = L(E, E), GL(E) 'ensemble des automorphismes de E et Idg application identité.

Rappels de cours

Définition d’une application linéaire de E dans F', d’'un endomorphisme de F, d’un isomorphisme
de E sur F' et d’'un automorphisme de E. L(E,F) est un K-espace vectoriel. Dimension de
L(E,F). f € L(E,F) est complétement déterminé par I'image d’une base de E.

Savoir faire : Comment montrer qu’une application f: E — F est linéaire ?

<L'(E), +, o) est un anneau et <GL(E), o) est un groupe.

Définition de Ker(f) et Im(f). Ce sont des sous-espaces vectoriels. Liens avec injectivité /surjectivité.
Définition du rang de f. Théoreme du rang.

Savoir faire : Comment déterminer Ker(f) et Im(f) ?

Définition d’un projecteur. Quand F = F & @, définition de la projection p sur F' dans la
direction de G, p est linéaire et p o p = p, Ker(p), Im(p) et Ker(p — Idg).

Quand F = F @ G, définition de la symétrie s par rapport a F dans la direction de G, s est
linéaire et s o s = Idg, Ker(s), Im(s), Ker(s —Idg) et Ker(s + Idg).

Définition d’une forme linéaire. Base duale.
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Applications linéaires - Généralités

Exercice 1

Montrer que les applications suivantes sont linéaires :
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f: R3 — R?2 f: RX] — R[X]
a) ; d) / ;
(z,y,2) — (r—y,y—2) P —~ XP-P
f: R = R3
b) (,y) ~ (4o +yx—y,2c+3y)
¢) f: MaR) — Ms(R) ot
f: RV — R3 M = [AM]=AM - MA
2 (un) +  (uo,u1,us2) A€ My(R).
Exercice 2
Les applications suivantes sont-elles linéaires :
[+ R - R3 f+ R - R
a) ; b) .
(z,y,2) = (z,2y,y—2) (,9,2) = (2,9,2)

Exercice 3
Soient E et F' deux espaces vectoriels et f : F — F une application linéaire.

1. On appelle noyau de f 'ensemble Ker(f) ={z € E | f(z) =0p}.

(a) Montrer que Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

(b) Montrer que f est injective si et seulement si Ker(f) = {0g}.
2. On appelle image de f l'ensemble Im(f) ={y € F |3z € E,y = f(x)}.

(a) Montrer que Im(f) est un sous-espace vectoriel de F'.

(b) Montrer que f est surjective si et seulement si Im(f) = F.

Exercice 4
Déterminer une base du noyau et de I'image (donner une base) des applications linéaires suivantes

) f: R - R3 ) ) f: ¢ - C

: (y) = (r-y,y—=0) "~ ¢ 2o ztiz ]

y f B o R? g 7 BelX] - Rs[X]
(r,y,2) — (e—y—2z,—x+2y+2) P — P—(X+1)FP "

Exercice 5
Soit F(R,C) l'ensemble des fonctions lisses de R dans C. Notons :

fi i x—1, fo:xze—x, f3: xz—sin(x), fi1: x— cos(z).
1. Montrer que (f1, f2, f3, f1) est une famille libre de F(R, C).
2. On note F = Vect(f1, fa, f3, f4) et on consideére I’application
® : F— FR,C), fr f+if.
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(a) Montrer que ® est un endomorphisme de F.
(b) Déterminer Ker(®) et Im(®), et pour chacun d’eux, donner une base.
(¢) A-t-on F = Ker(®) ® Im(®) 7

3. Mémes questions (a), (b) et (¢c) pour ¥ : F — F(R,C), [~ f.

Exercice 6
Démontrer qu’il existe une unique application linéaire de R3 dans R? telle que :

f(1,0,0) =(0,1), f(1,1,0) = (1,0), f(1,1,1)=(1,1).

Calculer f(z,y,z). Déterminer le noyau et I'image de f.

Exercice 7
Soit F un K-espace vectoriel de dimension 4, et (e, €2, €3, €4) une base de E. Soit f 'endomorphisme
de E défini par

fler) =—ea+ez—es, flea) =e1—eatez, fles)=e1+es, flea)=ex—ez+eq.
1. Montrer que f o f =0 et déduisez-en que Im(f) C Ker(f).
2. Déterminer Ker(f) et Im(f), en donnant leurs dimensions et une base pour chacun d’eux.

3. Compléter la base de Ker(f) en une base de E.

Exercice 8
Soit f € L(E, F). Soit B = (v1,...,v,) une base de E. On note f(B) la famille (f(v1),..., f(vn)) de
n vecteurs de F.

1. Que peut-on dire de f(B) dans le cas ou f est injective? surjective? bijective?
2. Si dim(F) < dim(F), f peut-elle étre injective? surjective?

3. Méme question si dim(FE) > dim(F').

W

. Si dim(F) = dim(F'), montrer que f est bijective ssi f est injective ssi f est surjective.

Exercice 9
Soit E un K-espace vectoriel et f € L(FE). On suppose que f2 —5f + 6Idg = Oz (g)- Montrer que :

E = Ker(f —2Idg) @ Ker(f — 31dg).

Exercice 10
Soit f € L(FE). Montrer que :

E=1Im(f)+Ker(f) < Im(f)=Im(f?);
Im(fynKer(f) ={0g} < Ker(f):KeT(f2).

Exercice 11
Soit E un K-espace vectoriel, et f,g € L(F) tels que fog = go f. Montrer que Ker(f) et Im(f)
sont stables par g.
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Projecteurs, symétries, homothéties

Exercice 12
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Pour tout z € F, il existe un unique
couple (a,b) € F x G tel que x = a + b. On définit alors deux applications p et s :

{E - FE {E - F
p: et S:
T —= a Tz — a-—>»

On dit que p est la projection vectorielle sur F' parallelement a G et s la symétrie vectorielle par
rapport a F' parallelement a G.

1. (a) Montrer que p est un endomorphisme de E vérifiant p? = p.
b) Montrer que Im(p) = Ker(p — id) = F' et que Ker(p) = G.

(b)
2. (a) Montrer que s est un endomorphisme de F vérifiant s> = Id.
(b) Montrer que F' = Ker(s — Id) et G = Ker(s + Id).

Exercice 13
Soit E =R3. On pose e; = (1,0,0), e3 = (1,1,0), e3 = (1,2,3), F = Vect(ey,e2) et G = Vect(es).

1. Montrer que F' et G sont des sous-espaces supplémentaires de E.
2. Donner I'expression de la projection p sur F' parallelement a G.

3. Donner I'expression de la symétrie s par rapport a G et parallelement a F'.

Exercice 14
1. Soit p un endomorphisme de E vérifiant p?> = p (on dit alors que p est un projecteur de E).

(a) Montrer que Ker(p) et Im(p) sont supplémentaires dans F.

(b) Montrer que p est la projection vectorielle sur F' = Im(p) parallelement a G = Ker(p).
2. Soit s un endomorphisme de E vérifiant s = Id.

(a) Montrer que Ker(s — Id) et Ker(s 4 Id) sont supplémentaires dans E.

(b) Montrer que s est la symétrie vectorielle par rapport a F' = Ker(s — Id) parallelement a
G = Ker(s + Id).

Exercice 15
Soit A(X) = X%+ X + 1 € R[X]. On considere I'application

¢ : RIX]=R[X], P(X)— R(X),
ou R(X) est le reste de la division euclidienne de P(X) par A(X).

1. Montrer que ¢ est un projecteur.

2. Calculer Ker(¢) et Im(¢).

Exercice 16
Soit F un R-espace vectoriel et p un projecteur de F.

1. Montrer que Idg — p est un projecteur.
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2. Montrer que, VA € R*, A # 1, p — Aldg est un automorphisme.

Exercice 17
Soit F un K-espace vectoriel, soient p et ¢ des projecteurs de F.

1. Montrer que p 4 g est un projecteur si et seulement si poqg=qgop=20.

2. Montrer qu’alors :

Im(p+q) = Im(p) ® Im(q) et Ker(p+ q) = Ker(p) N Ker(q).

Exercice 18
Soit F un K-espace vectoriel, soient p et ¢ des projecteurs de E. Montrer que :

POA=P g Ker(p)=Ker(q) 5 {77777 & Im(p) = Im(q).
qop=gq qgop=p

Exercice 19
Soit £ un K-espace vectoriel, soient p et ¢ des projecteurs de F.

1. Montrer que r = p+ g — g o p est un projecteur.

2. Déterminer le noyau et I'image de r en fonction de ceux de p et q.

Exercice 20
Soit F un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E tel que :

Vee B, I, €K, f(x)=N- 2.

Montrer que f est une homothétie.

Exercice 21
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Quel est le centre de GL(E) ?

Rang d’une application linéaire

Exercice 22
Déterminer le rang de des applications linéaires suivantes :

I3 R* — R3
" (wyat) = (@—y+ztte+2z—ta+y+3z—t)
R?’ R?)

%
g: (x,y,2) +— (2x+2y—2z,0—3y+ 11z, -3z + 4y — 18z2)

Exercice 23
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie, et f,g € L(E, F'). Montrer que :

lrg(f) —rg(g)l <rg(f+g) <rg(f)+rg(g).
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Exercice 24
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et f,g € L(FE).

1. Montrer que rg(go f) < min(rg(g),rg(f))-
2. Déterminer rg(f) +rg(g) lorsque f +g € GL(E) et go f = Oz(p)-

Exercice 25
Soit E un K-espace vectoriel et f,g € L(F) tels que :

E = Im(f) + Im(g) = Ker(f) + Ker(g).

Montrer que ces deux sommes sont directes.

Exercice 26
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N.
Montrer qu’il existe un endomorphisme f tel que Im(f) = Ker(f) si et seulement si n est pair.

Exercice 27
Soit f,g € L(E) tels que f+ g = Idg et rg(f) +rg(g) < n oun =dim(FE).
Montrer que f et g sont des projecteurs.



