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FEUILLE 2.- SERIES DE FONCTIONS.

Exercice 1
Pour chacune des suites de fonctions ci-dessous, étudier la convergence simple, la convergence normale

et la convergence uniforme sur R des séries de fonctions Y f,(x).

_ sin(nx) 1

(1) fo(2) = —5—, (i) ful#) = .

n

Exercice 2

Pour n € N*, soit

folz) =z

1. Montrer que la série Y f, converge (simplement) sur R. Que vaut f(z) = "% f,(z)?
2. Prouver que ) f,, ne converge pas uniformément sur R.
Exercice 3
Pour n € N*| posons
fulz) = % sin<z<n+l1
e 0 sinon,
1. Montrer que la série 3" f,, converge (simplement) sur [1, +o0o[. Que vaut f(z) = > f.(x)?

2. Prouver que ) f, ne converge pas normalement sur [1, 4+00].

3. Montrer que > f,, converge uniformément sur 1, +oo|.

Exercice 4

On définit pour n € N*,

1. Etudier la convergence simple de la série > f,..
2. Soit € > 0 quelconque. Montrer que > f,, converge normalement sur [1 + &, 400].

3. Montrer que ) f, ne converge pas uniformément sur |1, 4o0].

(on pourra montrer et utiliser que f:“ Lds< & < fkk—l L ds pour k > 2.)

Exercice 5

Soit
In(1
fule) = 2D 10, oo
nT



1. Etudier la convergence de la série de fonctions > ful).

2. Soit f(z) = >, fu(x). Montrer que f est continue sur |1, +ool.
(on pourra montrer que pour a > 1 quelconque, la série Y f,, converge uniformément sur

la, +00]).

Exercice 6
Soit

falz) = o+ )’

1. Montrer que la série ) f,, converge (simplement) sur [0, +00].

x € [0, +o0].

2. Montrer que ) f,, converge normalement sur [0, +00].

3. Soit f(x) =7, fu(x). Montrer que f est dérivable sur ]0, +o0.
(on pourra montrer que f est dérivable sur [a, +o0o[ pour tout @ > 0). Donner une expression

de f’ a I'aide d’une série.

Exercice 7

Etudier la continuité et la dérivabilité de la somme de la série de fonctions de terme général f,, (x) =
e—TLJC

x+n’

lorsque cette somme existe.

Exercice 8

Montrer que la série de terme général

2
2o+ mn

fu(z) = (=1)

n>1
n

est uniformément convergente sur tout intervalle borné [a, b] mais n’est absolument convergente en

aucun point x.

Exercice 9

n

1. Soit f,(z) = +) . Montrer que la série de fonctions ) f,,(z) converge simplement sur [0, +o0].
r+n

—

2. Etudier la continuité de la somme f(z) = Z fn(x).
n=0

(="

3. Mémes questions avec f,(z) = o
xn

sur |0, +o00].

Exercice 10

Soient @ > 1 et b > 0.



1. Montrer que, pour tout ¢ € [0, 1],

2. Montrer que la série de fonctions Z(—l)

3. En déduire que

Exercice 11

“+oo

Montrer que la série Z
4

—~nt+ 1

cosnx

“+00

c Ia—l © Ca—i—nb
dr = —1)" )
/o 1+t ™ ;< ) a+nb

o a+nb
ot

converge uniformément sur [0, 1].
a+nb

n=0

1 a—1 e n
x (1)
dr = )
/o T+at ; a+nb

converge pour tout x € R et que la fonction f définie par f(x)

COSNT
Z 1 est de classe C? sur R.

4
n
n=0

Exercice 12

+00 (_1)n+1xn

1. Montrer que la série Z
n=1
+00o (_1>n+1xn

parf(I)ZZT

n=1

2. Montrer que f est dérivable sur | — 1, 1] et que f'(z) =

n

est continue sur [0, 1].

1
1+z

En déduire que f(z) =In(1 +x), Vo €] — 1,1].

&2 (<
3. En déduire que Z -
n
n=1

Exercice 13

= In2.

Soit x un nombre fixé dans ]0, 1[. On pose pour tout 6 € R,

100 n_inb

fo) =3 %

n=1

n

1. Montrer que cette série converge, que f est dérivable sur R (fonction de 6) et que

ixe'
"0) = ——.
f( ) 1 _xele
2. En déduire que, si z € [0,1] et 0 € R,
+oo
0 1
ancosn = —§ln(1 — 2z cosf + z°).
n

n=1

converge pour tout z €] — 1,1] et que la fonction f définie



Exercice 14

—+00 .
sin nx
Soit f(z) = Z —_—
—Vn?+1

Démontrer que cette fonction est bien définie pour tout x € R, et que f est continue sur |0, 27].

Exercice 15

Soient

“+oo . +oo .
sin nx sin nx
x) = — x) = )
=Y =
a) Démontrer que f — g est continue sur R.

m™T—X

, Vo €]0,2x[, calculer lim f(x).

r—0+

b) En admettant que g(z) =

Exercice 16

Soit

De quel "type” est cette série?
Montrer que cette fonction est bien définie pour tout z € R et expliciter f(x).

La convergence est-elle uniforme sur R?

Exercice 17

+o00 —nx
: e
Soit f(z) = E Tt
n=1

1. Montrer que cette fonction est bien définie et continue pour tout x € R.,.
2. Montrer que f est dérivable sur R7 .

3. a) Vérifier que pour tout x > 0 et tout N € N,

M < ﬁ: (1fn2> (e_n;x_l).

b) Montrer que,

c) Démontrer que,




d) Déduire des points a) b) c) que :
VA>0,d3n>0, Vz €]0,n),

La fonction f est-elle dérivable a droite en 07

Exercice 18
Soit f une fonction continue et bornée sur | —1, 1[. On définit la suite de fonctions (f,,)nen sur | —1, 1]
par :

fo=1, fulz) = /Ox foo1(t)dt sin e N*.
1. Vérifier que chaque fonction f,, est une fonction bornée sur | — 1, 1].
2. Soit S(x) = Y72 fu(z) pour z €] — 1, 1[. Montrer que S est bien définie sur | — 1, 1.
3. Soit T'(x) = > fu(x) pour x €] — 1,1].
a) Montrer que T est une fonction dérivable sur | — 1, 1].

b) Montrer que 7"(z) = T'(x) + f(z) pour z €] — 1,1[. En déduire une expression de 7T'(x), puis de
S(z) pour tout x €] — 1, 1].

Exercice 19
+o00o

1
Soit f(z) = Z T e pour tout z € R,.

n=1

1. Démontrer que cette fonction est bien définie sur R, et qu’elle est de classe C? sur R, .

2. On rappelle I'inégalité

“+o00
5 anbn
n=1

+00 +oo

<\ 2oy 2 0
n=1 n=1

a) En utilisant cette inégalité, montrer que

(FP@) < 2f@)f'@), voe R,

1
b) En déduire que la fonction — est concave (on montrera que sa dérivée seconde est négative).

Vf

Exercice 20
oo jong

Soit f(z) = Z < pour tout z € R.
nn

n=1

1. Vérifier que f est bien définie et de classe C* sur R.

5



f™(0)

2. On considere ) 2, la série de Taylor associée & f.

k!
+oo 2nk
a) Vérifier que f*)(0) = i* Z —, pour tout k£ € N.
n=1 n"
b) En déduire que, pour tout k € N,
(k) kok?
200 4], b
k! - k2k
¢) Déduire du point b) que pour x # 0,
(k)
lim / (O>xk = +o00
k—+o0 k!

d) Déduire du point ¢) que la série de Taylor associée a f est divergente quand x # 0.

Exercice 21

Pour n € Net z € R, soit

sin 2nx
fulz) = 112
1. Montrer que f(z) = 372 f,(x) est bien définie.

2. Montrer que f est continue sur R% (on pourra montrer que f € C°([a, +00[) pour tout a > 0).
3. Fixons b €]0, 5[ et soit ny € N vérifiant 2n§b* > 1.

Pour n € N et x € [b,m — b, on note

ay(z) = CTESVER

a) Montrer que pour chaque = € [b, 7 — b], la suite (a,())n>n, est décroissante.

b) Montrer que la suite de fonctions (a,,)n>n, converge uniformément sur [b, 7 — b] vers la fonction

nulle.

¢) Montrer qu’il existe M > 0 dépendant de b tel que : pour tout n € N et tout = € [b, 7 — b],

Z cos2kx| < M.
k=ng
d) Pour n € N et x € R¥, soit
(z) 7 CcOos 2nx
() = ——.
g (nx +1)2

Déduire des points 3.a) 3.b) et 3.c) que Z::;O gn converge uniformément sur [b, m — b].

4. Déduire a I'aide du point 3.d) que f est de classe C'* sur ]0, 7|.



