ECE1 Lycée Clemenceau - Reims

— Révisions

Sujet 1 : Coefficients binomiaux

Exercice 1
Soit n un entier supérieur ou égal & 2. Le but de cet exercice est de calculer la somme :

S, = zn:(kz +h+1) (Z) ok

k=0

1. Déterminer a,b,c € R tels que : Vk € [0,n], k? + k + 1 = ak(k — 1) + bk + c.

[\

-1
. Montrer que, pour tout k € [1,n], k(Z) - n(Z — 1>.

-2
3. Montrer que, pour tout k € [2,n], k(k — 1) <Z> =n(n—1) (Z B 2).

4. En déduire la valeur de S,,.
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Correction de I’exercice 1
1. Soit k € [0,n]. On a:
4+ k+1=ak(k—1)+bk+c=ak’+ (b—a)k+ec
Par identification, on obtient a =1, b—a=1etc=1. Donca=1,b=2¢t c=1.

2. Soit k € [1,n]. Alors :

n\ n! B n! B (n—1)! ~ (n—1
k(k:) - kk!(n "B k—Din—k)! - D((n-1) - (k-1 ”(k —_ 1)'
3. Soit k € [2,n]. Alors :

n n! n! n —2)!
k(k_1)<k:> R T Tl sy oy —

- n(n—l)(z:§>.

4. Avec les trois questions précédentes, on obtient :

S, = zn:(zﬁ +k+ 1)<Z>2k - Zn:(k(k — 1)+ 2k + ”(Z)Qk

k=0 k=0
= ék(k—l)(z>2k+2§k(z>2k+§(2)2’“
- g R0
_ n(n—l)kizz (Z:2>2’f+2n§::1 (Z:i>2k+§ <Z>2k

En effectuant le changement de variables ¢ = k — 2 dans la premiere somme et j = k — 1 dans la
deuxieme, on obtient :

n—2 n—1 n
-2\ . —1\ .
= oo g (g (7 e S )
=0 7=0 k=0

n—2 n—1 n
—9\ . —1\ .
= dn(n—1)) <nl >21+4n§ (”j >2J+§ (Z)zk
i=0 §=0 k=0

= dn(n—1D2+1D)" 2 +4n 2+ 1" 1 4 24+ 1" =4n(n — 1)3"72 + 403" + 37
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— Révisions

Sujet 2 : Suites réelles

Exercice 2

. . o 14 2u
Soit (un)nen la suite définie par ug = 2 et, pour tout n € N, u,11 = L

24,
1. (a) Montrer que, pour tout n € N, u,, est bien défini et u, > 1.
(b) Démontrer que, si la suite (u,)pen converge vers une limite finie ¢, alors ¢ = 1.
La suite de l'exercice est consacrée a 1'étude de la convergence de la suite (uy)nen. On propose

deux approches différentes.

2. Premiere méthode :

Up — 1
Up + 1
Vérifier que la suite (vp,)pen est géométrique.

(a) Pour tout n € N, on pose v, =

(b) Déterminer l'expression de v, en fonction de n puis donner 'expression de u,, en fonction
de n.

(c) En déduire que la suite (uy)nen converge et déterminer sa limite.

3. Deuxiéme méthode :

142
(a) Déterminer le signe de f(z) = 21 ¥ _ 2 selon les différentes valeurs de .
x

(b) En déduire la monotonie de la suite (uy)nen.

(¢) Prouver que (u,)pen converge et expliciter lim .
n—+oo
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Correction de ’exercice 2

1.

(a)

On pose P(n) la propriété : ”u, est bien défini et u,, > 1.

Initialisation : ug = 2 > 1 donc P(0) est vraie.

Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, ¢’est-a-dire que u,, est bien défini et
un, > 1. Montrons que P(n + 1) est aussi vérifiée, c’est-a-dire que wu,4; est bien défini et
que Up+1 > 1.

Par hypothese de récurrence, u, > 1, donc 2 + u,, > 3. En particulier, 2 + u, # 0 et

142
+ 2Un est donc bien défini.

Un41 =

24+ uy - 2+ upy,
de récurrence), up4+1 — 1 > 0 et donc up4q > 1.

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

Conclusion : Par le principe de récurrence, on a donc que, pour tout n € N, u, est bien
défini et u, > 1.

1+ 2u, 1 Up — 1

De plus, up41—1 = . Comme u, —1 > 0 et 24w, > 3 (par hypothese

Supposons que lim u, = £.
n—+0o0o

Tout d’abord, ¢ > 1 car, pour tout entier naturel n, u, > 1 (question précédente).

142
De plus, par passage a la limite dans la relation de récurrence uy,1 = #, on obtient :
Un,
_o Ll o, 1420 240 - (1+20) _0(:)62—1 ~
2+1¢ 2+0 2+0 B 240
o 2—-1=0 S t=tout==1
24+ L0#0 24+0+#0 1
Ainsi, si la suite (u,)nen converge, elle converge vers 1.
Pour tout n € N, on a :
1+ 2u, 1
v :un+1—1:2—|—un :Un_lzlun_lzlv
T i A1 1+ 2u, Ly Buat3 Butl 37
24 up
. , T . 1 . uyg — 1
Donc (vp)nen est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme vy = 1
U

2—-1 1
2+1 3

1 n 1 n+1
Up = Vg X <> = <3> . On en déduit que :

n—-+o00 n—-+o0o

1 n+1
On sait que lim <3> =0. Donc lim u, =1.

142 —2? 41 1—2)(1

flx) = ter T = T = ( ) + ) donc on obtient aisément le tableau de
24+ 24+ 2+x

signe de f :
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x —00 -2 -1 1 +00
11— + 0 -
1+z — 0 +
2+ — 0 4
fx) + - 0 + 0 —
(b) up+1 — un = f(un) — un. Or, pour tout entier naturel n, u, > 1 (question 1) donc

f(up) — u, <0 d’apres le tableau de signe de la question précédente.
Donc w41 — un < 0 et la suite (uy)nen est done décroissante.

(¢) La suite (up)pen est décroissante et minorée par 1. D’apres le théoréme des suites mono-
tones, elle converge vers une limite finie /. Et d’apres la question 1.(b), £ = 1. Donc

lim u, = 1.
n——+0oo



ECE1 Lycée Clemenceau - Reims

Révisions

Sujet 3 : Chaines de Markov

Exercice 3 1 00 1 11 1 4 1 1
On considere les matrices = (0 1 0], J=[1 1 1] etM= 6 1 4 1
0 0 1 111 11 4

1. Premiére méthode pour calculer M" :

n INE 1\ nk
(a) Soit n € N*. Calculer la somme ; <Z> gh—1 <6) (2> .

(b) Exprimer J? en fonction de .J. En déduire 'expression de J3, J4 et J° en fonction de .J.
Quelle conjecture peut-on émettre 7 Démontrer cette conjecture.

(c) Déterminer deux réels a et b tels que M = al + bJ.

(d) En déduire M™ pour tout entier naturel n.

2. Deuxiéme méthode pour calculer M" :

3 1
(a) Vérifier que M? — oM =—35I.
(b) La matrice M est-elle inversible 7
Si oui, donner I'expression de M ! en fonction de M et de I.
(¢c) Montrer que pour entier n € N, il existe deux réels u,, et v, tels que M™ = u, M + v, I.
(d) Exprimer w41 et v,41 en fonction de u, et v,. Que valent ug, vg, ui, vy ?

(e) Montrer que la suite (u,) est récurrente linéaire d’ordre 2.

En déduire I'expression de u,,, de v, puis de M™ en fonction de n.

3. Troisieme méthode pour calculer M" :

1 1 0
(a) Montrer que la matrice P = [ =2 1 —1 | est inversible et expliciter son inverse.
1 1 1

(b) Déterminer la matrice D vérifiant 1’égalité D = P~1MP.
(c) Montrer que : Vn € N, M" = PD"P~L,
(d) En déduire les neuf coefficients de M™.

4. Une application probabiliste :

Un mobile se déplace aléatoirement dans I’ensemble des sommets d’un triangle ABC de la fagcon
suivante :

e A l'instant 0, le mobile se trouve au sommet A.
e Si, a l'instant n, il est sur 'un quelconque des trois sommets, alors a 'instant (n + 1), soit
2
il y reste, avec une probabilité de —, soit il se place sur 'un des deux autres sommets, et

ceci avec la méme probabilité.

On note A,, I'’événement ”le mobile se trouve en A a l'instant n”, B,, I’événement ”le mobile se
trouve en B a 'instant n” et C), I’événement ”le mobile se trouve en C a l'instant n”.

an
De plus, on pose a, = P(A,,), b, = P(By,) et ¢, = P(Cy) et X,, = | b,

Cn
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(a) Déterminer Xy et X; (on justifiera les réponses données).

(b) Exprimer, pour tout entier naturel n, a,t1, bpt+1 €t ¢,41 en fonction de a,, b, et ¢, et en
déduire que X, 11 = M X,,.

(¢) Montrer que : Vn € N, X,, = M"X.

(d) En déduire l'expression de a,, b, et ¢, en fonction de n et calculer les limites correspon-
dantes.
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Correction de ’exercice 3
1. (a) Ona:

Lycée Clemenceau - Reims

AR ORC N>

k=1

en utilisant la formule du binéme de Newton a la troisieme égalité.

3 3 3 11

1
Un calcul direct nous donne J2= |3 3 =31 1 1] =3J.
3 3 1 1 1

w W

Il en découle que :

IPxJ=3]xJ=3J2=3%T J*=0xJ=32TxJ=3%J2=3%J
JrxJ=3TxJ=3%J2=3%

J3
J5

On conjecture que ¥n € N, J"? = 3"~1J. Pour le prouver, on procéde par récurrence en

posant P(n) :J* = 37""1J.

Initialisation : J' = J et 3!171J = 3°J = J donc J' = 3'71J, ce qui démontre P(1).
Hérédité : Soit un entier n > 1. Supposons que P(n) vraie et montrons P(n + 1), i.e.
supposons que J" = 3"~1J et montrons que J"t! = 3"J.

I =" xJ=3"1 I xJ=3"1 ] =3"J

ce qui démontre P(n + 1).
Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout entier n > 1, J" = 3"~1J.

(c) On procede par identification des coefficients :

1 1 1 1 00 1 11
M = al+bJs -1 4 1| =al0 1 0O +b|1 1 1
6 1 1 4 0 0 1 1 11
2 1 1
:1)’ g (13 a-+b b b a+b:§ a:%
& 6 3 617 b a+b b & 1 & 1
b b a+b b=~ b=~
112 6 6
6 6 3

1 1
D M=-1+-J.
onc 5 + 6

1 1
(d) Soit n € N*. Les matrices 5[ et 6J commutent donc d’apres la formule du binéme de
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2. (a)

(b)

()
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Newton,

MTL

— k 6
1\" . /n Mo (I 1.1 1
= (=] I R - J=—T+-(1-=—]J
) (S E ) ) mas5)
2 +1 1 1 1 +1
Ix2n 3 Ix2n 3 3x2n 3
1 +1 2 1 1 +1
- 3x2m 3 3x2" 3 3x2n 3|
1 1 1 1 2 1
3x2m 3 I3x2n 3 3Ix2" 3
en utilisant la question 1.(a) & la cinquieme égalité.
On procede par un calcul direct :
111
A 18 9 9 @1
M = (1 41| =9 18 9]|=|- 5 -
62 6 4 2 4
1 1 4 9 9 18 1 1 1
4 4 2
1 1 1 1
2 4 4 411 ; 00
, 3 11 1] 1 1 1
M2 = |- = S| -2(141]=|0 —= o |=-=r
2 4 2 4 2 2
1 1 1 1 1 4 1
-z 0 0 —=
4 4 2 2
3 1
ona:M(M—2I>:—21<:>M(—2M+31):I.

Donc la matrice M est inversible et M~1 = —2M + 31.

Montrer que pour entier n € N, il existe deux réels u,, et v, tels que M" = u, M + v, 1.
On procede par récurrence en posant P(n) : "il existe deux réels u,, et v, tels que M™
UM + v 17

Initialisation : M° = I et recherchons deux réels ug et vg tel que ugM +vol = I. On vérifie
que ug = 0 et vy = 1 convient bien puisque 0 x M +1 x I = I = M donc P(0) est vraie.

Hérédité : Soit n un entier naturel. Supposons que P(n) est vraie et montrons P(n + 1),
c’est-a-dire supposons qu’il existe deux réels u,, et v, tels que M" = u,, M +v,, I et montrons
qu'il existe deux réels w, 1 et vn41 tels que M = u, 1M 4+ v, 1.

3 1
M M™ x M = (uyM 4 v,0) M = u, M? + v, M = u, <2M - 21) + v, M
3 1
= (2un + vn> M — iunl.
.. , 3 1 . _—
En choisissant les réels u,+1 = §un+vn et vpp1 = —Qun, on a bien M = Upt1 M +vpi1l

donc P(n + 1) est vraie.
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Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, il existe deux réels
Uy, et vy, tels que M™ = u, M + v, 1.

. . Up+1 = ZUp + Vp
(d) D’apres la question 2.(b), on a 2 1
Un+1 = _iun
. ug =0 L. uy =1
Puisque { vo=1" on en déduit que { v =0
3 1
(e) Ung2 = Un+l + Unt1 = JUngl = SUn.
. . e 5 3 1 5 3 1 . 1
Equation caractéristique : x* = 3%~ 5 & rh — 5% + 3= 0 dont les racines sont 3 et 1.
\" \"
Il existe donc deux réels A et p tels que Vn € N,  w, = A <2> +pl™ = A <2> + .
On détermine A et p :
0
A <> + 1= ug — 1
2 - prn=0 o) A=l | e Li—Ly [ A=-2
5)\4‘#:1 —9 Lo+ 2Ly — L4 ,u:2

1\ !
A= —
<2> +p=u
1\" 1 1\" N
Donc Vn € N, u,, = 2 — 2 3 et v = —iun = -1+ 3 c’est-a-dire v, = —1 +

Q) =)

Par conséquent, on en déduit que :

VneN, M = 2_2(1” { <1>n]1
’ I 2 2
1 1 1 1
3x 2 3 _3 x2m 3 3x2n 3
1 2 1 1 1
- _3>< § 3x20 '3 3x2m 3
1 1 1 1 2 1
T3x27 T3 3x20 '3 3x2 3
2 1 1
3 3 3
3. (a) Calcul laissé au lecteur. On obtient P~! = 11 1
3 3 3
-1 0 1
1
B 0 0
(b) Calcul laissé au lecteur. On obtient D=0 1 0
1
0 0 3

(c) Montrons que ¥n € N, M™ = PD"P~! par récurrence en posant P(n) la propriété M" =
PD"P~L
Initialisation : M? = I et PD'P~1 = PIP~! = PP~! = ] donc M° = PD'P~! ce qui
montre que P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel. Supposons que P(n) est vraie et montrons P(n + 1),
c’est-a-dire supposons que M™ = PD"P~! et montrons que M"t! = pprtip—1,

M =M™ x M = PD"P~'PDP~! = PD"DP! = pD""' P71
=I

10
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en utilisant ’hypothese de récurrence a la deuxiéme égalité et que M = PDP~! (en multi-
pliant & gauche par P et & droite par P~! dans la relation D = P~'MP). Donc P(n + 1)
est vraie.

Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, M"™ = PD"P~!,

1
on 0 O
(d) Puisque D est une matrice diagonale, il est immédiat que D" = | 0 1 0 | ce qui nous
1
0 0 on
permet d’écrire :
2 1 1 1 1 1
3x2m 3 Ix2n 3 3x2n 3
M PD"P~ _ E 2 1 + E
3x2n 3 3Ix2» 3 3x2n 3
1 1 1 1 2 1
3x2n 3 IJx2n 3 3Ix2 3
1
4. (a) Xo= (0] car le mobile se trouve au sommet A a 'instant 0.
0
2/3 9
X1 =]1/6] car le mobile se trouve au sommet A & U'instant 0 et qu’il a 3 de chance d’y
1/6

rester et sinon il se place sur B ou C' avec la méme probabilité.

b) Les éveénements A, B,,C, forment un systéme complet d’événements. La formule des
Y p
probabilités totales appliquée a A, 11, Brt1, Cph+1 nous donne :

P(An+1) - P(An N A’IH—I) + P(Bn N An+1) + P(Cn M An+1)

= P(An)Pa,(Ant1) + P(Bn)Pp,(Ant1) + P(Cn) P, (Ant1)
_ %P(An) + éP(Bn) + ép(cn)

P(Buy1) = P(An0 Bot1) + P(By0 Bugt) + P(Cp 0 Buyi)
= Jf(An)PAn(BnH) + P(Bn)Pp, (Bn+1) + P(Cn) P, (Bnt1)

2 1
= P4+ SP(Ba) + £ P(Cy)

P(Cnt41) = P(A,NCht1) + P(By,NCpyr) + P(CpNCrga)
= P(AH)PAn (Cn—i-l) + P(Bn>PBn (Cn+1) =+ P(Cn)PCn (Cn+1)

1 1 2
= éP(An) + EP(B”) + gP(Cn),
2 1 1
anp+1 = gan + 6b + = 6
. 1 2 1
ce qui nous donne bpt1 = gan + 3b + = 6
1 1 2
an:Ean—{—ﬁb —|—3

Donc X,,11 = MX,,.

(c) Posons (Py,) la propriété ” X,, = M™Xy”. Montrons que P(n) est vraie pour tout entier
naturel n.
Initialisation : MY x Xo = I x X = X donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel. Supposons que P(n) est vraie et montrons P(n + 1).
Ona X, = MX, = M x M"Xy = M"" X,, en utilisant la question précédente a la
premiere égalité et 'hypothese de récurrence a la seconde. Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, X,, = M"™X,.

11
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(d) En explicitant I’égalité précédente, on obtient :

_ 2 1 , 1
= 3%on "3 nT T3 xon

On a alors lim a, = lim b,= lim ¢, ==
n—-+0o0o n—-+0o n—-+o0o

12

Lycée Clemenceau - Reims

1 1 +1
3x2n 3

3 ‘n
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Révisions

Sujet 4 : Calcul matriciel

Exercice 4
On donne les matrices carrées d’ordre 3 suivantes :

5 5 —14 8 4 —16 1 11
A= 6 6 —16 B = 0 4 =8 P = 2 -1 1
5 5 —14 4 4 —-12 1 01

1. (a) Montrer que P est inversible et calculer P71,

1 0 0
(b) Justifier la relation P~'AP = 00 0
0 0 —4

On note D cette matrice diagonale.

(c) Calculer la matrice A = P~1BP et vérifier qu’elle est diagonale.

2. On se propose de calculer les matrices colonne X,, définies par les relations:

1 0
Xy = 0 , X = —1 et YneN | Xnto = AXn+1 + BX,, .
1 1
Un
A cet effet, on définit pour tout n € N: Y;,, = P71X,, et on pose également Y,, = Un,
wTL
-1 -3
(a) Montrer que Yy = 0 et Y1 = -1
2 4

(b) Montrer que pour tout entier naturel n, Y, 1o = DY, 11 + AY,, .

(c) Montrer alors que pour tout entier naturel n :

Un+2 = Un+1
Un+2 = 4vp,
Wpy2 = —dwyp — 4wy,

(d) En déduire les expressions explicites de uy,, v, et w, en fonction de n.

(e) Donner finalement la matrice X,, en fonction de n.

13
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Correction de ’exercice 4 1 1 =2
1. (a) Laissée au lecteur. On obtient P~ = 1 0 -1
-1 -1 3
(b) Laissée au lecteur.
0 0 O
(c) Laissée au lecteur. On obtient A= |0 4 0
0 0 —4

2. (a) Il suffit de faire les produits Yy = P~ ' Xg et Y; = P71 X].
(b) On a:

Yoo = P 'X,.0=P YAX, +BX,) =P 'AX,,, + P"'BX,
= P 'APP'X,. + P'BPP'X, =DP'X,,1 + AP7'X,
= DY, +AY,.

(c) Avec la question précédente, on a :

Up+2 1 0 0 Un+1 0 0 O Up, Un+1
Ung2 | =10 0 O Unt1 | +(0 4 O v | = 4,
W42 0 0 —4 Wnt1 0 0 —4 Wy, —4wp41 — 4wy,

(d) Pour (uy) : On a, pour tout n > 1, uy41 = uy, et ug = —3. Donc pour tout n > 1, u, = —3.
Pour (vy,) : On a, pour tout entier naturel n, v,2 = 4v, et vg = 0, v1 = —1. Donc tous
les termes pairs sont nuls (vg, = 0) et pour les termes impairs, on a une suite géométrique
de raison 4 et de premier terme —1, donc vopy1 = —47.

Pour (wy) : C’est une suite récurrente linaire d’ordre 2. L’équation caractéristique x2 +
4x 44 = 0 admet une unique solution o = —2. Donc w,, = (A+ un)(—2)" et on déterminer
A et p avec wy = 2 et w; = 4. On obtient w,, = (2 — 4n)(—2)".

(e) On a donc (apres simplification), pour tout entier naturel p,

-3 -3
Yopt1 = —4p et Yoo = 0
(8p +2)(2)%+! (—8p — 6)(2)*P*?

On obtient X,, en multipliant les résultats précédents a gauche par P.

14
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Révisions

Sujet 5 : Calcul intégral

Exercice 5 1
On considere, pour tout n € N, I'intégrale I,, = / 2" In(1 + z)dz.
0

1. A l'aide d’une intégration par parties, calculer Ij.

2. (a) Montrer que I, > 0 pour tout n € N.
(b) Etudier la monotonie de la suite (I, )pen.
(¢) Que peut-on en déduire sur la suite (I;)nen 7
3. n

1
En déduire que, pour tout n € N, I,, < ——

)
)
)
a) Justifier que, pour tout x € [0, 1] et pour tout n € N, on a : 2" In(1 + z) < z™.
) n+1
)

Calculer lim I,.
n—-+oo

4. (a) En utilisant une intégration par parties, montrer que pour tout n € N :

(2 1 1, n+1
I, = n(2) / v dx
0

n—l—l_n—i—l 1+

(b) Montrer que pour tout n € N :

(¢) En déduire un encadrement de I,,.
(d) En déduire lim nlI,
n——+0o

15
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Correction.de ’exercice 5 1
1. Iy = / 2VIn(1 + z)dz = / 1 X In(1 + z)dz. Alors :
0 0

+ | In(1+ x) 1
N\
1+

Les fonctions x + In(1 + z) et x + x sont de classe C! sur [0,1]. Par intégration par parties,

T ! 1
1dac:l><1n(2)—0><ln(1)—/0 <1—x+1>dx.

T+

1 1
= |r1In(x 1—
/Oln(:v—l—l)dx—[ In(z + 1]} /0

Donc Iy =1In(2) — [z — In(z + 1)]5 =In(2) -1+ 1In(2) —0+1In(1) =2In(2) — 1.

2. (a) Soit n € N. Pour tout z € [0, 1], on a :
o 2" >0,
e 1+ 2 >1doncIn(l+2)>In(1l) =0 par croissance du logarithme.
Par produit, 2" In(1 4+ z) > 0.

1 1
Par croissance de 'intégrale sur [0,1] (bornes croissantes), / 2" In(1 + z)dr > / Odz.
0 0
Donc I, > 0.
(b) Soit n € N. Pour tout z € [0,1], on a :

2" > 2" = 2"In(1+2) > 2" In(l + )
In(142)>0

Par croissance de U'intégrale sur [0, 1] (bornes croissantes),

1 1
/ 2" In(l 4 z)dx > / 2" n(1 + 2)dx = I, > I
0 0

La suite (I,)nen est donc décroissante.

(¢) (Ln)nen est décroissante (question 2.(b)) et minorée par 0 (question 2.(a)). Par le théoreme
des suites monotones, (I,),en converge vers une limite £ > 0.

3. (a) Soit n € N. Pour tout x € [0,1], on a :
l+z<2=14+z<e' =In(l+z) <1,

par croissance du logarithme. Comme z™ > 0, on obtient par produit : 2" In(1 4 z) < ™.

(b) On déduit de la question précédente, par croissance de Iintégrale sur [0, 1] (bornes crois-
santes), que :

1 1 xn+1 1 1
I, = / 2" In(l 4 z)dx < / z"dx = [ } = .
0 0 n 4+ 1 0 n —+ 1

(c) Avec les questions 2.(a) et 3.(b), on obtient I'encadrement 0 < I, <

1
Or lim = 0. Par le théoreme d’encadrement, on en déduit que lim I, = 0.
n—+oon + 1 n—+0o

1
n+1

1
4. (a) I, = / 2" x In(1 + x)dx. Alors :
0

+ | In(1+x) "
N
1 xn+1
- —
1+z n+1
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xn+1
Les fonctions = — In(1 + z) et x —

1 sont de classe C! sur [0, 1]. Par intégration par
n
parties,
n+1 1 1 ,.n+1 1 In(2 1 1 ,.n+1
Li= |2 In(z+1) —/ T« dp = 22 / T da.
n+1 0 o n+1 x+1 n+l n+1l/y 1+=x

n+1
(b) Soit n € N. Pour tout z € [0,1], 0 < a:

o < 2L, Par croissance de l'intégrale sur [0, 1]

x

(bornes croissantes),

1 1 xn+1 1
/ Odz < / dx < / 2"z,
0 0 14+ 0
1 1 o271
Comme / 0dx = 0 et / " de = [ ] = , on obtient bien I'inégalité de-
d/ 0 0 n 4+ 2 0 n + 2

mandée.

(c) On raisonne par construction & partir de l'inégalité obtenue a la question précédente :

1 xn+1 1 1 1 xn+1 1
0< / dr < = 0>— / dep > ——
N In(2) S In(2) 1
quest 4.(a) 7+ 1

n+1 (n+1)(n+2)
(d) En multipliant 'inégalité précédente par n, on obtient :

n n n
In(2) x - <nl, <In(2) x .
n(2) n+1 (n+1)(n+2)_nn_n() n+1
Or:
no 1 1
n+1  1+1/nnstoo

n 1
— 0.
"t Dn+2)  n(+1/n)1+2/n) noteo
Par encadrement, on obtient finalement

lim nl, =In(2).

n—+

17
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Révisions

Sujet 6 : Chaines de Markov

Exercice 6

Dans un square, un enfant cherche a monter au sommet de la ”cage a I’écureuil”. 1l s’agit d’une
structure métallique que I’enfant doit escalader jusqu’a son sommet.

La cage est constituée de trois niveaux. L’enfant part du premier niveau A. Il cherche ensuite a
atteindre le deuxiéme niveau B et enfin le troisieme niveau qui est le sommet C.

On décompose 'ascension de I’enfant en une succession d’instants. On suppose qu’a I'instant 0, I’enfant
se trouve sur le niveau A puis que la montée se fait selon le protocole suivant :

e si & un instant n donné, I’enfant est sur le niveau A, alors a l'instant suivant n + 1, il y reste

1 2
avec la probabilité 3 et passe au niveau B avec la probabilité g;

e si & un instant n donné, I'enfant est sur le niveau B, alors a l'instant suivant n + 1, il y reste

1 2
avec la probabilité 3 et il atteint le sommet C avec la probabilité g;

e si a un instant donné, 'enfant est au sommet C alors il y reste définitivement.

On note pour tout entier naturel n, A, ’événement ”I’enfant se trouve sur le niveau A a l'instant
n”, By I'événement ”I’enfant se trouve sur le niveau B a l'instant n” et C, I'’événement ”’enfant se
trouve au sommet C a I'instant n”. Enfin, on note a,,, b, et ¢, les probabilités respectives de ces trois
événements.

1. Donner les probabilités a1, by et c;.

2. En utilisant la formule des probabilités totales, montrer que pour tout n € N, on a :

1 2 1 2
On+1 = gan ; bnt1 = gan + gbn et cpi1 = gbn +cp.
. 1
3. Montrer que pour tout entier naturel n, on a : a, = 3

4. Pour tout entier naturel n, on pose : v, = 3"b,.

(a) Montrer que la suite (v,)pen est arithmétique de raison 2.

(b) En déduire, pour tout entier naturel n, une expression de v,, puis de b, en fonction de n.

5. Déduire des questions précédentes une expression de ¢, en fonction de I’entier n.

Calculer lim ¢,. Comment interpréter le résultat ?
n—-+00

6. On note X la variable aléatoire égale a l'instant ol ’enfant atteint le sommet C.

(a
(b

Déterminer ’ensemble des valeurs prises par X.

Justifier que pour tout entier naturel n > 2, ona: (X =n) = B,_1NC,.
4(n—1)
3

d

)
)

(¢) En déduire, pour tout n > 2, que : P(X =n) =
) Montrer que X admet une espérance et la calculer.
)

7. (a) On note X la variable aléatoire égale a I'instant ou l’enfant atteint le niveau B pour la
premiere fois.

Déterminer la loi de X puis montrer que X7 admet une espérance et la calculer.

18
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(b) On note X7 la variable aléatoire égale au nombre d’instants supplémentaires nécessaires a
I’enfant pour atteindre pour la premiere fois le niveau C' une fois qu’il a atteint le niveau
B.

Justifier que Xs suit la méme loi que X;.

(c) Exprimer la variable aléatoire X en fonction de X; et de X2. En déduire une deuxiéme
méthode pour calculer ’espérance de X.

19



ECE1 Lycée Clemenceau - Reims

Correction de ’exercice 6 1
1. L’enfant est en A a linstant 0. D’apres 1’énoncé, il a 3 de chance de rester en A & l'instant 1,

2
3 de chance de passer en B a 'instant 1 et il ne peut pas atteindre le sommet C' & l'instant 1.

Donc :

_P(Al):%v blZP(Bl):§7 a=P(C)=0
2. On considere le systéme complet d’événements (A,,, By, Cy). On a :
Apt1= (AN Ap1) U(By N Apgr) U (Cr N Apgr)
Alors :

P(Any1) = P((AnNApp1) U (Br N Api1) U(Cr N Apgr))
P(A,NAp41)+ P(BpaNApy1) + P(CoN Apyr)
(A

(A

= P n)PAn( n+1) + P(Bn)PBn (AnJrl) + P(Cn)PCn(AnJrl)

1
= P(4,) ><7+P(Bn)><0+P(Cn)><(),

par incompatibilités des événements a la deuxieme égalité et en utilisant la formule des proba-

1
bilités totales a la troisieme. On obtient bien : ap1 = §a”‘

De la méme facon, on a :

bn+1 = P Bn+1> (An)PAn (Bn-I—l) + P(Bn)PB (Bn—H) + P<C )PC'n (Bn-‘rl)
1 2 1
-+ P(C, 0=-a,+ =b,
3 + P(C,) % 3¢ + 5bn

Chnt1) = P(A,)Pa, (Cry1) + P(By, )PBn( Cnt1) + P(Cn)Po, (Cny1)

2 1 1
n) X 0+ P( )><3+ (C’)><3 3b 3¢n

(
= P(An)><2+P(B)
Cnt+1 = P(

(4

= P

3. Comme on a la relation a,4+1 = gan pour tout n € N, (a,,) est une suite géométrique de raison

1 1\" 1
3 et de premier terme ag = 1. Donc pour tout n € N, a,, =1 X (3) = 3a-

4. (a) Pour tout n € N,

2 1 2 1 1
Un+1 = 3n+1bn+1 = 3n+1 <3an + 3bn) = 3n+1 X g X 37_1_3714-1 X g X bn = 2+3nbn = 2+’Un

Donc (vy,) est arithmétique de raison 2.
2
(b) Comme vg = 3°by = 0, on déduit de la question précédente que : v, = 2n et b, = g—z = 3—:

5. Comme ay, + by, + ¢, = 1 car (A, By, Cy,) est un systeme complet d’événements, on a donc pour

tout n € N : ) 5
n
Cn:].—(ln—b _1—37—37
) 1 . 2n . 2n . . .
Comme ngrfoo 7, = 0et nggloo o = ngrfoo () 0 (par croissance comparée), ngrfoo cn, = 1.

Si on attend suffisamment longtemps, 'enfant arrivera au sommet C.

6. (a) X(Q)=[2,+4o0] (il faut au minimum deux instants pour que l’enfant arrive en C).

(b) Si lévénement (X = n) est réalisé, alors 'enfant arrive pour la premieére fois en C' a
Pinstant n. Autrement dit, il est en B a l'instant n — 1 et il passe en C a I'instant n. Donc
(X = n) =B,_1NC,.
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Avec la formule des probabilités composées, on obtient :

2(n—1 2 4(n—1
P<X = 77,) = P(Bn—l N Cn) = P(Bn—l)PBn_l(Cn) = (;Ln—l ) x § - (nSn )
Ona:
I +0oo n—2
4n—-1) 4 1
S apee=m =Y n i =08 ain-n(3)
neXx(Q) n=2 n=2

1
On obtient une série géométrique dérivée d’ordre 2 de raison 3 €] —1, 1], donc convergente.

Donc X admet une espérance et on a :

4 2 4 2
E(X)= ). nP(X:n):§x7:7x2x—7:3.

1
neX(Q) (1—-p ? 8

3

X1(2) = [1,4o00[ (car en partant de A, on peut atteindre le niveau B & partir de premier
instant). Pour tout n € [1,+oo],

n—1
P(X1 = n) = P(A1NAsn. . .N Ay 101By) = P(A)P(A3) ... P(An_1)P(By) = <1> x%.

par indépendance a la deuxieme égalité.
Montrons que X; admet une espérance et calculons-la :

> arn=n=3a(3) 5335 (5)

neX1(Q2) n=1

On obtient une série géométrique dérivée d’ordre 1 de raison 3 €] -1, 1], donc convergente.

Donc X7 admet une espérance et on a :

2 1 2 9
E(Xy) = Z nP(X1:n):§><71:§XZ:,.
n€X1(Q) (1_ 5)2

X1 est le temps d’attente pour passer du niveau A au niveau B et X5 est le temps d’attente

pour passer du niveau B au niveau C. Or Py, (Ap+1) = Pp,(Bnt+1) = 3 et P4, (Bpt+1) =

2
Pp, (Cpt1) = 3 On est donc exactement dans la méme situation et X; et Xy suivent la
3

méme loi. En particulier, F(X3) = 7

Le nombre d’instants pour arriver en C' est égal au nombre d’instant pour passer de A & B
puis de B a C donc X = X7 + Xo.

Par linéarité de 'espérance, E(X) = E(X; + X2) = E(X1) + E(X2) =

retrouve le résultat de la question 6.(d).

+ = =3. On

N | o
DO o
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Révisions

Sujet 7 : Suites récurrentes

Exercice 7

e’ —1
1. Montrer que pour tout = € R*,

> 0.

2. On considere la fonction f définie sur R par :

1) siz#0

(a) En utilisant la limite du taux d’accroissement de la fonction exponentielle en 0, montrer
que f est continue en 0.

(b) Déterminer les limite de f en —oo et —oco.
3. On admet que f est dérivable sur R tout entier.
ret —e* +1
z(e®* —1)

Etudier les variations de la fonction g définie par : Vx € R, g (x) = ze® —e® + 1.

(a) Montrer que, pour tout x € R*, f/'(z) =

(b)
()

(d) Vérifier que : Vo € R, f (z) —x = f(—x). (on utilisera que x = Ine”).

En déduire le tableau de variations de f.

(e) En déduire que f(x) —x < 0 pour tout = € R¥.

4. On considere la suite (u,) définie par la donnée de son premier terme ug = 1 et par la relation,
valable pour tout entier naturel n :

Upt1 = [ (uy) =1n <eun — 1) .

Un

(a) Montrer que : Vn € N, u,, > 0.
(b) Montrer que la suite (u,) est décroissante (on utilisera & profit la question 3.(e)).
(¢) En déduire que (u,) converge vers une limite ¢ qu’on déterminera.

)

(d) Proposer une procédure en langage de programmation Scilab qui calcule et affiche le plus
petit entier naturel n tel que |u, — ¢| < 1077,

22



ECE1 Lycée Clemenceau - Reims

Correction de ’exercice 7

1. Tout d’abord : e* —1> 0« e® > 1 < In(x) > In(l) < x > 0 (en utilisant la croissance de la

fonction logarithme). On obtient le tableau de signe suivant :

x —00 0 “+00
T — 0 +
e —1 — 0 +
X
—1
‘ + +
T
e —1

> 0.

On a donc bien que, pour tout x € R*,

2. (a) On sait que la fonction exponentielle est dérivable en 0 donc :

et —¢l o\ 0 .oet—1
=y =) O ==l lin—

=1.

Comme lim In(X) = 0, on obtient par composition des limites lir% f(z) =0= f(0). Donc
T—

X—1

f est continue est 0.
rT—1
(b) En —oco : lim c =0T et lim In(X)= —oco.
r——00 X X—0+
Donc par composition des limites, lim f(z) = —oc0.
T—>—00

En 400 : On a une forme indéterminée a lever.

e’ —1 e’

=—(1—-e").
x x
e.Z‘
Or lim — = +oo (par croissance comparée) et lim 1 —e *
r—+00 T T—+00
.oet—1
lim = +00.

Tr—+00 €T

Par composition par la fonction logarithme, on obtient hl}_] f(zx)
T—r+00

!/

3. (a) En utilisant les classiques formules (Inu)’ = % et (;)’ = =

U u'v — uv'

= 1, donc par produit

= +00.

, on a pour tout x # 0,

(ex_l), etr — (e — 1)
@) = x _ 2 _ ret —e® +1

e’ —1 et —1 x(ez—l)

x T

(b) On commence par calculer la dérivée de g

gd(x)= " +ze® —e =uxe",

(uwv)' =u'v+uv’

le signe de ¢’ étant le signe de x, nous obtenons le tableau de variations de g :

T —00 0

+00
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(c) D’apres la question précédente, la fonction g est positive sur R.

Comme Vz # 0, f/'(z) = _9@) on a:

z(e? — 1)’
z —00 0 400
g(x) + 0 +
x — 0 +
e — 1 - 0 +
() .

On obtient le tableau de variation suivant :

x —00 0 “+00

f'(=) +

(d) Pour tout z € R,

-1 -1 rT—1
flx)—z = ln<e )—x:1n<e >—lnem:1n —L— :lm(€ xe_r)
x x e x

- n () = () = e

(e) Pour tout réel > 0, —x est strictement négatif et comme f est négative sur R* (d’apres
la question 3.(c)), on a f(x) —x = f(—z) <0.

4. (a) Notons P(n) la propriété "u, > 0”. Montrons que P(n) est vraie pour tout entier naturel
n.

Initialisation : D’apres 1’énoncé, ug = 1 > 0 donc P(0) est vraie.

Hérédité : Supposons qu'il existe un entier naturel n tel que P(n) est vraie. Montrons que
P(n+ 1) est aussi vérifiée.

D’apres la question 3.(c), f(z) > 0 pour tout z > 0. Comme u, > 0 par hypothese de
récurrence, on a donc uy,4+1 = f(uyn) > 0. Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout n € N, u,, > 0.

(b) D’apres la question 3.(e), f(z) —x < 0 pour tout x > 0. En prenant x = u, (qui est > 0
d’apres la question précédente), on obtient f(u,) — u, < 0, donc w41 = f(uyn) < uy,. La
suite (uy) est donc décroissante.

(c) On a démontré que (uy) est décroissante et minorée par 0. D’apres le théoreme des suites
monotones, (u,) converge vers une limite ¢ > 0.

Par passage a la limite dans la relation u,+1 = f(uy,), on obtient £ = f(¢), donc f(¢)—¢ = 0.
Avec la question 3.(d), on a donc f(—¢) = f(¢)—¢ = 0. D’apres les variations de f (question
3.(c)), on a donc —¢ = 0 donc ¢ = 0. Ainsi, (u,) converge vers 0.
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(d) Voici la procédure Scilab demandée :

n=0

u=1

while u>10"(—-9) do
u=ln ((exp () ~1)/u)
n=n+1

end

disp(n)
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Révisions

Sujet 8 : Variables aléatoires a densité

Exercice 8
On pose pour a réel strictement positif la fonction f, définie sur [ 0 ; a | par :

Pour tout = € [0;a], fo(z) = %

1. (a) Justifier la dérivabilité de f, sur [0;a] et calculer sa dérivée.
En déduire le tableau des variations de f, en précisant les valeurs aux bornes.

1
(b) Montrer que f, réalise une bijection de [0;a] sur [O; ]
a

On note f; !sa bijection réciproque.
Donner le tableau des variations de f, ! en précisant les valeurs aux bornes.

(c) Montrer que f; ! = f1.
a

a
2. (a) Justifier Pexistence de l'intégrale [ f,(z)dz , notée I,.
0

11—z 4 I6;
=« .
1+ 2 1+

(b) Déterminer deux constantes « et 3 telles que : Vz € [0;4a],
En déduire que I1 =2In2 — 1.

(c) Montrer grace au changement de variable x = au que I, = I;.
3. On considere dans ce paragraphe la fonction h, définie sur R de la maniere suivante :

. 1
S1 T € [O, a], ha(a}') = m

siz ¢ [0;a], he(z)=0

fa(2)

(a) Montrer que h, est une densité de probabilité.
On note X, une variable aléatoire réelle admettant une densité égale a h, .
On note H, la fonction de répartition de la variable X,,.

(b) Calculer 'espérance E(a + X,). En déduire l'espérance E(X,).
(c) Calculer I'espérance E((a + X,)?). En déduire E(X?2) puis la variance V(X,).

1
(d) Soit la variable aléatoire & densité T' définie par T = —X,.

a
Montrer que pour tout réel t de [0; 1] : P(T < t) = Hy(at).
En déduire que T suit la méme loi que Xj.
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Correction de ’exercice 8
On pose pour a réel strictement positif la fonction f, définie sur [ 0 ; a | par :

a—x

Pour tout = € [0;a], fq(x)= m

1. (a) Pour tout = € [0,a] on a a + 2z # 0 donc f, est dérivable sur [0;a] comme quotient de
fonction dérivables et

—(a+z)—(a—= -2
fo(x) = ( ) (2 ) - 2
a(a+x) (a+ )
T 0 a
Donc | f! (z) -
fa (@) é N 0
(b) Comme f, est continue et strictement décroissante sur [0, a] elle est bijective de [0, a] dans
1
[fa (@) ; fa (0)] = [0; a]
0 I
On a alors par symétrie le tableau des variations de f, ! a o
par sy f @) e~ 0

17 .
(¢) On a, pour tout = € [0,a] et tout y € [0, E] :

a—x
= < _— =
falz) =y ala + x) 4
— a—zx=ya(a+x)
— z(-1—-ay)=d*y—a
1—
= xzwcarl—&-ay#O
1+ay
Donc la réciproque de f, est définie par : fq_1 (y) = a(ll%;yw pour tout y € [0, é]

Or pour tout z € [O, %]
B -z  a(l—ax)
é(%—k:c)  l4azx

On a donc bien f; ! = Ji/a
N.B. on aurait aussi pu montrer que pour tout x € [0,a] : fi/, (fa (z)) = x et pour tout

Y€ [ } fa ( fi/a (Y )) = gy pour pouvoir conclure également.

a
2. (a) Comme f, est continue sur [0,a] alors [ f,(x)dx est bien définie.
0

2 _1—m
142 14z

1 1
1—=x
1 /fl(x) T /1+$x
0

1
= -1
/ +1+:U
0
[-

r4+2In(14+2)._, carl4+z>0
= —1+2In(2)

(b) Pour tout z # —lona: —1+

Donc

donc o = —1 et = 2 conviennent.
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(c¢) On effectue dans I, = f fa (x) dz le changement de variable z = au : dx = adu: z =0 +

u=0:x=a+u= 1
avec ¢ : u — au de classeC' sur [0,1] et f, continue sur ¢ ([0,1])

a

jfa(x)dx = /mdw
1
- /aajraal;
0
1
- [

3. On considere dans ce paragraphe la fonction h, définie sur R de la maniére suivante :

. 1
S1 T € [0, a], ha(fﬁ) = m

sixz ¢ [0;a], he(x)=0

fa(z)

(a) hg est continue sur R— {0, a}, positive sur R et f hq est 1mpropre en + et —

SO ha= [ 0=0: [ h,= [10=0etenfin []h, 212 fofa_

Donc fj;o h, converge et vaut 1.

Donc h, est bien une densité de probabilité.

On note X, une variable aléatoire réelle admettant une densité égale y h,
On note H, la fonction de répartition de la variable X,.

(b) a+ X, a une espérance si fjoooo (a + ) hy () dz converge.
Or en dehors de [0, a] la fonction h, est nulle donc I'intégrale converge et

/%o( t 1) he (z)ds = /al( 4 )gd
,ooa O/ e\ B) T = 02ln2—1a ma(a—l—x)m

1 a
- a(21n2—1)/0 (a=w)dv

- semeoy 20,

= =F X
s@me—1  Flet X
N.B la primitive en (a — :c)2 au lieu de 22 permet d’obtenir directement 1’expression fac-
torisée.
Onaalors E(X,)=FE(a+X,—a)=FE(a+X,)—a= m —a

(¢) De meme

/+Oo(a+x)2ha(az)dx _ wlnlm/oa(a—x)(am)dx
a(mng_l)/o (a2—x2a)d:v

- sy 7o 5,

CL2
- 3(2;2_1) = 5 ((a+X)?)

28



ECE1 Lycée Clemenceau - Reims

Comme (a + X,)? = a2 + 2aX, + X2

on a alors

B (X2) :Z%@+Xf—f+mﬁa:E«@+Xﬁ>—f—MEMQ

B 24> 2 _ g a
- 3@2m2-1 ¢ T "\2@m2-1  “

2 a?

~ 3(2In2-1)

= a

et

V(X.) = E(X2)-E(X,)?

9 a? a 2

= a — — —a
3(2In2—1) \2(2m2-1)
1 1 1

2

= a®|1- - —1
“ 3em2-1) 4@2m2-1)°  @h2-1) ]

1 ,16In2— 11

ai
127 (2In2 —1)?

1
(d) Soit la variable aléatoire & densité 7' définie par T' = EXG.
1
On a pour tout réel t de [0 ;1] : P(T'<t)=P (Xa < t> = P (X, < at) = Hy(at).
a
Donc la densité de T est h(t) =0sit ¢ [0,1] et

1 a—at 1 1—-t
= a =
2In2 —1a(a+ at) 2In2 -11+¢

h(t) = H. (at) a = h, (at) a = hy (t)

Donc T suit bien la méme loi que X;.
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Révisions

Sujet 9 : Calcul intégral

Exercice 9

. . x—t)"
1. Pour tout réel z > —1 et pour tout entier naturel n, on pose : I,( / D) n+1
0

(a) Montrer, a I’aide d’une intégration par parties, que, pour tout entier n et tout réel x > —1,
on a:

Inyi(z) = —In(2) +
(b) Calculer Iy(z), en déduire I1(z), puis Iz(z).

2. Prouver par récurrence que, pour tout réel x > —1,et pour tout entier n > 0 :

x
n

k n n

_ e (=1)"(z — 1)
k=1 0

3. Pour x compris entre 0 et 1, on considere la suite u,(x) définie par :

T

Un(2) :/Wdt.
0

(1 +¢)ntt

n+1

nr D déduire la limite de la suite (uy,(x)).

Montrer que pour tout entier n de N : |u,(z)| <

4. Pour z compris entre 0 et 1, on considere la suite (vy,(z)) définie pour n > 0 par :

R

_11'”
vn(x)zm—?—l—?—z—i—...—i—(—l)" o

Montrer que la suite (v, (z)) converge et déterminer sa limite.
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Correction de ’exercice 9 "

—1
1. Pour tout réel x > —1 et pour tout entier naturel n, on pose : ({ 1ac+ ) T)L +1
7 (z—t)" z zt)”+1

Attentlon , la variable d’intégration est t!
Soit u(t) = (x —t)" ™/ (t)=—(n+1)(x —t)"

/ _ . — —1 1
v (t)_m'v(t)_n—l—l(l—i—t)""'l

u et v sont de classe C' (14t # 0 car t > —1 sur [0, 7] ou [x,0]) donc

/(a:—t)”“dt _ [—1 1n+1<w—t>”“r—/$ 1 —(n+1)(x—0)"
0

n+1(1+t) n+1l  (14¢)ntt
0

n+1 y AL
= 2 —/ @=0" 4

n+1 (14 t)ntt
0
xn+1
Conclusion : | Iy1(x) = —I(z) + S
T 1 e

D’ou (relation précédente) I (z) =z — Ip(z) =x —In(1+ z)
2
et I (z) = % —z+In(l+2x)

GG n
2. ————dt=(-1)"1,
On remarque que of 5o dt = (—1) ()

Pourn—lona‘

Smt n e N*.tel que
n k
In(l+2z) = ;(—1)’“—1 % + (—=1)" I, alors

n+ k n+1

_ 1k—1£_ n T _1\n .
I s
n+l k n-+1

- T A G I
n+1 T

= Y M ()
k=1

Donc la relation est vraie pour tout n > 1

3. Pour x compris entre 0 et 1, on considere la suite u,(x) définie par :

T

Un(2) :/(—1)”(37—t)”dt.
0

(1 +¢)ntt
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Idée: le = prov1endra de la primitivation de (x — ¢)" , que I'on conserve donc dans le majorant.

Idée : pour la valeur absolue : Les bornes sont 0 < x (car x € [0, 1] ) donc

dt:/(x_t) dt
0

xT

/(—1) (x —t)" / " —t)"
(14 ¢)ntt 1+t”+1
0

(14t)n+l
1 — )"

etpourtouttG[O,:L‘]:W§1d0ncMg(m—t)”(car(x—t)”zo)
Donc

T (x—t)n x 1 L t=x xn'H

L dt < —t)"dt = | ——— (x — )" =

e e A = (R e =

0

n+1

x
n+1

Conclusion : | pour tout entier n de N : 0 < |uy,(z)| < et par encadrement u, — 0

4. Pour z compris entre 0 et 1, on considére la suite (v, (z)) définie pour n > 0 par :
2 3 4 n
x x T x
s |
vp(z) =2 sty Tt (—1) -

On a v, (z) + up () = In (1 + x) donc v, () = In (1 + ) + uy, (x).

et comme u,, (z) — 0 pour z € [0, 1] alors

Conclusion : ‘Un () = In(1+ z) quand n — —i—oo‘
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Révisions

Sujet 10 : Variables aléatoires discretes

Exercice 10

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note p un réel de ]0;1[ et on pose
q=1-—p.

On dispose d’une piece donnant Pile avec la probabilité p et Face avec la probabilité q.

On lance cette piece et on arréte les lancers dans I'une des deux situations suivantes :

e Soit si I'on a obtenu Pile.

e Soit si I'on a obtenu n fois Face.

Pour tout entier naturel £ non nul, on note Py (respectivement Fj I’événement ”on obtient Pile
(respectivement Face) au k° lancer”.

On note T,, le nombre de lancers effectués, X,, le nombre de Pile obtenus et enfin Y,, le nombre de
Face obtenus.

On admet que T, , X,, et Y, sont des variables aléatoires toutes les trois définies sur un espace
probabilisé (Q;.4; P) que l'on ne cherchera pas a préciser.

1. Loide T;, .

(a) Pour tout k de [1;n — 1] , déterminer, en distinguant le cas k = 1, la probabilité P(T,, = k)

(b) Déterminer P (T,, =n) .

(c) Vérifier que Z P(T,=k =1.
k=1

(d) Etablir que T}, posseéde une espérance et vérifier que E (T},) =

2. Loide X, .

(a) Donner la loi de X, .
(b) Vérifier que E(X,) =1—4¢" .

3. Loide Y, .

(a) Déterminer, pour tout k de [0;n — 1] , la probabilité P(Y,, = k) .
(b) Déterminer P(Y,, =n) .

(c) Ecrire une égalité liant les variables aléatoires T}, , X, et Y, , puis en déduire E (Yy) .
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Correction de ’exercice 10
1. Loide T,

(a) Pour tout k € [[1,n — 1]]
si k=1, (T,, = 1) signifie que l'on n’a fait qu’un seul lancer, donc (7, = 1) = P,
Et pour k > 2, (T,, = 1) signifie que l'on a fait k& lancer, donc que 'on a eu le premier pile
au k'™ et donc des face avant.

(T, =k)=FiN---N Py donc
P(T,=k)=P(F1) - Prn.r._, (Pr)

le conditionnement indiquant que les lancers se continuent, puisque I'on n’a pas Pile et pas
encore effectué n lancers.

Donc P (T, = k) = ¢*~!p formule encore valable pour k = 1
Conclusion : |P (T, = k) = ¢" 'p pour k € [[1,n — 1]]

(b) (T = n) signifie que l'on a effectué n lancers, c’est a dire que ’on n’a pas eu de Pile jusqu’au
précédent. Les lancer se terminant de toute facon au n'®™¢ si 'on n’a que de Face

Donc
(Tn:n) =FNnNn---Nk,_1

Conclusion : |P (T, = n) = ¢" !

(c) Dans la somme, il faut isoler la valeur £ = n qui n’a pas la méme formule que les autres:
(d)

n n—1

Y P(T=k =) ¢"p+q""
k=1

k=1
n—2
=p> "+
k=0

1— n—1
:piq_‘_qn—l
l—¢q
1— n—1
:piq_i_qn—l
p
=1

(e) T, étant finie, elle a une espérance et

On montre la formule par récurrence :
Pourn=2ona E (Ty) =p+2q et

lfq2

1—g¢q

=l4+qg=p+q+gq

=p+2¢=FE(T)
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mn

alors

oit n € N tel que E (T),) = 0
-4

n
E(Top1) =Y _k¢" 'p+(n+1)q"
_ qukflp_‘_ nqnflp + (TL + 1) qn

= k" 'p+ngd" ' (1-q)+(n+1)¢"
=1

k
= E(Tn) +q"
1

_ n
1 n+1
== 7 C.QF.D.
. 1—q"
Conclusion : |Pour tout n > 2: E (T),) = T
—4q

2. Loi de X,,.

a) et b) Lors des lancer, on a ou bien un Pile et on s’arréte, ou bien n face.
Donc X, (©2) = {0,1} avec (X,, =0) = n Face et P (X, =0) = ¢"

Conclusion : | X, — B(1—q")
E(X,)=1—-q"

3. Loide Y,

(a) Pour tout k € [[0,n — 1]], (Y}, = k) signifie que l'on a eu k Face (donc pas n) et donc ensuite
un Pile.

k)
k)

(b) (Y, = n) signifie que l'on a eu n Face donc P (Y,, = n) = ¢"

(Yn
Y,

FiN---FpN Pyyq done (probas composées)
P( ¢

p

(¢) Le nombre total de lancer est le nombre total de Pile et de Face obtenus.
Conclusion : ‘Tn =X,+Y, ‘
donc Y, =T, — X, et

S e (BD
(it
=(1-¢") =

35



ECE1 Lycée Clemenceau - Reims

Révisions

Sujet 11 : Variables aléatoires a densité

Exercice 11
On considere I’application ¢ définie sur RY par :

1
VeeRL, ¢(x)=In(z)-In(z+1)+ p
I. Résolution de 1’équation ¢ (z) = 1.

1. Déterminer la limite de ¢ (z) lorsque x tend vers 0 par valeurs positives.
Interpréter graphiquement cette limite.

2. Déterminer la limite de ¢ () lorsque x tend vers +oc.
Interpréter graphiquement cette limite.

3. Prouver que ¢ est strictement monotone sur R7 .
4. Dresser le tableau de variation de ¢ et y faire apparaitre les limites de ¢ en 0T et +oco.
5. On rappelle que In (2) ~ 0,7 et In(3) ~ 1, 1.

Montrer que ’équation ¢ () = 1 possede une unique solution notée « et que :

1< <1
lca< =
3 2

6. Proposer un programme en Scilab permettant d’encadrer o dans un intervalle d’amplitude 10~2.

II. Une variable a densité.
Soit « le réel défini a la question I.5. On considere la variable aléatoire réelle X dont une densité de

probabilité est donnée par :

1 .
f(:c):m siz >«

f(x)=0 siz <o
1. Vérifier que f est bien une densité de probabilité.
2. Démontrer que pour = > « :
vf (1) = ¢f (@) +
En déduire que 'espérance que X admet une espérance et que :

E(X):l—a

(0}

Donner un encadrement de F (X)) par deux entiers consécutifs.

3. La variable aléatoire réelle X admet-elle une variance 7
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Correction de ’exercice 11
I. Résolution de 1’équation ¢ (z) = 1.

1. Quand z — 0", on factorise

p(r) = ln(x)—ln(x+1)+%
= L) -eh(+a)+)
— +00

par croissance comparée.
Conclusion : |la courbe représentative de ¢ a une asymptote verticale en 0 ‘

plz) = ln(x)—ln(q:(1+i>>+i
= —ln<1+i>+i

— 0

2. En 400 :

Conclusion : |la courbe représentative de ¢ a une asymptote horizontale en +oo

3. ¢ est dérivable sur RY (x >0etx+1>0et x#0)

V@) = —m— e

Conclusion : ‘ga est strictement décroissante sur R*.

4. On vérifie la cohérence :
T 0 +00
p(x) | 400 N 0

5. On rappelle que In (2) ~ 0,7 et In(3) ~ 1, 1.

¢ est continue et strictement décroissante sur |0, +o0]
donc bijective de ]0, +o00[ sur |lim4 o f,limg f[ = ]0, +00[

De plus, 1 € )0, +o0] et donc

Conclusion : ‘ I’équation ¢ (x) = 1 possede une unique solution a.‘

On compare les images :
e(3)=-In(3)—In(3)+3=-2mIn(2)+3>1
p(3)=-mm@2)-Im(3)+2=-mB)+2<1

Donc ¢ (%) >p(a)>p (%) et comme ¢ est strictement croissante sur R* alors

Conclusion : % <a< %

6. Pour obtenir un encadrement de o & 1072, pres, on utilise I’algorithme de dichotomie (voir le
TP 13).
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I1. Une variable a densité.

1. f est continue sur R\ {a} et positive.
. 90 £ (t) dt est impropre en +oo

f_oo f t) dt converge et est nulle.

/aAf(t)dt B /aAt2t+1
_ /QA

= [e 0

(A4) +¢(a)
= ¢(A)+1—1quand A — 400

¥
—¥

onc f;oo f)dt=1¢et fj;o f (t) dt converge et vaut 1

Conclusion : ‘ f est bien une densité de probabilité. ‘

2. pourz >« :

, R | 1
POt E = ey te
xr
- x? (z+1)
= zf(2)

Donc

:Z:Oz
1 1
= A—i— —
p(A) =3 —wla)+ -
1
- =1
«
+00 11—«
Donc [ tf (t)dt =
a
. 1l -«
Conclusion : |E (X) =
a

On part de z <a< 2 donc 3 > é > 2 et g >1—a > % donc (produit de termes positifs)
11—«
@
Conclusion : |1 < E (X) < 2|

2> >1

3. Soit A > a. Alors :

A A
2 _ 1 _ A _ _
/a 2 f(2)de = / 10 =@+l =hA+1) -Infa+1) = oo

X? n’a donc pas d’espérance et

Conclusion : ‘X n’a pas de variance‘
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Révisions

Sujet 12 : Variables aléatoires discretes

Exercice 12

Soit n un entier naturel non nul. Une entreprise dispose d’un lot du n feuilles originales qu’elle a
numérotées [, 2, ---, n. Elle photocopie ces n feuilles originales et souhaite que chaque original soit
agrafé avec sa copie. L’entreprise programme le photocopieur afin que chaque original soit agrafé avec
sa copie. Cependant . suite & un défaut informatique, la photocopieuse a mélangé les originaux et les
copies. L’entreprise décide donc de placer les n originaux et les n copies dans une boite. Une personne
est alors chargée du travail suivant : elle pioche simultanément et au hasard 2 feuilles dans la boite.
S’il s’agit d’un original et de sa copie, elle les agrafe et les sort de la boite. Sinon, elle repose les deux
feuilles dans la, boite et elle recommence.

On modélise I'expérience par un espace probabilité (2,8, P). Soit 7T,, la variable aléatoire égale au
nombre de pioches qui sont nécessaires pour vider la boite lorsque celle-ci contient n originaux et n
copies (soit 2n feuilles).

On considere I’événement A,, : 7 a l'issue de la premiere pioche, les deux feuilles piochées ne sont pas
agrafées ” et a, sa probabilité c’est-a-dire que a,, = P (A4y,).

9

1. Calculer a,,.

2. Etude de 7. On suppose dans cette question que n = 2, c’est-a-dire que la boite contient deux
originaux et deux copies.
(a) Montrer que pour tout entier k > 2: P(Ty = k) = (1 — ag) (az)" 2.
(b) Justifier que la variable Sy = T5 —1 suit une loi géométrique dont on précisera le parametre.
En déduire 'espérance et la variance de T5 en fonction de as

3. Etude de T3. On suppose dans cette question que n = 3, c’est-a-dire que la boite, contient trois
originaux et trois copies.

(a) Calculer P (T3 = 2) puis P (T3 = 3) en fonction de as et as
(b) A P'aide du systeme complet d’événements (Ag,ng) démontrer pour tout k > 2 que :

P(Ts=Fk+1)=(1—a3)P(Ty =k)+azP (T3 = k)
(c) Montrer que :

(1 —a2)(1—as)
a3 — a9

k>2 P(I3=k) = (ag)F2 - (ag)k—ﬂ .

+oo
(d) Calculer Z P(T5=k).
k=2
(e) Prouver que la variable aléatoire T5 — 1 admet une espérance et calculer E (T3 — 1).
Donner la valeur de E (T3) en fonction de ag et as.
(f) Etablir que la variable aléatoire T3 (T3 — 1) admet une espérance et donner sa valeur en
fonction de ag et as.
En déduire que T3 admet une variance.
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Correction de ’exercice 12
1. Il y a 2n feuilles dans la boite.

Les premieres pioches sont (ni ordre ni répétition) les combinaisons de deux feuilles parmi 2n.

2 2n(2n —1
(équiprobables) Il y en a < 2n> = 71(721)
Les pioches formant un couple sont déterminées par la feuille originale (parmi n) ily en an
T n 1 1 2n —2
Donc P (4,) = = t P(A,) =1— =
one P (4n) @) "1 P 2n—1 2n—1
_2n—2

Conclusion : | a, =

2n —1

2. Etude de T3. On suppose dans cette question que n = 2, c’est-a-dire que la boite contient deux
originaux et deux copies.

(a) Pour vider la boite, il faut et suffit d’avoir d’abord un premier couple, les feuilles restantes
seront alors agrafées a la pioche suivante.
Donc (T» = k) signifie que 'on n’a pas eu de couple jusqu’'a k — 1, et que 'on en a eu un a
la k — 1°™¢ pioche.
En notant S; (succes) le fait d’avoir un couple & la ™€ pioche et E; sinon, on a donc :

(To=k)=FE1N---Sk_q et
P(Ty =k) =P (E\)Pg, (E2) - Pg B, (Sk—1)

Tant que 'on n’a pas eu de couple, on est avec une boite contenant les 4 feuillets et la
probabilité de ne pas piocher un couple est donc as.

Conclusion : | pour tout entier k > 2: P (T = k) = (1 — ag) (az)F >

(b) So =Ty —1

Donc Sy (Q) = N* et (Sy = k) = (Th = k + 1) donc P (Sy = k) = (1 — ag) (ag)**
Conclusion : ‘Sg — G (1—a9) ‘

a2
donc E (S2) = et V(9y)= —=—
( 2) 1—CL2 ( 2) (1—(12)2
et comme Ty = Sy + 1 alors V (T) =V (S2) et E(Tz) = E(S2) +1
. 2—ap a
Conclusion : | E (T5) = et VI(TH) = ———
nclusion (1) 1~ a (T») o)’

3. Etude de T3. On suppose dans cette question que n = 3, c’est-a-dire que la boite, contient trois
originaux et trois copies.

(a) Comme il y a 3 paires a reformer , (T3 = 2) est impossible et P (T3 =2) =0
(T5 = 3) signifie que 1'on a fait des paires a chaque pioche :
Donc (T5 = 3) = 51 N S2 (on a alors S3) et
P(T5 =3) =P (S51)Pg, (S2)
= (1 — a3) (1 — az)
car quand on a fait le premier couple, il reste 4 feuilles.

(b) (Ag,Aig) est un systéme complet d’événements, donc pour tout k& > 2 (impossible sinon)
que :

P(Ty=k+1)=Pa, (T = k+ 1) P (Ag) + P (T = k+ 1) P (A3)
:agP(ngk)—i—(l—ag)P(TQ:k)
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avec Py, (I3 = k+ 1) = P (13 = k) car, quand on n’a pas fait de couple au premier on est
encore avec les 6 feuillets dans la boite et il ne reste que k pioches a faire pur finir en £+ 1
picoches.

et P (T3 =k +1) = P (T2 = k) car un couple ayant été agrafé, il ne reste que 2 coules
dans la boites et k pioches a faire pour la vider.

(c) Courageusement, par récurrence :

Pour k=2
(1 —a2)(1—as)

a3 — az

[(a)° = (@2)°] = P (15 = 2)
Soit k > 2.tel que

(1 — CLQ) (1 — ag)
az — a9

P(T3:k+1):agP(ngk)—i—(l—ag)P(TQ:k)

P(Ty = k) =

[(ag)H - (az)’“ﬂ alors

= g T )82 (03 7] + (1~ a9) (1 - 03) o)
_ 1= “2)_(1 %) a3 (a)" 2 = a3 (22) 72 + (2)" 7 (a3 — a2)]
as — as
C(1—az)(1-as) ) )
= [(a9) T (@)

Conclusion : |\Vk > 2, P(Tz3=k)= (1=ay)(1=as) [(as)k_z — (a2)k_2} .

asz — az

(d) On doit trouver 1 !

M
S Py = k) = L) S ]

M
k=2 a3 — Gz k=2
M
_ (1—a2)(1—ay) h h
- az — a9 Z |:(a3) B (a2) }
h=0
1-— 1-— 1 1
N ( az) ( as) _ car |as| < 1
as — as l—a3 1—a9
:(1*CL2)(1*CL3) ag — as
as — ag (1—&3)1—0,2
=1
+oo
Conclusion : Z P (T3 = k) et T3 est bien une variable aléatoire
k=2
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(e) Par le théoreme de transfert :

M
(k—1)P (T = k)
k=2
M
_ (1—az) (1l —a3) =2 _ (g E-2
=3 (k=) Tt (e ()
M—-1
_ (1—a2)_(1—a3) S h(as)"™ = b (a)"!
as a9 he1
(1 - CLQ) (1 - a3) 1 1 :|
az — az La —a3)® (1 —ay)?
_(l—ap)(1—ay) [(1—a)’— (1 a3)2]
az — az | (1—a3)*(1—az)?
:(1—(12)(1—@3) _(1—a2—1+a3)(1—a2+1—a3)]
as — as i (1—a3)* (1 —az)?
_ (1—&2)(1—&3) —(ag—ag)(2—a2—a3)]
a3 — as L (1—a3)* (1 —ap)?
(2 —az — ag) —E(Ty—1)

La série est absolument convergente, donc T5—1 admet une espérance et calculer £ (75 — 1) =
(2 — a2 — a3)

(1 — a3) (1 — a2)

(2 — ag — a3)
(1 — a3) (1 — ag)

Conclusion : |Donc Tj a une espérance et E (T3) = +1

(f) De méme (presque ...)

k=2
M
_ (1—a2)(1—a3) k—2 k=2
=Y k- [(a)*7? = (a)" |
(1—a2) (1 - a3) o > 2
= kZZQk:(k—l) [(a)" = (a2)"?]
(1*&2)(1*&3) |: 2 2 :|
az — ag (1—a3)® (1—ay)?®

et on doit retravailler d’abord

=y = (z—y) (2® + 2y +y°)
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pour simplifier

(1—as) (1 —as) (1 —ag—1+a3) [(l—ag)Q—l—(1—a2)(1—a3)+(1—a3)2

BTy (T - 1] = = TR E——

a%—2a2+1+1—a2—a3+a2a3—|—1—2a3+a§
(1—az)® (1 —ap)?
a%+a2a3 —3a2+a§—3a3+3
(1—az)® (1 — ap)?
car la série est absolument convergente
T (T3 — 1) = T2 — T3 donc T§ = T3 (T3 — 1) + T3 a une espérance et

E(T3) = E[T5(T5 — 1)] + E (T5)
7a§+a2a3—3a2+a§—3a3+3 (2 —az —as)

(1= a5 (1 - a2)? (—as)(1—ag) '

donc T3a une variance et
V(T = B (1) - B(T3)?

et la I’énoncé ne demande pas son expression ... donc on s’arréte
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Révisions

Sujet 13 : Suites récurrentes et séries réelles

Exercice 13
Dans cet exercice on pourra utiliser I’encadrement suivant : 2 < e < 3.

1. Partie I : Etude d’une fonction
On considere I'application ¢ : R — R, 2 +— () = 22e* — 1.
(a) Dresser le tableau de variations de ¢, en précisant la limite de ¢ en —oo, sa valeur en 0 et
sa limite en +o0.

, 1
(b) Etablir que I'équation e = —, d’inconnue x €]0; +oc[, admet une solution et une seule,
x

1
notée «, et que « appartient a 'intervalle ] o 1 [

2. Partie II : Etude d’une suite

On considere I'application f: R — R,z — f(z) = 23e%,

et la suite réelle (u,)nen définie par : ug =1 et Vn € N, upy1 = f(un).

(a) Montrer : Vn € N, u,, > 1.
(b) Etablir que la suite (uy)nen est croissante.

(c¢) Quelle est la limite de w,, lorsque l'entier n tend vers U'infini ?

3. Partie III : Etude d’une série

+o0
1 1
a) Montrer que la série ——— converge. On note S = —_— .
@ 2 7 2 7
(b) Montrer : Vn € N*, |S — i L < L
' YT L Fm) | S e—ner

(c) En déduire une fonction en Scilab qui calcule une valeur approchée de S & 10~* pres.
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Correction de ’exercice 13
1. (a) ¢ est définie, continue et dérivable sur R et ¢'(z) = 2we* + z2e* = ze®(2 + ). D’ou :

X —00 -2 0 400
o' () + 0 - 0 +
p@) | -1 A~ 0 N\ -1 J 40
Ona lim ¢(z)=—1,car lim x%e® =0 d’apres le théoréme des croissances comparées.
T—r—00 Tr—r—00

(b) Sur |0, +oo[ ,e* = P =22 =1+= p(z)=0.
Or sur |0, +ool, la continuité et la croissance stricte ¢ montrent que ¢ (z) = 0 admet une
unique solution que I’énoncé note «.
Deplusgo(%):i.eo"r’—l:%—l<0(car\/é<\/§<2) et (1) = el —1 > 0, donc

a €], 1.
2. (a) Par une récurrence immédiate : ug =1 > 1 et si u, > 1 alors u,41 = ude’ > l.et > 1.
(b) Pour neN, up i1 — Uy = ud e’ —uy, = up(ude?™ — 1) = up.(uy) > 0 car ¢ > 0 sur |1, +o0l.

La suite (uy)nen+ est donc croissante.

(¢) La suite (up)nen+ est croissante est supérieure a4 1 donc soit elle est convergente vers une
limite [ > 1, soit elle tend vers 4oo.
Si elle convergeait vers une limite ¢ > 1, comme wu,11 = f(u,) et que f est continue sur
|1, +00[ ,on aurait £ = f(¢).
Mais £ > 1 donc £ = f(f) <= £ = 3¢’ <= 1 = (2e’ <= ¢(¥) = 0, qui n’a pas de solution
dans |1, +o0|.

(un)nen+ n’est donc pas convergente et on a nll}gl_loo Uy = +00.

1
3. (a) Pour tout n € N*, n% et la série de Riemann Z — est convergente, donc
n

par le théoreme de majoration des séries a termes positifs, la série E 5, est elle aussi
n3e

convergente.
(b) On a
S—3m =SS S | = S
k= 1f(k - L fk k=1 f(k)| — Z f(k)
k=n-+1

(c’est le reste & l'ordre n d’ une série convergente).
Or pour tout k € N*, 0 < < ein , et puisqu’on a ici des séries convergentes:

nde"
“+oo “+oo
1 1 1 1 1 1
0<L < — = . = —.
- Z n3en — Z en en+1 1—1/6 en'e—1
k=n-+1 k=n-+1

(¢) S=0,n=1,
while (1/((%e-1)*exp(n))) >0.0001,
S=S+1/(n"3%exp(n)), n=n+1, //en sortie du while, S contient Y, f 775y €t contient n+1
end
S=S+1/(n"3%exp(n)), //Comme on n’est pas rentré dans le while pour la lére valeur de
no qui vérifie (1/((e — 1) * exp(n))) < 0.0001, il faut donc calculer ici Spy = Y12, 7 k;)
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Révisions

Sujet 14 : Variables aléatoires a densité

Exercice 14
Dans tout l'exercice, (2,4, P) désigne un espace probabilisé et toutes les variables aléatoires con-
sidérées seront supposées définies sur cet espace.

1. Soit A un réel strictement positif.

Donner une densité, la fonction de répartition, ’espérance et la variance d’une variable aléatoire
suivant la loi exponentielle de parametre A.

2. Justifier que les intégrales suivantes convergent et donner leurs valeurs :

+o0 +o0
/ e Mdg, / zeMdz.
0 0

3. (a) soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1[. Quelle est la loi de la variable

1
aléatoire V = —Xln(l -U)?

(b) Ecrire une fonction en Scilab qui, étant donné un réel A\ strictement positif, simule la loi
exponentielle de parametre A.

4. On considere une suite (X, ),en+ de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi
exponentielle de parametre 1.
Pour tout n de N*, on définit la variable aléatoire T,, = max(Xy,..., X;) qui, a tout w de €,
associe le plus grand des réels Xi(w), ..., X;,(w) et on note f,, la fonction définie sur R par :
Vr € R,
fn(x) =

ne *(1—e )" sz >0,
0 siz < 0.

(a) Calculer, pour tout n de N* et pour tout x de R?, la probabilité P(7}, < x).
(b) En déduire que, pour tout n de N*, T;, est une variable aléatoire a densité, admettant pour
densité la fonction f,.
5. (a) Montrer que, pour tout n de N*, la variable aléatoire 7,, admet une espérance (on utilisera
un théoreme de comparaison).

(b) Déterminer 'espérance E(T}) de T; et l'espérance E(T») de Tb.

1
6. (a) Vérifier : Vn € N*, Vo e Ry, fry1(z) — folx) = —mfflﬂ(m).
(b) Montrer ensuite, a 1’aide d’une intégration par parties :
+o0 1 +oo
Vi€ N, / (fuss () — fulz))dz = / fusr ().
0 n+1 0

(¢) En déduire, pour tout n de N*, une relation entre E(T,+1) et E(T,,), puis une expression
de E(T,) sous forme d’une somme.
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Correction de ’exercice 14
1. Si X est une variable aléatoire de loi £(\), une densité de X est définie sur R par

fx)=Xe™ siz>0
f(z)=0 six <0

La fonction de répartition de X est alors définie sur R par

{F(x)zle_’\x siz >0

F(z)=0 siz <0
, 1 . 1
X admet alors pour espérance F(X) = " et pour variance V(X) = 2
2. L’intégrale d’une densité de X étant égale a 1, on a :
+00 +o0o +00 +00
1 1 1 1 1
/ e Mdx = X / e My = X / f(x)dx = X / f(x)dx = X.l =3
0 0 0 “o0
“+oo
soit /e_kmdx = 1
3
0
D’autre part,
o 1 1 1 11 1
/ z.e Ndx = " / . e Ndr = " / z.f(x)de = XE(X) =Ty " %
0 0 0
+oo
it Ny —
soi x.e T =5
0

3. Notons Fy et Fy les fonctions de répartitions respectives de V et U.

(a) On a pour tout = € R,

Fo(z) = PV <a)= P(—%ln(l L U)<a) = Pin(1-U) > —Ax)
= P(1-U)>e?*)=P(1—e ™) >U)=Fy(l—e )

Orsiz<0,onal—e? <0donc Fy(r) = Fy(l —e ™) =0= Fx(z).
Etsiz>0,onal—e ™ €|0;1] donc Fy(z) = Fy(l —e ™) =1 — e = Fy(z).

Par conséquent, la fonction de répartition de V est celle d’une loi exponentielle de parameétre
A

(b) function V=expo(lambda)
V=-(1/lambda)*log(1-rand())
endfunction

4. (a) Comme les variables aléatoires X1, ...., X;, sont indépendantes et que maz(Xy,...., X,) <
équivaut a (X7 < x) et (Xo < ) et ..... (X, < ), on a pour tout > 0 :

P(T,<z) = P(max(Xq1,...X,) <z)=P(Xi<z)N...N (X, <))
= P(X; <) P(Xp <
= (1—-e "= Fp, ().
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La fonction de répartition de T, est alors définie sur R par

Fr(x)=(1—-e*)" six>0
Fr (x)=0 six <0

T, ayant une fonction de répartition qui est de classe C' sur R* et aussi continue en 0
(car lim (1 —e *)" = lim 0 = 0), c’est une variable a densité dont une densité f,, est la
z—0t z—0~

dérivée de Fr, sur R*.

e T(1l—e )" siz>0

falz) = Fp, () =n
0 siz <0

fu(x) = Fy, (2)
Comme f, est nulle sur R~ et continue sur [0, +o00], il s’agit ici de montrer la convergence
de D'intégrale : f0+°° x. fo(z)dx = 0+°° rne % (1 —e )" ldz.

Or, pour tout z € [0, +oc[, 0 < z.ne (1 — e )" ! < z.ne™® et l'intégrale f0+°o xr.e *dx
est convergente d’apres la lere partie. Par comparaison d’intégrales de fonctions positives,
on en déduit que f0+°° r.ne (1 — e )" dzx converge.

On a donc pour densité de T, : {

T,, admet donc une espérance E(T,,) = 0+°° x.fn(z)dr = 0+°O rne (1 —e )" ldz.
Pour n=1:
+oo +oo
E(T) = / z.fi(x)dx = / z.e dr = 1.
0 0
(d’apres la partie I).
Et pour n=2:
+00 400 400 400
E(Ty) = / x.fo(x)dr = / 2. (1 —e *)dx = / 2x.e dr — / 2x.e” 22 dx.
0 0 0 0
Donc toujours selon la leére partie E(Ty) = 2.1 — 2.% = %
Pour z > 0, on a d’une part :
frr1(@) = falz) = (n+De 1 —e )" —ne *(1 —e *)" !

= e 71— )" n+ 1)1 —e ) —n]
= e T1—e )1 = (n+ 1))

et d’autre part :

fin@) e (1 — o)y

D[—e ™ (1 —e )" +e “ne (1 —e *)"1]
De (1 —e )" H—(1—e%) 4 ne
1)

e (1 —e )" =1+ (n+1)e”

On en conclut que :

(@) = = e = (04 De ) = fana(2) = ful)
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(b) Les fonctions définies par u(z) = x et v(z) = —%_,’_lfn_f_l(f]f) étant de classe C' sur R,
lintégration par parties sur [0, A] fournit :

A A
[atnta) = @iz = [ @)/ (@)do
0 0

A
= e fa @) - / Lo foi(@))de

n+1 n+1
= A / f
- n+1 n+1 "+ 1 n+1
Comme les intégrales en question sont convergentes et que Ahrf A(———fnt1(4)) =0
o0

(théoreme des croissances comparées), on obtient

+oo A
[ alhnata) = fulade = lim [ olfun(@) - fola))do
0 0

1
= 1'
A o [ et
0

1 b
0

(¢) On en déduit :

“+o0o +00
E(T) = B(T) = [ wfun@ido— [ ofuo)ds = /fn+1 D)o = ——
0 0

(car fpiiest une densité).
Donc E(Tn+1) = E(Tn) + % et E(Tl) =1.

On obtient par récurrence E(T, Z =
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Révisions

Sujet 15 : Réduction d’endomorphismes

Exercice 15
On note M3 (R) 'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre trois et on considére les matrices
suivantes de M3 (R) :

_[: A:

o O =
O = O
— o O
—
o O =
OO =

I. Premiere partie

4.

Calculer A% et A3, puis vérifier : A3 = A% 4+ 2A.

Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a 1, il existe un couple unique (ay,b,) de
nombres réels tel que : A" = a, A + b, A2, et exprimer a, 1 et b,41 en fonction de a, et b,.

FEcrire un programme en Scilab qui calcule et affiche a,, et b, pour un entier n donné supérieur
ou égal a 1.

(a) Montrer, pour tout entier n supérieur ou égal a 1 :
(py2 = Api1 + 2ay

(b) En déduire a,, et by, en fonction de n, pour tout entier n supérieur ou égal a 1.

(c) Donner l'expression de A™ en fonction de A, A% et n, pour tout entier n supérieur ou égal
al.

II. Seconde partie
On note f 'endomorphisme de M3 1(R) dont la matrice relativement & la base canonique (e1, ez, €3)
de M3 1(R) est A.

1.

2.

Déterminer une base de I'm (f) et donner la dimension de I'm (f).
Est-ce que f est bijectif ?

Déterminer les valeurs propres a de f (c’est-a-dire les réels « telles que A — al3 soit non in-
versible).

. Pour chaque valeur propre « de f, donner une base du sous-espace propre :

Ey ={z e M31(R), f(z) = az}.

Soit D la matrice diagonale dont les termes diagonaux sont les valeurs propres de f dans I'ordre
croissant, et P la matrice dont les colonnes correspondent aux vecteurs obtenus a la question
précédente.

Calculer P~ puis vérifier que A = PDP~!,

Déterminer I’ensemble des matrices M de M3 (R) telles que :
AM +MA=0

On pourra faire le changement de variable N = P~1MP.
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Correction de ’exercice 15
I. Premieére partie

11 1 11 1 311
1.OnaA%2=| 1 0 0 1 00]=]111
1 00 1 00 11 1
31 1 11 1 5 3 3
et AB=A%24A=11 1 1 100 |=[311
11 1 100 31 1
31 1 11 1 5 3 3
enfin A2424=|(1 1 1 |4+2l 1 00 |=|3111]=43
11 1 1 00 311

2. On raisonne par récurrence :

e Pourn=1o0na A' =14+ 042 donc a; = 1 et b; = 0 conviennent.

e Soit n > 1 tel qu’il existe a,, et b, réels avec A" = a, A + b, A?
alors A"t = A"A = (anA + bnAQ) A= a,A? +b,A% = a, A2 + b, (A2 + 2A) = 2b,A +
(an + by) A?
Donc ap+1 = 2by, et by41 = ay, + by, (réels) conviennent

e Donc pour tout entier n, il existe des uniques a,, et b, tels que A” = a, A + b, A? et on a
Gnt1 = 2bn €t by = ap + by

3. Laissée au lecteur.

4. (a) Comme a,41 = 2b, pour tout n > 1, on a aussi a,4+2 = 2b,41 pour tout entier n.
Comme b, 11 = ay + b, pour tout n > 1 on a ant2 = 2a, + 2b,
et comme b, = %anﬂ pour n > 1 on a finalement a2 = ant1 + 2a,

(b) La suite a est récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients constants

Son équation caractéristique est : 72 —r — 2 = 0 qui a pour racines r = —1 et r = 2
Donc pour tout > 1 on a a, = z (—1)" 4 y22.
Comme A = 1A + 0A? et que A2 = 0A+ 1A% ona a; = 1 et ay = 0 donc z et y sont
solutions de

ap =z (—1)" 492! l=—-z+2y 1=—z+2y r=—-2/3
ag = x (—1)% + y2? O=z+dy Lo+Li 1 =6y y=1/6
2 1
donc pour tout entier n > 1, a,, = -3 (-)" + 62"
1 1 1
et en reportant dans b, = Sn+1 = 3 (-)" + 62” pour tout n > 1
2 1
¢) Finalement on trouve que A" = [ —=(=1)"+ =2" ) A + (% (=1)" + 12") A2 pour tout
3 6 3 6

entier n supérieur ou égal a 1.

II. Seconde partie
On note f 'endomorphisme de R? dont la matrice relativement & la base canonique (e1, 2, e3) de R3
est A.

1. D’apres le cours, Im (f) = Vect (f (e1), f (e2), f (e3))

1 1

Et f(e1)= 1] et f(e2) = f(e3) = | 0| (d’apres les colonnes de la matrice A de f dans la
1 0

base canonique de R? ).
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Donc elle est engendrée par (f(e1), f(e2)) qui est de plus une famille libre (vecteurs non
colinéaires) donc une base de Im (f)

Donc la dimension de Im (f) est 2 (nombre de vecteurs dans une base).
Comme dim (Im (f)) = 2 # 3 = dim(M3 1 (R), f n’est pas surjective et donc f n’est pas bijectif.

Avec la méthode du pivot, A — al3 est non inversible si & = —1,0, 2.

Les seules valeurs propres de f sont donc 0, —1, et 2

On détermine Ej :

x z+y+2=0 _
(A-0) | v | =0+ z=0 <:>{y_
x=0
z z=0
0
Donc le sous espace propre associé a 0 est Vect —1
1
On détermine Fj :
x —r+y+2=0 0=0
(A=2) v | =0 x—2y=0 — < =2
Z r—22=0 z2=y
2
Donc le sous espace propre associé a 2 est Vect 1
1
On détermine E_1 :
x 20 +y+2=0 0=0
A+ | vy | =0 z+y=0 = y==z
z z4+2=0 r=—z

Donc le sous espace propre associé a —1 est Vect ((—1,1,1))

-1 0 0
Les valeurs propres dans 'ordre croissant sont —1, 0 et 2. Donc D = 00 0 ].
0 0 2
-1 0 2
En concaténant les coordonnées des vecteurs propres des bases, on a P = 1 -1 1
1 11
Pour calculer P~1, on applique la méthode de Gauss :
-1 021 00 —L1 1 0 -2 -1 00 L1
1 -1 1 010 24+l < (0 -1 3 1 10 —L2
1 1 10 01 L3+ L1 o 1 3 101 L3+ L2
10 -2 -1 00 L1+ L3/3 1 00 -1/3 1/3 1/3 L1+ L3/3
~— [ 01 -3 -1 -1 0 L2+ 13/2 <= | 0 1 0 0 —-1/2 1/2 L2+ L3/2
00 6 2 11 L3/6 0 01 1/3  1/6 1/6 L3/6
1 -2 2 2
Donc P! = sl 0 33
2 1 1

On vérifie que A = PDP~! (laissé au lecteur).

Pour résoudre (E) : AM + M A = 0 on fait apparaitre la forme diagonalisée de A et on multiplie
A gauche par P! et & droite par P
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AM + MA=0<«—= PDP M+ MPDP =0« DP'MP+ P 'MPD
Soit N = P 1MP.
Ona (E)<= DN+ ND =0

T a u
On en cherche les coefficients : N=| y b v
z ¢ w
T a u -1 0 0 -1 0 0 T a u
(B)<= |y b v 00 0 |+ 0 00 y b v | =0
z ¢ w 0 0 2 0 0 2 z ¢ w
—2r —a u
= -y 0 2o =0
z 2c¢ 4w
<Sa=c=zrz=y=z=u=v=w=>0
000
<~ N=|05b 0 |,beR
000
reste & résoudre N = P~1MP <= M = PNP™!
Donc les solutions sont , pour tout b € R
1 -1 0 2 0 00 -2 2 2
M:PNP—1:6 1 -1 1 0 b 0 0 -3 3
1 11 0 0O 2 1 1
b -1 0 2 0 0 O b 0 0 O
=5 1 -1 1 0 -3 3 =35 0o 1 -1
1 11 0 0 O 0 -1 1
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Révisions

Sujet 16 : Variables aléatoires discretes

Exercice 16

Un mobile se déplace sur les points a coordonnées entieres d’un axe d’origine O. Au départ, le mobile
est a 'origine.

Le mobile se déplace selon la regle suivante: s’il est sur le point d’abscisse k a l'instant n, alors il sera
a l'instant (n + 1) sur le point d’abscisse (k + 1) avec la probabilité p (0 < p < 1) ou sur le point
d’abscisse 0 avec la probabilité 1 — p.

Pour tout n € N, on note X,, I’abscisse du mobile a I'instant n. En particulier, Xy = 0.

On admet que, pour tout n € N, X, est définie sur un espace probabilisé (2, A, P).

1. (a) Déterminer la loi de X7, son espérance et sa variance.

(b) Méme question avec Xo.
2. Justifier que, pour tout n € N, X,,(Q2) = [0, n].
3. Soit n € N*.

(a) Déterminer, pour tout 0 <k <n—1, Px, ,—)(Xn =0).

(b) En utilisant la formule des probabilités totales, montrer que :

n—1

(¢) En déduire que : P(X, =0)=1—p.
4. On considere n € N.
(a) Déterminer, pour tout 0 <k < n, Px,—g)(Xnt1 =n+1).
(b) En utilisant le systeme complet d’événements (X,, = k)ie[o,5], en déduire que :

P(Xpt1=n+1)=pP(X, =n).
(¢) En déduire que : P(X,, =n) =p".
Il est possible de généraliser le résultat de la question 4.(b) :
Vk e [l,n+1], P(Xp+1 =k) =pP(X,, =k —1).

On ne cherchera pas a démontrer cette formule.

n+1
5. (a) Montrer que : E(Xp41) = pz EP(X, =k—1).
k=1
(b) En effectuant le changement de variable i = k — 1 dans la somme, en déduire que :

E(Xns1) = pE(X,) +p.

p(l—p")

(c) Montrer que : E(X,) = 1
—-p
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Correction de ’exercice 16
1. Dans cette question, on notera A 1’événement ”le mobile avance” et R 1’événement ”le mobile
retourne a 'origine O”.

(a) X1(Q)={0,1}, P(X; =0)=P(R)=1—pet P(X;=1)=P(A) =p.
Alors E(X1) =p, E(X?) =pet V(X1) = E(X?) - BE(X1)?=p—p*=pq.
On peut remarquer que X; suit une loi de Bernoulli de parametre p.

(b) X2() ={0,1,2}, P(X2 =0) = P(ARU RR) = P(A)P(R) + P(R)P(R) = p(1 —p) + (1 —
p)2=p—-p*+1-2p+p*=1—-p=gq, P(Xo=1)=P(RA)=P(R)P(A)=(1—p)p=qp
et P(Xo =2)= P(AA) = P(A)P(A) = p>.

Alors E(X3) = qp + 2p? = p(q + 2p) = p(1 + p), BE(X2) = qp + 4p*> = p(1 + 3p) et
V(X2) = BE(X5)—E(X2)* = p(1+3p)— (p(1+p))? = p+3p° —p*—2p° —p" = p+2p>~2p*—p".
2. On procede par récurrence en posant P(n) la propriété ” X, (Q) = [0,n]”.
Initialisation : Xo(€2) = {0} = [0,0] donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie.

Comme X,,(2) = [0,n] par hypotheése de récurrence, le mobile se situe sur un point d’abscisse
k € [0,n] a l'instant n. Alors, a 'instant n+ 1, il sera soit a l'origine (donc au point d’abscisse 0
et X, 41 = 0) soit il aura avancé et sera au point d’abscisse k+1 (et X,,11 = k+1 € [1,n+1]).

Ceci montre bien que X,,11(Q2) = [0,n + 1].
Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout n € N, X,,(Q2) = [0, n].
3. (a) Pour tout 0 <k <n-—1, Px,_,—k)(Xn =0) =1—p car a chaque instant, le mobile & une
probabilité 1 — p de revenir a l'origine O.

(b) Avec le systeme complet d’événements (X1 = k)pe[o,n—1], O @ :

—
i
I
(a=)
~—
[
1
L

(X1 = k) N (X, = 0).

Alors, par incompatibilité des événements puis en utilisant la formule des probabilités

composeées :
n—1 n—1
P(X,=0) = P(JXn1=k)N (X =0) = P((Xp1=k0N(X,=0)
k=0 k=0
n—1
= ZP(Xn_l = k)P(anlzk)(Xn = 0)
k=0

n—1 n—1
P(X,=0) = Y P(Xp-1=k)Px, ,=p(Xn=0)= P(Xo1=k) x (1-p)
k=0 k=0
n—1
= (1-p)> P(Xp1=k).
k=0
n—1
Comme (X1 = k)e[o,n—1] st systéme complet d’événements, ZP(Xn_l =k)=1et
k=0

donc P(X, =0)=1—p.
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Pour étre a I'instant n+1 en I’abscisse n+1 (c’est-a-dire pour que I'événement (X,+1 = n+1)
soit réalisé), il faut nécessairement que le mobile soit en n & l'instant précédent (c’est-a-dire
que I'événement (X,, = n) soit réalisé) et qu'il avance (ce qu'il fait avec une probabilité p).
Autrement dit, P(x, —p)(Xnt1 =n+1) =p.
Pour tout 0 < k <n —1, P(Xn:k)(XnH =n+ 1) = 0 car le mobile ne peut avancer que
d’une unité par instant.
Avec le systeme complet d’événements (X, = k)iec[on] :
n
(Xppr=n+1)={JXn=k) N (Xnp1=n+1).
k=0
Alors, par incompatibilité des événements puis en utilisant la formule des probabilités
composées :

P(Xpp1=n+1) = P(|J(Xn=k)N(Xn1=n+1))

= Y P(Xn=k)N(Xpp1=n+1))

I
NE
e

= P(Xy = k) Pix, =) (Xn =n+1)

=0
+P(Xn =n) Px,=n)(Xn=n+1)

=p
= pP(X, =n).

On pose u, = P(X,, = n). Alors up+1 = pu, d’apres la question précédente. Donc (uy,)

est une suite géométrique de raison p et de premier terme ug = P(Xy = 0) = 1. Donc

Up = ugp™ = p".

On a bien : P(X, =n) =p".

On a:
n+1 n+1
E(Xn41) = Y, kP(Xpp1=k) Z kP(Xnp1 =k) = > kP(Xp1 =k)
kEXpni1() k=1
n+1 n+1

= > kpP(X,=k-1)=pY kP(X,=k-1),
k=1 k=1

en utilisant le résultat donné dans I’énoncé a la quatrieme égalité.
Avec le changement de variable i = k — 1,

n+1

E(Xpy1) = kaP Xn=k-1)=p> (i+1)P(X, =1)
=0
= pZiP(Xn:¢)+pZP(Xn:¢).
=0 =0

Or Zz’P(Xn =1i) = E(X,) et ZP(Xn = i) = 1 (car (X, = k)pefo,n] est un systeme
complet d’événements). On a donc bien :

E(Xns1) = pE(X,) +p.
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(¢) On pose v, = E(X,,). Alors v,1+1 = pu,+p donc (vy,) est une suite arithmético-géométrique.

Ona:z=pr+pex= 1L Alors en posant wy, = v, — 1
—p _
(wy,) est géométrique de raison p :

, on peut montrer que

B P P P 1N
Wptl =Upyl — 7 =PUp +P— —— = PUp — _p—p Un_ip = PWn.

1—p 1—p 1 1-—
D P pn+1
De plus, wg = vy — = — car vg = F(Xo) = 0. Donc : w, = wep" = — i
1-— 1—p 1—p
On a alors : o
n 1 —pn
o — 4 P PP _pd-p")

1—p 1—-p 1-—p 1—p
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Révisions

Sujet 17 : Variables aléatoires discretes

Exercice 17

On effectue une succession infinie de lancers indépendants d’une piece donnant Pile avec la probabilité
p €]0, 1] et Face avec la probabilité ¢ = 1 — p.

On va s’intéresser dans cet exercice aux successions de lancers amenant un méme coté. On dit que
la premiere série est de longueur k& > 1 si les k£ premiers lancers ont amené le méme coté de la piece
et le (k 4 1)-itme 'autre coté. De méme, la deuxiéme série commence au lancer suivant la fin de la
premiere série et se termine au lancer précédant un changement de coté. On définit de méme les séries
suivantes.

On note (€2, A, P) I'espace probabilisé associé a cette expérience aléatoire. De plus, pour tout i € N*,
on note P; I’événement ”le i-ieme lancer amene Pile” et F; ’événement contraire.

Les deux parties sont indépendantes.

I. Etude des longueurs de séries.

1. On note L, la longueur de la premiere série.
(a) Exprimer I’événement (L; = n) a laide des événements P; et F; pour i entier naturel
variant entre 1 et n + 1.
(b) En déduire que P(L; =n) = p"q + q"p.
+oo
(c) Vérifier que ZP(Ll =n)=1.

n=1

2. On note Lo la longueur de la deuxiéme série.

(a) Exprimer ’événement (L; = n) N (Ly = k) a 'aide des événements P; et F; pour i entier
naturel variant entre 1 et n 4+ k + 1.

(b) En déduire que P((Ly =n) N (Ly = k)) = p"TigF + ¢"H1ph.

(c) A laide de la question précédente et de la formule des probabilités totales, montrer que
pour tout k € N* : P(Ly = k) = p2¢" 1 + ¢*pF~ 1.

(d) Montrer que la variable aléatoire Ly admet une espérance égale a 2.

II. Etude du nombre de séries lors des n premiers lancers.

1
On considere dans toute cette partie que la piece est équilibrée, c’est-a-dire que p = 7
On note N, le nombre de séries lors des n premiers lancers :

e La premiere série est donc de longueur k < n si les k premiers lancers ont amené le méme coté
de la piece et le (k + 1)-ieme autre coté et de longueur n si les n premiers lancers ont amené le
meéme coté de la piece ;

e La derniére série se termine nécessairement au n-iéme lancer.

Par exemple, si les lancers successifs donnent : FFPPPPFFPPP. .. (F désignant Face et P désignant
Pile), on a pour une telle succession w € €,

N1<w) :NQ(w) :1; Ng(w):...:N6(w) :2; N7(w) :Ng(w) :3; Ng(w)z ...:N11<w) :4;
les données précédentes ne permettant évidemment pas de déterminer Nyjo(w).

3. Déterminer les lois de N1, No et N3 et donner leurs espérances.
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4. Dans le cas général ou n € N*, déterminer N, (2).
5. Calculer les valeurs de P(N,, = 1) et P(N,, =n).
6. Simulation informatique :

(a) Compléter la fonction piece pour qu’elle simule le lancer d’une piece équilibrée et retourne
0 si on obtient Face et 1 si on obtient Pile :

function res=piece ()
if x*xx then

res —=sxxkxk
else
res —=sxxkxk
end
endfunction

(b) Compléter la fonction lancers pour que, étant donné un entier n > 1, elle simule n lancers
d’une piece équilibrée et affiche la liste des résultats de ces lancers (en représentant Face
par O et Pile par 1).

Par exemple, si on effectue 11 lancers FFPPPPFFPPP, alors on souhaite obtenir comme
résultat la liste [0,0,1,1,1,1,0,0,1,1,1].
Cette fonction utilisera la fonction piece.

function I=lancers(n)
L=zeros(1,n)
for k=1:n do
L(k)=sxx
end
endfunction

(c) Compléter la fonction series pour que, étant donné un entier n > 1, elle simule n lancers
et affiche la liste des numéros des séries.
Par exemple, si on effectue 11 lancers FFPPPPFFPPP, alors on souhaite obtenir comme
résultat la liste [1,1,2,2,2,2,3,3,4,4,4].

function N=series(n)
L=lancers (n)
N=zeros(1,n)
N(1)=1
for k=2:n do
if #xx then

N(k)=sx%x
else
N(k)=sx%x*
end
end
endfunction
n
7. On pose, pour n € N* et pour z € [0,1], Gp(z) = >  P(N,, = k)z".

(a) Que vaut G, (1) ?
(b) Que représente G/, (1) ?
(¢) Montrer que pour tout n > 2 et tout k € {1,..,n}, on a:

P((Nn = k) mPn) = %P((anl = k) ﬂPn,l) + %P((anl =k - 1) anfl)

59



ECE1 Lycée Clemenceau - Reims

On admet que 'on obtiendrait de méme :
1 1
P((N,=k)NF,) = §P (Npo1=k)NF,_1) + §P (Npo1=k—-1)NP,_1)

(d) A l'aide de la formule des probabilités totales, en déduire que :

1 1
P(N, =k) = §P(Nn—1 =k)+ QP(Nn,l =k-1)
1
(e) Soit n > 2. Montrer que : Gy(z) = ;xGn_l(x).

1 n—1
(f) Calculer Gi(x) et en déduire que G, (z) = = < —12—3:> :

(g) Déterminer le nombre moyen de séries lors des n premiers lancers.

60



ECE1 Lycée Clemenceau - Reims

Correction de I’exercice 17
1. (a) Soit n € N*. (L1 = n) se réalise si et seulement si les n premiers lancers donnent Pile et le
(n 4 1)-ieme Face ou les n premiers lancers donnent Face et le (n 4 1)-ieme Pile. Ainsi :

(L1:n):(Plﬂpgﬂ...ﬂpnﬂFn_H)U(FlﬂFQﬁ...ﬂFnﬂPn+1)

(b) Par incompatibilité, P(L1 = n) = P(P,NPN. .. Py Fpi1) + P(FLAFN. .0 FN Pyi1).
Par indépendance, P(L1 = n) = P(P1)P(P,)... P(P,)P(Fy1)+P(F1)P(F3) ... P(F,)P(Pyy1).
Ainsi P(L; =n) = p"q+ q"p.
(c) Comme p,q €]0, 1], les séries géométriques Z p" et Z g" sont convergentes. Par somme,
n>1 n>1
Z P(L; = n) converge et on a :

n>1

p q
D P(Ii=n)=q) P +pY q"=qx o +px =p+g=1
n>1 n>1 n>1 p
2. (a) Soit n,k € N*.
(L1 = n) N (Ly = k) se réalise si et seulement si les n premiers lancers donnent Pile, les

k suivants Face et le (n + k + 1)-itme Pile ou les n premiers lancers donnent Face, les k
suivants Pile et le (n + k + 1)-iéme Face. Ainsi :

(len)ﬂ(LQZk) = (P1ﬂ...ﬂPnﬁFn+1ﬂ...ﬂFn+kﬂPn+k+1)
U(F1ﬂ...ﬂFnﬂPn_Hﬂ...ﬂPn+kﬂFn+k+1).

(b) Par incompatibilité, on obtient :

P((Li=n)N(La=k)) = PPAN..NP,NFoinN...NFoixN Poikyr)
+P(FAiN..NF,NPyyiN...NPyypNEyiki).

Par indépendance, on a :

P((Li=n) N (Ls=k) = P(P)... P(B)P(Fusr) ... P(Fusr)P(Posrsr)
FP(FY) ... P(E)P(Pyst) .. P(Posi)P(Fosrin)
= "o+ " =p""¢" + "

(c) En considérant le systeme complet d’événements (L1 = n)pen+, on a :

“+oo

(L =k) = [ J (L1 =n) N (Ly = k).

n=1

Alors, en utilisant I'incompatibilité des événements et la question précédente, on a :

+oo oo
P(Ly=k) = P (U (L1 =n) N (Ly = k))) =" P((Ly=n) N (L2 = k)
n=1

n=1
—+00

— Z(pn+1qk+qn+1p )

n=1

Or p"tlgk 4+ ¢"t1pk = ¢Fp x p™ + pFq x ¢™ et les séries de termes généraux p" et ¢" sont
convergentes car p,q €]0,1[. On obtient alors :

+oo +00
p q _ .
P(Ly=k)=¢"p> p"+p"¢> ¢ = qkpl_p +pkq1_q = p’d" T +
n=1 n=1

61



ECE1 Lycée Clemenceau - Reims

(d) Lo admet une espérance si la série de terme général kP(Ly = k) converge. Or kP(Ly =

k) = p? x k¢" 1 4 ¢® x kpP~! et les séries Z kg" et Z kp*~1 sont convergentes (séries
k>1 k>1

géométriques dérivées d’ordre 1 de raisons p,q €]0,1[). Par somme, E(L2) existe et on a :

2

+oo +oo p2 q
BE(Ly) =p* Y k¢" '+ kpFl = TR e
k=1 k=1 q p

3. Ni(Q) = {1}, P(N; = 1) = L et E(N}) = 1.

1 1 1 1 1

NQ(Q) = {1,2}, P(N2 = 1) = P(PlpgﬂFng) = P(Pl)P(P2)+P(F1)P(F2> = 5 X §—|—§ X 5 = 5

1 1

(par incompatibilité et indépendance des événements), P(Na =2) =1—-P(Na=1) =1— 53
1 1 3
E(Ny)=1Xx-+2x - =—.
et E(Ns) x5 +2x 5= 5

1
Ng(Q) = {1,2,3}, P(Ng = 1) = P(P1P2P30F1F2F3) = R P(Ng = 3) = P(PngpgﬂFlngg) =
1 1 1 1 1

4. N,(Q) C [1,n] car on peut faire au minimum 1 changement (en faisant que des piles par exemple)
et au maximum n changements (en alternant les piles et les faces a chaque lancer) au cours de
n lancers.

Réciproquement, si k € [1,n], alors I’événement (INV,, = k) est réalisable, par exemple si on
obtient :

e Sikestpair: PiFo... Po_1FypFyy1... Fy.

e Sik est impair: PiFs... Py oFy 1PyFpy1...Fy.

Donc [1,n] C N,(2).
Ainsi, N, (Q) = [1,n]

1\" 1\"
5. P(N,=1)=P(P,...P,UF,...F,) = P(P,)...P(P,) + P(F\)... P(F,) = (2> + <2> =
1 n—1
<2> (par incompatibilité et indépendance & la deuxieme égalité).

Pour P(N,, =n), il y a deux cas :

e Sin pair, P(Nn = n) = P(P1F2 ...P, 1 F,UFD... anlpn)-
e Sin impair, P(Nn = n) = P(PlFQ e Pn72Fn71Pn U F1P2 NN Fn72Pn71Fn).

" /1\"_ /1\"!
Dans les deux cas, P(N,, =n) = <2> + <2> = <2> .

6. Simulation informatique :
(a) Voici la fonction piece :

function res=piece ()
if rand()<1/2 then
res=0
else
res=1
end
endfunction
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(b) Voici la fonction lancers :

function IL=lancers(n)
L=zeros(1,n)
for k=1:n do
L(k)=piece ()
end
endfunction

(c) Voici la fonction series :

function N=series(n)
L=lancers (n)
N=zeros (1,n)
N(1)=1
for k=2:n do
if L(k—1)==L(k) then
N(k)=N(k—-1)
else
N(k)=N(k—-1)+1
end
end
endfunction

7. (a) Gn(1) = ZP(Nn =k)1* = ZP(Nn = k) = 1 car la somme des probabilités P(N,, = k)
sur le supgort N, (Q) =[1,n] ?/aut 1.

(b) Pour tout z € [0, 1], ZP akt

Donc G, (1 ZP w = k)k1F1 ZkP E(N,).

(c) Avec le Systeme complet d’ evenements (Pn_l, F,_1),on a:

(Np = k)N Py) = (N = k) N Py) N Pu_1) U ((Nn = k)N Py) N Fp_y)

Or:

] ((Nn = k‘) N Pn) NP,_1= (Nn = k) NP,_1NP, = (Nn—l = k‘) NP,_1NPk,.

° ((Nn = k‘) N Pn) NEk,_1= (Nn k‘) NF,_1NP, = (Nn—l =k— 1) NF,_1NP,
On a alors :

P(N,=k)NP,) = P((Np-1=k)NPraNP)U(Np1=k-1)NE,_1NPF,

)
= (( n—1 :k‘)ﬂpn_lﬁpn)—l-P((Nn_l :k—l)ﬁFn_lﬂPn)
P,

= P((No_1 = k)N Py_1)P(Py) + P(Ny_y = k — 1) N F,_1)P(P,)

1 1
= ip((Nn_l = k‘) N Pn—l) + ip((Nn_l =k - 1) N Fn—l) R

par incompatibilité des événements a la deuxieme égalité et par indépendance des lancers
a la troisieme.
(d) Avec le systeme complet d’événements (P, F,), on a :
P(N,=k) = P(Nn=k)NP,)U((N,=k)NFEF,))
= P(Nn=k)NP,)+P(N,=k)NE,)

)
- %P((Nn,l — k) Py

1 1
—|—§P ((Nn,1 = ki) N anl) + §P ((Nn,1 =k— 1) N Pnfl) ,

~_

1
+ 3P (Noot =k = 1)V Foo)
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par incompatibilité des événements a la deuxieme égalité et en utilisant la question précédente
a la troisieme.

Or, comme (P,_1, F},—1) est un systéme complet d’événements, on a :

1 1
§P ((Nn—l = k‘) n Pn—l) =+ §P ((Nn—l = k’) n Fn—l)
1
= §P (Np—1 =k)NPy—1) U ((Np—1 = k)N Frq))
1
= §P(Nn,1 =k)
et
1 1
ip((Nn_l =k-— 1) N Pn—l) + ip((Nn_l =k— 1) N Fn—l)
1
= §P (((Nn—l =k— 1) N Pn—l) U ((Nn—l =k-— 1) N Fn_1>)
1
= §P(Nn_1 =k-1)
: . 1 1
On obtient donc bien : P(N,, = k) = §P(Nn,1 =k)+ §P(Nn,1 =k—1).
Soit n > 2.

Gn(z) = ) _ P(N,=k)* = (2P(Nn_1 =k)+ 5P(Nn_l =k - 1)) "
k=1 k=1
— 1 nP(N 1:k)xk—|—lzn:P(N 1—k—1)xk
2 " 2 "
k=1 k=1
1 n 1 n—1
— k _ k+1
= 5 > P(Nny = k)a* + 52 P(Nny = k)
k=1 k=0
1 n—1 n—1
= 5> PWa= k)az* + S > P(Ny1 =k)z"
k=1 k=1
1 x 1+
= 5 n—l(x) + §Gn—1 = TGn—l($)7

en utilisant la question précédente a la deuxieme égalité, avec un changement de variable a
la quatriéme et en remarquant que P(N,_1 =0) = P(N,—1 =n) = 0 a la cinquiéme.

1
Gi(x) =Y PNy =k)a* = P(N; = 1)2' = 2.
k=1

Soit € [0,1]. On a démontré que (G, (x))n>1 est une suite géométrique de premier terme

1 n—1
* Donc on a bien Gn(z) =2 <+x> .

G1(x) = x et de raison 5

Soit n > 2. Avec la question 4.(b), E(N,) = G),(1). Or, avec la question 4.(f) :

G;(w)=1><( ;‘T) +xx(n1)><2><< ;x> .
Donc :
1+1\"! 1 1+1\"? n—1 n+1

. . 1 .
Le nombre moyen de séries lors des n premiers lancers est donc . Notons que ceci

vaut encore pour n = 1 puisque F(Nj) = 1.
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