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TD3 : Applications

Exercice 1 :
Soient E = {0, 1, 2} et F = {

√
2, π}. Donner toutes les applications possibles de E vers F et de

F vers E.

Exercice 2 :
Soient f : R→ R et g : R→ R telles que f(x) = 3x+ 1 et g(x) = x2 − 1. A-t-on f ◦ g = g ◦ f ?

Exercice 3 :
Soient les applications :

f1 : R → R
x 7→ 2x+ 1

,
f2 : R → R2

x 7→ (3x− 7, 9x+ 5)
,

f3 : R2 → R
(x, y) 7→ 3x− 2y

,

f4 : R2 → R2

(x, y) 7→ (x− y, 4x− 5y)
,

f5 : R3 → R2

(x, y, z) 7→ (x+ 2y + 3z, x+ 4y − z) .

Déterminer tous les couples (i, j) ∈ {1, 2, 3, 4, 5}2 tels que fi ◦ fj soit dé�nie. Puis, pour chacun de
ces couples, décrire l'application fi ◦ fj .

Exercice 4 :

1. Soient E = {a, b} et F = {1, 2}. Quel est le nombre d'applications de E vers F ? Même ques-
tion pour les applications injectives, pour les applications surjectives, et pour les applications
bijectives.

2. Soit m ≥ 3. Mêmes questions pour E = {a, b} et F = {1, 2, ...,m} (donner les réponses en
fonction de m).

Exercice 5 :
Les applications suivantes sont-elles bien dé�nies ? Si oui, sont-elles injectives, surjectives, ou

bijectives ?

f1 : {0, 1, 2} → {1, 8,−1}
t.q. f1(0) = 1, f1(1) = 8 et f1(2) = −1

,
f2 : R → R

x 7→ 3
,

f3 : R → R
x 7→ 2x+ 1

,

f4 : R → R
x 7→ x2

,
f5 : R → R+

x 7→ x2
,

f6 : R+ → R+

x 7→ x2
,

f7 : R+ → R−
x 7→ x2

,

f8 : R+ → R+

x 7→
√
x
,

f9 : R− → R+

x 7→
√
|x| ,

f10 : [1,+∞[ → R+

x 7→ x2 − 1
,

f11 : R? → R?

x 7→ 1
x

,

f12 : R → R
x 7→ ex

,
f13 : R → R+

x 7→ ex
,

f14 : C → C
z 7→ ez

.

Exercice 6 :
Soient f : R→ R , x 7→ 4x2 − 4x+ 1 et g : R→ R , x 7→ x2.

1. Trouver une application a�ne h : R→ R , x 7→ ax+ b telle que f = g ◦ h.
2. Trouver une application a�ne k : R→ R , x 7→ cx+ d telle que g = f ◦ k.
3. Véri�er que k = h−1.
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Exercice 7 :

Soit l'application f :
R → C
t 7→ eit

.

1. Est-ce que f est injective ? surjective ?

2. Déterminer un sous-ensemble A de R et un sous-ensemble B de C tels que l'application

g :
A → B
t 7→ eit

soit bijective.

Exercice 8 :
On considère les applications f , g et h de N dans N dé�nies par :

f(n) = n+ 1 , g(n) =

{
n
2 si n est pair,

n si n est impair,
h(n) =

{
n si n est pair,

n− 1 si n est impair.

1. Justi�er que g et h sont e�ectivement des applications.

2. Les applications f, g, h sont-elles injectives, surjectives, bijectives ? Si bijective, donner l'ap-
plication réciproque.

Exercice 9 :
On considère un plan et deux droites dans ce plan D1 et D2 concourantes en un point O (faire

un dessin). On note E l'ensemble des points du plan. Soit f1 l'application de E dans E donnée
par la projection sur D1 parallèlement à D2, et soit f2 l'application de E dans E donnée par la
projection sur D2 parallèlement à D1.

1. L'application f1 est-elle injective ? surjective ?

2. Décrire les applications f1 ◦ f1, f1 ◦ f2 et f2 ◦ f1.

Exercice 10 :
On considère un plan P et O un point de ce plan. On note E l'ensemble des droites du plan. A

tout point M de P distinct de O, on associe la droite (OM). On dé�nit ainsi une application

f :
P\{O} → E

M 7→ (OM)
.

1. Prouver que f n'est ni injective, ni surjective.

2. Modi�er l'ensemble d'arrivée de f pour obtenir une application surjective.

3. Modi�er l'ensemble de départ de f pour obtenir une application injective.

Exercice 11 :
Soit

f :
R → R
x 7→ 2x/(1 + x2)

.

1. f est-elle injective ? surjective ?

2. Montrer que Imf = [−1, 1].
3. Montrer que l'application g : [−1, 1]→ [−1, 1] , x 7→ 2x/(1 + x2) est une bijection.

Exercice 12 : Soit

f :
R\{2} → R

x 7→ x+ 1

x− 2

.

1. f est-elle injective ? surjective ?

2. Déterminer une application g : R\{1} → R , telle que g ◦ f = IdR2 .

3. g est-elle l'aplication réciproque de f ?
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Exercice 13 :
Soit

f :
R\{2} → R

x 7→ x+ 1

x− 2

.

1. f est-elle injective ? surjective ?

2. Déterminer une application g : R\{1} → R , telle que g ◦ f = IdR\{2}. Existe-t-il une unique
application g comme ceci ?

3. g est-elle l'aplication réciproque de f ?

Exercice 14 :
Soit

f :
R2 → R2

(x, y) 7→ (x+ y, 2x+ 3y)
.

Montrer que f est bijective en déterminant f−1.

Exercice 15 :
Soit

f :
R2 → R

(x, y) 7→ x− y2 .

1. f est-elle injective ? surjective ?

2. Déterminer une application g : R→ R2 , telle que f◦g = IdR. Existe-t-il une unique application
g comme ceci ?

3. g est-elle l'aplication réciproque de f ?

Exercice 16 :
Soit E un ensemble non-vide, et soit A une partie de E. On dé�nit les applications :

φA :
P(E) → P(E)

X 7→ X ∩A et ψA :
P(E) → P(E)

X 7→ X ∪A .

1. On suppose que A 6= ∅ et A 6= E. Les applications φA et ψA sont-elles injectives, surjectives ?

2. Mêmes questions en posant A = E.

3. Mêmes questions en posant A = ∅.

Exercice 17 :
Soient E,F,G des ensembles et f : E → F et g : F → G des applications. Montrer les énoncés

suivants :

1. (f est injective et g est injective) =⇒ g ◦ f est injective.

2. (f est surjective et g est surjective) =⇒ g ◦ f est surjective.

3. g ◦ f est injective =⇒ f est injective.

4. g ◦ f est surjective =⇒ g est surjective.

5. (g ◦ f est injective et f est surjective) =⇒ g est injective.

6. (g ◦ f est surjective et g est injective) =⇒ f est surjective.

Dans chaque cas montrer que la réciproque est fausse.
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