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TRAVAUX DIRIGES 3. BASES ET SOUS-ESPACES VECTORIELS

Exercice 1

1. On considere dans R? les vecteurs:

u=(1,2,-5),v=(2,1,0),w = (-1,1,2),z = (1,3,0)

Montrer que (u, v, w,z) forme une famille génératrice de R3.

2. On considere dans R* les vecteurs:

u=(1,-2,3,4),v=(0,5—1,8),w = (—1,3,2,—1),z = (2,—-1,0,3)

La famille (u, v, w, z) est-elle génératrice de R* ? Est-elle libre ?

Exercice 2

Vérifier que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de R™ (n a préciser), en
les écrivant comme sous-espaces vectoriels engendrés par une famille de vecteurs (que 1'on
précisera).

En déduire une base et la dimension de ces sous-espaces vectoriels.

Fy={(z,y, 2 —y)R* | (z,y) € R?}

r+y—z2=0
F2:{<xay7z>€R3’ {x—y+2z=0 }

F3={(z,y,2) € R} | 2z +y+ 2 =0}

Fy={(z,y,z,t) eER |z —y+2—t=0etx+22—2t=0¢t x+y+ 32— 3t =0}

Exercice 3

On pose F = {(z,y,2) ER¥ |z —y+2=0} et FF ={(z,y,2) ER® |z —y = 0}.

1. Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels de R? en les écrivant comme sous-
espaces vectoriels engendrés par une famille de vecteurs.

2. Déterminer F N F et donner une base B et la dimension de £ N F'.



3. Compléter B pour obtenir une base Br de E. Compléter B pour obtenir une base Br de
F. Puis, compléter B pour obtenir une base de R3.

4. Mémes questions avec E = {(z,y,2) € R* |z +y —2=0}et F = {(z,y,2) € R* | 2 = 0}.

Exercice 4

Déterminer un systeme d’équations et une base des sous-espaces vectoriels suivants :

F5 = Vect (((1, 1,1),(1,2, 3), (O, 1, 2)))
Fs = Vect (((1,0,4,—-2)))

F; = Vect (((1,1),(2,1))) .

Exercice 5

1. Dans R*, on pose a = (1,2,—1,-2), b = (2,3,0,—1), ¢ = (1,3,—-1,0), d = (1,2,1,4).
Montrer que a, b, c¢ et d sont linéairement indépendants. Calculer les coordonnées de
x = (7,14,—1,2) dans la base (a,b, c,d).

2. Montrer que les vecteurs z; = (0,1,1), o = (1,0,1) et 23 = (1,1,0) forment une base de
R3. Déterminer, en fonction de «, 3,7 dans R, les coordonnées du vecteur (a, 3,7) de R3
dans cette base.

Exercice 6

Soit (a, b, ¢) une famille libre d'un espace vectoriel E sur R de dimension 3. Déterminer parmi
les familles suivantes celles qui sont une base.

(a,b), (a+b,a—>), (a+2b3a—6b), (a+c,b+c,c)

Ba+2b+c,a+b—c,—a+c), (a—b+c,a+b—c,a—3b+ 3c).
Dans le cas ou la famille est une base, exprimer a comme une combinaison linéaire des éléments
de cette base.

Exercice 7

Fixons un nombre entier n > 2. Soient E un K—espace vectoriel de dimension n et deux
sous-espaces vectoriels Fi et Fy de dimension n — 1.
Montrer que,

dim (Fi N Fy) >n—2.

Exercice 8



Soit I'espace vectoriel £ = R? et on définit
F={(z,y,z) | r+y+2=0}, G=Vect((1,2,1)).

Vérifier que F' et GG sont des sous-espaces vectoriels de F/, puis démontrer que £ = F & G.

Exercice 9
Soit I’espace vectoriel E = F(R,R). On considere les deux sous-ensembles F' et G suivants,
F={feFRR)| f(1)=0}, G={feFRR)|JaeR, f(r)=azx, Vo R}

Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E et prouver que £ = F @ G.

Exercice 10

Soient v; = (1,0,0,—1), vo = (2,1,0,1), v3 = (1,-1,1,-1), vy, = (7,2,0,—1) et v5 =
(2,—1,2,1) des vecteurs de R*.

1. Donner une base du sous-espace vectoriel F' = Vect((vq, v, v3, 04, vs5)).

2. Déterminer un supplémentaire G de F' dans R*.

Exercice 11

Dans le R-espace vectoriel E = Ms(R), on considére le sous-espace vectoriel des matri-

ces de la forme ( _ab 2a+b

a 3a+0b
<—b —2a—|—b)’<a’b)€R2'

Montrer que £ = F & G.

,(a,b) € R? et le sous-espace G des matrices de la forme

Exercice 12

On note R,[X] I'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n, a coefficients réels.
Montrer que Ry[X] admet pour base la famille (f1, f2, f3) définie par

A(X) =X [HX)=X’+X, f3(X)=X"—1.

Quelles sont les coordonnées d'un polynome f de degré au plus deux dans cette base 7

Exercice 13
Soit W le sous-espace de R[X] engendré par les polynomes : P(X) = X3 — 2X? 44X +

1, B(X)= X3 +6X — 5, Py(X) = 2X3 —3X?2 +9X —1, Py(X) = 2X3 —5X24+7X +5.
Trouver une base et la dimension de W.

Exercice 14



1. Soit E le sous-espace vectoriel de R? engendré par vy, v, et v3 avec
v = (2,3,5),v2 =(0,1,3),v3 = (2,5,11)

(a) Donner une base et la dimension de E.

(b) Déterminer la (les) équation(s) cartésienne(s) de £. (On s’assurera au brouillon que
v1, vy vérifient ces équations)

2. Soit I le sous-espace vectoriel de R? engendré par wy, ws, ws avec
wyp = (17 1, 2), Wy = (17 0, ].), W3 = (—2, 5, 3)

(a) Donner une base et la dimension de F'.

(b) Déterminer la (les) équation(s) cartésienne(s) de F. (On s’assurera au brouillon que
w1, way, ws vérifient ces équations)

3. Soit G=FENF.

Justifier que G est un sous-espace vectoriel.

Expliciter G.

()
(b)
(c)

)

(d) Que peut-on dire du sous-espace vectoriel E + F' ?

En déduire une base et sa dimension.
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