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TD4

Déterminants

On a toujours K =Q ou R ou C.

Rappels de cours
e Définition du déterminant :

— par la formule du développement par rapport & une ligne ou une colonne;
— par la formule impliquant le groupe symétrique Sy;

— comme une certaine forme multi-linéaire alternée.
e Equivalence des définitions.

e Déterminant de la tranposée. Effet des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes.

Savoir faire : Comment calculer le déterminant d’une matrice?

e Déterminant du produit. Lien entre Det(M) et inversibilité de M.
e Définition du déterminant d’un endomorphisme.

e Définition du déterminant d’une famille de vecteurs.

e Définition de la comatrice. Une formule avec la comatrice et le déterminant.

Savoir faire : Comment calculer 'inverse d’une matrice a ’aide du déterminant?

e Systeme linéaire de Cramer. Solutions d’un systeme linéaire de Cramer avec les déterminants.
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Déterminant d’une matrice carrée

Exercice 1
Calculer les déterminants suivants :

3 -1 2 0 a b 1 cos(a) cos(2a)
a) |1 1 =3 c)la 0 ¢ e) | cos(a) cos(2a) cos(3a)

2 2 1 b ¢ 0 cos(2a) cos(3a) cos(4a)

3 —4 1 r+2 2z+3 3z+4 a—b—c 2b 2c
b) |2 -1 5 d) [2z+3 3zx+4 4z+5 f) 2a b—c—a 2¢c

1 -1 1 3r+5 dxr+8 10x+17 2a 2b c—a—>»

Exercice 2
1. Rappeler les formules pour obtenir les solutions d’un systéme linéaire de Cramer a ’aide des
déterminants.

2. Résoudre chacun des systemes suivants :

3 —6y+2=7 mr+y+z=1 z+y+z=m+1
r+2y+z=5 rT+my+z=m mr+y+(m—1)z=m
—2x 45y —2z=-1 z+y+mz=m? r+my+z=1

Exercice 3 (Déterminants par blocs)
Le but de cet exercice est de démontrer la formule suivante :

M, *
det 0 Mz = det(M;) x det(Mz) x ... x det(M,).
: 0o . %
0o ... 0 M,
ou My, ..., M, sont des matrices carrées placées sur la diagonale, il y a des 0 partout dans les blocs

notés 0, et les coefficients dans les blocs notés x sont quelconques.

1. Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs : cas p = 2.

On considere une matrice M € M4, (K), carrée de taille n + m, qui s’écrit comme :

A *
=0, b):

ou A e M, »(K), D € My, 1n(K) et O, p, est la matrice nulle de M,,, ,(K). La notation * signifie
que les coefficients dans cette partie-la de la matrice sont quelconques.

(a) Supposons A = I,,. Montrer que dans ce cas det(M) = det(D) (on pourra développer par
rapport a la premiere colonne et faire une récurrence sur n).

(b) Supposons D = I,,,. Montrer que dans ce cas det(M) = det(A) (on pourra développer par
rapport a la derniére ligne et faire une récurrence sur m).

(c) Supposons A inversible. Vérifier que :

A B (A Opm\(IL. A'B
Om,n D N Om,n Im Om,n D

et en déduire la formule & démontrer dans ce cas.
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(d) Supposons que A n’est pas inversible.

T
i. Montrer qu’il existe un élément non-nul : € M,,1(K) dans le noyau de A.
Tn
z1
ii. Montrer que 1’élément xO" € My 4m1(K) appartient au noyau de M.
0
iii. En déduire que M n’est pas inversible et en déduire la formule a démontrer dans ce

cas.
2. Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs : cas général.

(a) Montrer la formule dans le cas général par récurrence sur p > 2.

(b) En déduire la formule analogue pour les matrices triangulaires inférieures par blocs.

Exercice 4 (Déterminants circulants)
<18 3 . _ 24T CORN
On considere n nombres complexes ag, a1, ..., 0,1, on pose w = exp(<7), puis :

VpeN, S,=ao+aw’+ asw® 4 - + an_l(wp)”’l.

On désigne par A et M les deux matrices d’ordre n suivantes :

ag a  as ... Qp—i 1 1 1 1
apn-1 Gy Q1 ... Qp_2 1 w w? ... w1
2 4 2(n—1)
A= | an—2 an—1 ap ... an—3 M= 1 w w ce. W
al a9 a3 ... ap 1 wn_l WQ(”—U (wn—l)n—l

1. Calculer M? et en déduire son déterminant.

2. Calculer AM et M AM en fonction de Sy, ..., Sp,_1, et en déduire le déterminant de A.

Exercice 5
Calculer le déterminant de la matrice A = (a; ;) € My (K) ou Vi, j € [|[1,n]], a;; = min(s,j).

Exercice 6
Calculer det(A) ot A = (i — j|)i je[j1,n[]-

Exercice 7
Si A € M3(R) est une matrice antisymétrique, montrer que det(A) = 0. Généraliser.

ay a2 ... Qap
Exercice 8
Soient n € N* et aq,...,a, € K. Calculer “
a2
a ... a1 aj
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Exercice 9
Soient a,b € R, n € N et M, € Mo, (R) telle que :

oo oo
oo oa o
o -e o
o8 oo
o co oo
S cocoo o o

Montrer que det(M,) = (a? — b)™.

Exercice 10
Soient a,b € K avec a # b. Pour tout n > 1, on considere le déterminant n X n suivant :

a+b ab 0 0 0 0
1 a+b ab 0 0 0
0 1 a+b ab 0 0
D, = 0 0 1 a+b ab 0 0
0 0 0 1 a+b ab
0 0 0 1 a+b

1. Calculer D¢, D5 et Ds.

2. Exprimer Dy en fonction de D3 et Dy, puis D,, en fonction de D,,_1 et D,_o pour tout n > 4.
bn+1 o an+1

3. En déduire que D,, = 2
—a

, pour tout n > 1.

Exercice 11
Calculer les déterminants n X n suivants :

2cosf 1 0 0 1+ 22 x 0 0
<. 2 ..
A, = 1 2cos b . 0 . B, = T 142 . 0
0 1 0 T
0 0 1 2cos6 0 0 x 1422
a C C

Exercice 12
Soient a, b, c € K. On souhaite calculer le déterminant n x n défini par D,, =

b ... b

1. Montrer que le déterminant suivant est un polynome de degré au plus 1 :

a+X c+X c+ X

D, — b+X a+ X '
: c+X
b+ X b+X a4+ X
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2. Calculer D,,(—b) et D, (—c) et en déduire D,, pour tout b # c et b = c.

Exercice 13 (Déterminant de Vandermonde)

On considere n + 1 éléments ag, ai,...,a, € K et le déterminant suivant :
2 n
1 ag ag A H
n
1 ai ... af
D(ag,a1,...,an) = : :
2
L an1 a4 U1
2 n
1 a as a,

On donne trois méthodes pour calculer ce déterminant.

1. Méthode 1.

Calculer D(ag,a1,...,a,) a l'aide d’opérations élémentaires sur les colonnes et les lignes (on
pourra par exemple remplacer C,, par C, — x1Cy_1, puis remplacer C,,_1 par C,,_1 — 21Cp_2,
et ainsi de suite jusqu'a Cy par Cy — x1C] puis développer par rapport a la premiere ligne).

2. Méthode 2. On considére le déterminant suivant :

1 ag a% ag
al a? ay
D(a(], ai, ) X) = |: :
1 an-1 an_y p1
1 X X2 X"

(i) Justifier que D(ag,aq,...,X) est un polynoéme.
(ii) Déterminer la factorisation de D(ag,ay, ..., X) dans K[X].
(iii) Conclure.

3. Méthode 3. On considére les polynomes de Lagrange Ly, ..., L, € K,[X] associés a ag, a1, .. .,a, €

K. Montrer que :
D(CLQ, aj, ... ,an) = detB(Lo, Ll, ey Ln)

ou B désigne la base canonique de K,,[X].

Exercice 14
Soient A, A’ € M, (R). On suppose qu'il existe P € GL,(C) tels que

A = PTAP (on dit alors que les matrices sont semblables dans C).

Montrer qu’il existe Q € GL,(R) tel que A’ = Q71AQ, i.e. que A et A’ sont semblables dans R.

Déterminant d’une famille de vecteurs

Exercice 15
Utiliser un déterminant pour montrer que les familles suivantes sont des bases de E :

. E=R3ete; =(1,2,3), ea = (2,3,1), e3 = (3,2,1) ;
2. E:RQ[X] et P1:X2, PQZX(X—l),P3:(X—1)2;

3. E=C3ete; = (1+1,1,i), ea = (i,—1,1 — 1), e3 = (=2 + 4,0, —).
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Exercice 16
Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b, ¢ pour que ((1, cos(a), cos?(a)), (1, cos(b), cos?(b)),
(1, cos(c), cos?(c))) soit une base de R3.

Exercice 17
Etablir, si ag, . . ., a, sont n+ 1 scalaires distincts, que les n+ 1 polynémes définis pour tout 0 < k < n
par Py(X) = (X — ax)™ forment une base de K,,[X].

) cos(a; +ai) cos(a; +az) ... cos(ar +ap)
Exercice 18 cos(az +a1) cos(az +az) ... cos(az+ an)
Soient ay,...,a, € R. Calculer .

cos(an +ay) cos(an, +az) ... cos(ay+ ay)

Déterminant d’un endomorphisme

Exercice 19
Soit A € M5 (K). Montrer que I'application :

f Ma(K) = M;y(K)
UA'{ 2M»—>A]\24

est un endomorphisme de Mo (K). Montrer que det(u,) = (det(A))?.

Exercice 20
Soit ¢ I’application qui, a tout polynome réel P de degré < 2, associe () défini par :

x+1
vreR, Q)= / Pt)dt.

Montrer que ¢ € L(R2][X]) et calculer det(yp).

Exercice 21
Soit 1) 'application définie par :

| Mp(K) — My(K)
w'{ M — M

Montrer que ¢ est un endomorphisme de M,,(K) et calculer det(v)).

Exercice 22
Soit f I’endomorphisme de R* canoniquement associé A :

5 -3 3 -3
1{-1 3 1 -1
A‘i 1 -1 5 1
-1 1 -1 7

1. On pose u; = (1,1,0,0),u2 = (0,1,1,0),u3 = (0,0,1,1),ug = (—1,0,0,1). Montrer que B =
(u1,uz,us, us) est une base de R%.

2. Déterminer B = Matg(f).
3. Déterminer det(B), det(f) et det(A).



