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EXERCICES DU CHAPITRE 5 e

Exercice 1 :
Résoudre dans R, chacun des systémes suivants. On utilisera la méthode du pivot de Gauss et on écrira explici-

tement ’ensemble solution.

—6x —5y —62z2= 1 20 — y+4z=-2 20 — y+4z=-1
(S1) Sr+4y+5z=-1 (S2) —x+2y—3z=-3 (S3) —rx+2y—3z= 1
T+ 2y +2z=-2 r+4y— z= 1 r+4y— z= 1
T+2y+22=2 3z + vy = -1 3z +y =-1
r—3y+2z= 1 3z 4+ y—2z=1 r—y+z= 0 T—y+ 2= 4
(S4) (Ss5) (S6) (57)
—rx+2y— z=-1 dr —3y— z=3 -3z —z= 1 -3z — z= -2
20 +4y+2z2=14 —4x —z= 1 —4x —z= 1
r+ y—2z+ t+3u=1 r+ y+2z+ t=5
(S8) 22 — y+22z+2t+6u=2 (So)S2x +3y— 2z—2t=2
3z +2y—42—-3t—-—9u=3 4z + 5y + =z =7

Exercice 2 :

Pour chacun des systémes suivants :

S5r—3y—4z=a r+2y—3z=a r+2y— 3z=a
(S1) —x+4y—4z2=0»b (S2)83z — y+22=10 (S3)2x 4+ 6y —11z=1>
4z +4y+ z=c r—5y+8z=c r—2y+ Tz=c

d’inconnues ,y, z € R et de paramétres a, b, c € R, déterminer les éventuels triplets (a, b, c) € R? pour lesquels :
a) Le systéme est incompatible.
b) Le systéme est compatible.
c¢) Le systéme est de Cramer.

On ne demande pas de calculer les éventuelles solutions.

Exercice 3 :

Soient les couples de réels (z;,y;) (0 < i < 3) suivants :
(33073/0) = (07 1) (Ila yl) = (15 5) (IQ, yQ) = (27 31) (I3a y3) = (_17 1)
Montrer qu’il existe une et une seule fonction polynomiale f de degré 3, telle que : Vi € {0,1,2,3}, f(z;) = v

-1- T.S.V.P.



Déterminer cette fonction polyndome.

Exercice 4 :

1) Soient les trois matrices A, B et C a coeflicients réels définies par :

1 3 2 1 4 1 0 2 2 -1 1
A=| -2 1 3 B=1 2 1 -1 1 C=1|1 3 1 0
4 3 -1 1 -2 1 2 2 -4 -1 3

a) Calculer 34 et B — 2C.
b) Calculer AB et AC. Que peut-on remarquer ?
¢) Calculer A2.

2) Soient les trois matrices A, B et C € .#5(R) définies par :

2 -3 -5 -1 3 5 2 -2 -4
A= -1 4 5 B = 1 -3 -5 C=1| -1 3 4
1 -3 —4 -1 3 5 1 -2 =3

Calculer AB, BA, AC et C' A. Remarques ?

Exercice 5 :

On consideére les quatre matrices A, B, C et D a coefficients réels :

3 0 -1
3 5
2 1 -3 0 1 0
A=|1 4| B= = p=(2 -1)
4 0 0 1 2 1
0 2
0 3 -5

Enumérer les produits de 2 ou 3 de ces matrices qui sont définis et les calculer.

Exercice 6 :

1) Déterminer I'inverse des matrices suivantes, quand cette matrice inverse existe :

2 1 4 1 2 1 2 7 3

3 2 7 3 0 2 3 9 4

-2 -3 -7 2 =21 1 5 3
1 1 1 1 1 -2 1 2 -1 1 1 1
1 1 -1 -1 2 2 2 1 1 -1 1 1
1 -1 1 -1 4 3 4 -1 1 1 -1 1
1 -1 -1 1 1 -2 1 3 1 1 1 2



2) Calculer linverse de la matrice A € M, (R) (n € N*) définie par : A =

Exercice 7 :

0o 1 -1
On note A la matrice: A=| -3 4 -3
-1 1 0

1) Verifier que A2 — 3A + 2I3 = 0. En déduire que A est inversible et déterminer A1,
2) On pose, pour tout n € N : M,, = A™ + A — 2I5. Montrer que pour tout n € N :

a) A2 — 24t = Antl _gpn

b) Ant2 = 24"+l 4 A — 2],

C) Mn+2 = 21\471—1-1

Calculer alors M, puis en déduire A™, pour tout n € N.

Exercice 8 :

Soit m un entier supérieur ou égal & 2 et A et B des matrices de .#,,(R) telles que A> = A et B®> = B.

1) On suppose que 'on a AB = —BA. Montrer que 'on a AB = —ABA, puis AB = BA. En déduire les égalités
AB=BA=0.

2) Démontrer 1’équivalence suivante : (A + B)? = A+ B < AB=BA=0.

3) Trouver un couple (U, V) de matrices de .#2(R) tel que U # 0,V #0,U?>=U, V2=V et UV = VU = 0.

Exercice 9 :

2 -1 2 4 —4 2
On considére les matrices carrées réelles d’ordre 3 suivantes : P = 2 0 1 et A= 2 -2 2
3 1 0 3 —6 5

1) Vérifier que P est inversible et calculer P~ 1.

2) On pose : D =P~ 1AP

a) Calculer D. En déduire, pour tout n € N*, D™,
b) Montrer par récurrence sur I'entier n, que pour tout n € N* : A" = PD"P~1,

¢) En déduire une formule donnant A™, pour tout n € N*.
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Exercice 10 :

1) a) Trouver deux matrices A et B de .#»(R) telles que : (A + B)? # A% + 2AB + B?.
b) Soit p € N* et A et B deux matrices de .#,(C). On suppose que AB = BA.

i) Montrer que e Pour tout entier k € N : A¥B = BAF,
e Pour tous entiers k,¢ € N : A¥BY = BfAF.

ii) Montrer que pour tout entier n > 1, on a légalité : (A + B)" = Z <Z> Akpn—k
k=0

1 3 2
2) Application : Soit M la matrice définiepar : M =] 0 1 2
0 0 1

Soit J la matrice carrée d’ordre 3 définie par : J = M — I.
e Calculer J, J? et J3.
e En déduire, pour tout k € N, J*.

e A laide de la formule de la question 1), calculer M™ pour tout n € N.

Exercice 11 :
1) Soit A € #,(C) telle que AP =0 (ou p et n sont deux entiers naturels non nuls).On pose M = I,, — A.

p—1
Montrer que M est inversible et que M ! = Z A*
k=0

1 1 11 1 -1 2 3
2 00
01 01 0o 1 -11
M, = ;o My = ; Ms=1]1 2 0
0 010 0 0 1 2
3 4 2
0 0 01 0 0 0 1

(Indication pour l'inverse de M3 : on pourra commencer par appliquer la question 1) a %Mg)

Exercice 12 :

Soient a, b, c et m des nombres réels. On considére le systéme d’équations linéaires :

x — Yy + 2z=a

)¢mz+ (1-m)y+2(m—1)z=>b

2z + my — B3m+1)z=c
1) On suppose m = —1. Montrer qu'’il existe des nombres réels z, y et z vérifiant le systéme (x) si et seulement
sic=3a+b.
2) On suppose m = —1 et ¢ = 3a + b. Trouver une solution du systéme (%) et montrer que le systéme a une

infinité de solutions.

3) On suppose m # —1. Montrer que le systéme (%) a une unique solution. La calculer.
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1 -1 2
4) Pour quelles valeurs de m la matrice [m 1—m 2m — 2 | est-elle inversible ? Dans ce cas calculer son

2 m —3m—1
inverse.

Exercice 13 :

Résoudre dans R, en discutant suivant les valeurs du paramétre a € R, les systémes :

T+ y+az=2 r+ y— z=1
T+ 2y+az=1
(S1) 3z +4y+ 22 =« (S2) <2z + 3y+az=3 (S3)
2z +ay+ 8z2=3
2z 4+3y— z=1 r+ay+ 3z=2

r+ay+az=1 T — ay+alz=aqa

(Se)Sax + y+az=1 (Ss) ax—a2y+ az=1

ar+ay+ z=1 ar+ y—adz=1

>k oK ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok okokook ok sk kokok

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Extrait du DS N°1 de Ma0101 (2008-2009)‘

Exercice 1 :

On considére la matrice A (& coefficients réels) définie par :

1 3 2
A=11 2 2
1 3 1

1) Verifier que A est inversible et calculer son inverse.

2) Calculer et simplifier A*> — 44% — 6A. En déduire une expression de A~! en fonction de A et I5.

Exercice 2 :

On considére le systéme d’équations linéaires () :
T+ y-— z=1
z+my+ 2m—-5)z=3
z+my+ Bm—-T7)z=4

de paramétre m € R. Déterminer pour quelle(s) valeur(s) du parameétre m :

a) (9) est incompatible.
b) (S) est indéterminé.
c) (S) est de Cramer.

Dans les cas ou le systéme est compatible, on déterminera la (ou les) solution(s) de (.5).




Extrait du DS N°1 de Ma0101 (2009-2010) |

Exercice 1 :
On considére le systéme d’équations linéaires (S) :

z+ (m—1y— =z=1

z+ Bm+1l)y+ z=4m+7

T + 2my + mz = m?+3m+4
de paramétre m € R. Déterminer pour quelle(s) valeur(s) du paramétre m :

a) (S) est incompatible.
b) (S) est indéterminé.

c) (S) est de Cramer.

Dauns les cas ou le systéme est compatible, on déterminera la (ou les) solution(s) de (5).

Exercice 2 :

On considére la matrice A (a coefficients réels) définie par :

fu—
—_
(]
—_

Est-ce que A est inversible 7 Si oui, calculer son inverse.

FIN




