
Année universitaire 2011-2012Liene 1ère année - Mentions MI-PC-SPIU.E.F. Ma0101 - Mathématiques de baseExeries du hapitre 5Exerie 1 :Résoudre dans R, haun des systèmes suivants. On utilisera la méthode du pivot de Gauss et on érira explii-tement l'ensemble solution.
(S1)



























−6x − 5 y − 6 z = 1

5x + 4 y + 5 z = −1

x + 2 y + 2 z = −2

(S2)



























2x − y + 4 z = −2

−x + 2 y − 3 z = −3

x + 4 y − z = 1

(S3)



























2x − y + 4 z = −1

−x + 2 y − 3 z = 1

x + 4 y − z = 1

(S4)











x − 3 y + 2 z = 1

− x + 2 y − z = −1

(S5)











































x + 2 y + 2 z = 2

3x + y − 2 z = 1

4x − 3 y − z = 3

2x + 4 y + 2 z = 4

(S6)











































−3x + y = −1

x − y + z = 0

−3x − z = 1

−4x − z = 1

(S7)











































−3x + y = −1

x − y + z = 4

−3x − z = −2

−4x − z = 1

(S8)



























x + y − 2 z + t + 3u = 1

2 x − y + 2 z + 2 t + 6u = 2

3 x + 2 y − 4 z − 3 t − 9u = 3

(S9)



























x + y + 2 z + t = 5

2x + 3 y − z − 2 t = 2

4x + 5 y + z = 7Exerie 2 :Pour haun des systèmes suivants :
(S1)























5x − 3 y − 4 z = a

−x + 4 y − 4 z = b

−4x + 4 y + z = c

(S2)























x + 2 y − 3 z = a

3x − y + 2 z = b

x − 5 y + 8 z = c

(S3)























x + 2 y − 3 z = a

2 x + 6 y − 11 z = b

x − 2 y + 7 z = cd'inonnues x, y, z ∈ R et de paramètres a, b, c ∈ R, déterminer les éventuels triplets (a, b, c) ∈ R3 pour lesquels :a) Le système est inompatible.b) Le système est ompatible.) Le système est de Cramer.On ne demande pas de aluler les éventuelles solutions.Exerie 3 :Soient les ouples de réels (xi, yi) (0 6 i 6 3) suivants :
(x0, y0) = (0, 1) (x1, y1) = (1, 5) (x2, y2) = (2, 31) (x3, y3) = (−1, 1)Montrer qu'il existe une et une seule fontion polynomiale f de degré 3, telle que : ∀i ∈ {0, 1, 2, 3}, f(xi) = yi- 1 - T.S.V.P.



Déterminer ette fontion polyn�me.Exerie 4 :1) Soient les trois matries A, B et C à oe�ients réels dé�nies par :
A =











1 3 2

−2 1 3

4 3 −1











B =











1 4 1 0

2 1 −1 1

1 −2 1 2











C =











2 2 −1 1

1 3 1 0

2 −4 −1 3









a) Caluler 3A et B − 2C.b) Caluler AB et AC. Que peut-on remarquer ?) Caluler A2.2) Soient les trois matries A, B et C ∈ M3(R) dé�nies par :
A =











2 −3 −5

−1 4 5

1 −3 −4











B =











−1 3 5

1 −3 −5

−1 3 5











C =











2 −2 −4

−1 3 4

1 −2 −3









Caluler AB, BA, AC et CA. Remarques ?Exerie 5 :On onsidère les quatre matries A, B, C et D à oe�ients réels :
A =











3 5

1 −4

0 2











B =





2 1 −3

4 0 0



 C =

















3 0 −1

0 1 0

1 2 1

0 3 −5

















D =
(

2 −1
)

Énumérer les produits de 2 ou 3 de es matries qui sont dé�nis et les aluler.Exerie 6 :1) Déterminer l'inverse des matries suivantes, quand ette matrie inverse existe :










2 1 4

3 2 7

−2 −3 −7





















1 2 1

3 0 2

2 −2 1





















2 7 3

3 9 4

1 5 3



























1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1

































1 −2 1 2

2 2 2 1

4 3 4 −1

1 −2 1 3

































−1 1 1 1

1 −1 1 1

1 1 −1 1

1 1 1 2
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2) Caluler l'inverse de la matrie A ∈ Mn(R) (n ∈ N∗) dé�nie par : A =

















0 1 · · · 1

1 0
. . . ...... . . . . . . 1

1 · · · 1 0















Exerie 7 :On note A la matrie : A =











0 1 −1

−3 4 −3

−1 1 0









1) Véri�er que A2 − 3A+ 2I3 = 0. En déduire que A est inversible et déterminer A−1.2) On pose, pour tout n ∈ N : Mn = An +A− 2I3. Montrer que pour tout n ∈ N :a) An+2 − 2An+1 = An+1 − 2Anb) An+2 = 2An+1 +A− 2I3) Mn+2 = 2Mn+1Caluler alors Mn, puis en déduire An, pour tout n ∈ N.Exerie 8 :Soit n un entier supérieur ou égal à 2 et A et B des matries de Mn(R) telles que A2 = A et B2 = B.1) On suppose que l'on a AB = −BA. Montrer que l'on a AB = −ABA, puis AB = BA. En déduire les égalités
AB = BA = 0.2) Démontrer l'équivalene suivante : (A+B)2 = A+B ⇐⇒ AB = BA = 0.3) Trouver un ouple (U, V ) de matries de M2(R) tel que U 6= 0, V 6= 0, U2 = U , V 2 = V et UV = V U = 0.Exerie 9 :On onsidère les matries arrées réelles d'ordre 3 suivantes : P =











2 −1 2

2 0 1

3 1 0











et A =











4 −4 2

2 −2 2

3 −6 5









1) Véri�er que P est inversible et aluler P−1.2) On pose : D = P−1APa) Caluler D. En déduire, pour tout n ∈ N∗, Dn.b) Montrer par réurrene sur l'entier n, que pour tout n ∈ N
∗ : An = PDnP−1.) En déduire une formule donnant An, pour tout n ∈ N∗.

- 3 - T.S.V.P.



Exerie 10 :1) a) Trouver deux matries A et B de M2(R) telles que : (A+B)2 6= A2 + 2AB +B2.b) Soit p ∈ N∗ et A et B deux matries de Mp(C). On suppose que AB = BA.i) Montrer que • Pour tout entier k ∈ N : AkB = BAk.
• Pour tous entiers k, ℓ ∈ N : AkBℓ = BℓAk.ii) Montrer que pour tout entier n > 1, on a l'égalité : (A+B)n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

AkBn−k

2) Appliation............................... : Soit M la matrie dé�nie par : M =











1 3 2

0 1 2

0 0 1









Soit J la matrie arrée d'ordre 3 dé�nie par : J = M − I3.
• Caluler J , J2 et J3.
• En déduire, pour tout k ∈ N, Jk.
• A l'aide de la formule de la question 1), aluler Mn pour tout n ∈ N.Exerie 11 :1) Soit A ∈ Mn(C) telle que Ap = 0 (où p et n sont deux entiers naturels non nuls).On pose M = In −A.Montrer que M est inversible et que M−1 =

p−1
∑

k=0

Ak2) Appliations................................. : Utiliser la question 1) pour aluler l'inverse des matries suivantes :
M1 =

















1 1 1 1

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

















; M2 =

















1 −1 2 3

0 1 −1 1

0 0 1 2

0 0 0 1

















; M3 =











2 0 0

1 2 0

3 4 2









(Indiation pour l'inverse de M3 : on pourra ommener par appliquer la question 1) à 1

2
M3)Exerie 12 :Soient a, b, c et m des nombres réels. On onsidère le système d'équations linéaires :

(⋆)























x − y + 2 z = a

mx + (1−m) y + 2(m− 1) z = b

2 x + my − (3m+ 1) z = c1) On suppose m = −1. Montrer qu'il existe des nombres réels x, y et z véri�ant le système (⋆) si et seulementsi c = 3a+ b.2) On suppose m = −1 et c = 3a + b. Trouver une solution du système (⋆) et montrer que le système a unein�nité de solutions.3) On suppose m 6= −1. Montrer que le système (⋆) a une unique solution. La aluler.- 4 -



4) Pour quelles valeurs de m la matrie 









1 −1 2

m 1−m 2m− 2

2 m −3m− 1











est-elle inversible ? Dans e as aluler soninverse.Exerie 13 :Résoudre dans R, en disutant suivant les valeurs du paramètre α ∈ R, les systèmes :
(S1)



























x + y + α z = 2

3x + 4 y + 2 z = α

2x + 3 y − z = 1

(S2)



























x + y − z = 1

2x + 3 y + α z = 3

x + αy + 3 z = 2

(S3)











x + 2 y + α z = 1

2x + αy + 8 z = 3

(S4)



























x + αy + α z = 1

αx + y + α z = 1

αx + αy + z = 1

(S5)



























x − α y + α2 z = α

αx − α2 y + α z = 1

αx + y − α3 z = 1

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗Exeries supplémentairesExtrait du DS N01 de Ma0101 (2008-2009)Exerie 1 :On onsidère la matrie A (à oe�ients réels) dé�nie par :
A =











1 3 2

1 2 2

1 3 1









1) Véri�er que A est inversible et aluler son inverse.2) Caluler et simpli�er A3
− 4A2

− 6A. En déduire une expression de A−1 en fontion de A et I3.Exerie 2 :On onsidère le système d'équations linéaires (S) :






















x + y − z = 1

x + my + (2m− 5) z = 3

x + my + (3m− 7) z = 4de paramètre m ∈ R. Déterminer pour quelle(s) valeur(s) du paramètre m :a) (S) est inompatible.b) (S) est indéterminé.) (S) est de Cramer.Dans les as où le système est ompatible, on déterminera la (ou les) solution(s) de (S).- 5 -



Extrait du DS N01 de Ma0101 (2009-2010)Exerie 1 :On onsidère le système d'équations linéaires (S) :






















x + (m− 1) y − z = 1

x + (3m+ 1) y + z = 4m+ 7

x + 2my + mz = m2 + 3m+ 4de paramètre m ∈ R. Déterminer pour quelle(s) valeur(s) du paramètre m :a) (S) est inompatible.b) (S) est indéterminé.) (S) est de Cramer.Dans les as où le système est ompatible, on déterminera la (ou les) solution(s) de (S).Exerie 2 :On onsidère la matrie A (à oe�ients réels) dé�nie par :
A =

















1 1 1 1

−1 −1 −1 1

1 1 2 1

1 −1 1 1















Est-e que A est inversible ? Si oui, aluler son inverse. FIN
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