Académie de Reims Formation Scilab

TP
Résolution approchée d’équations f(z) =0

1 Représentation graphique

Pour tracer une fonction f : [a,b] — R avec Scilab, il faut contruire deux listes: une liste L1 de valeurs appar-
tenant & lintervalle [a, b] et la liste L2 de leurs images par f.

Pour construire la liste L1, on construit une subdivision (uniforme) de 'intervalle [a, b]. Il y a deux possibilités
pour cela:

e avec un pas p constant: Ll=a:p:b,
e avec un nombre n de points fixés: Li=linspace(a,b,n).

11 faut ensuite définir la fonction f : [a,b] — R. Elle peut étre déja définie (ex: cos, sin, tan, exp...). Dans le
cas contraire, il faut la définir en utilisant les commandes suivantes: pour f(z) = 2z + 1,

function y=f(x)

y=2xx+1

endfunction
Scilab permet d’appliquer directement une fonction a une liste ou un tableau. Pour construire la liste L2, il
suffit donc d’appliquer la fonction f & la liste L1: L2=f (L1).

Apres avoir construit les listes L1 et L2, on utilise la commande plot(L1,L2) qui trace les segments reliant les
points d’abscisses les éléments de L1 et d’ordonnées les éléments de L2.

Remarque. Le résultat obtenu est une courbe ”approchée” de la courbe représentative de f: en effet, entre
deux points, on remplace la courbe par un segment.

Exercice 1 On considere la fonction f : x € [1,4] — 2% — 2.

1. (a) Tracer la courbe représentative de f en subdivisant I'intervalle [1,4] avec un pas égal & 1.

(b) Est-ce que la courbe obtenue est satisfaisante? Pourquoi?

2. Tracer la courbe représentative de f en subdivisant I'intervalle [1,4] en 50 points (pour effacer la courbe
précédente, on utilisera la commande c1f).

On constate sur la figure obtenue que la fonction f s’annule et change de signe: elle admet un zero, /2, sur
Uintervalle [1,4].

On donne dans la suite deux méthodes numériques, la méthode de la dichotomie et la méthode de Newton, qui
permettent d’obtenir une valeur approchée d’un zero d’une fonction.

2 Recherche d’une valeur approchée d’un zero d’une fonction

On considére toujours une application f : [a,b] — R continue et on suppose qu’elle s’annule en une seule et
unique valeur « € |a,b] et change de signe.

2.1 Méthode de la dichotomie

La premiere méthode est basée sur le principe de dichotomie. Comme f s’annule et change de signe, on a en
particulier f(a)f(b) <O0.

Le principe. On considere ¢ = “7“’ le milieu du segment [a, b]. Alors deux cas sont possibles:

e soit f(a)f(c) < 0: alors f(a) et f(c) sont de signe opposé. Comme f est continue, f doit s’annuler sur
[a, ] et donc « € [a, c].

e soit f(c)f(b) < 0: alors f(c) et f(b) sont de signe opposé et de la méme fagon, « € [c, b].
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On recommence alors le raisonnement précédent avec l'intervalle contenant o obtenu.
On construit ainsi une suite d’intervalles [ay,, b,] contenant a: Pour cela, on définit les suites (an)n>0, (bn)n>0
et (cn)n>1 par ap = a, by = b et pour tout n € N,

Gn + by, B {an st fan)f(cnt1) <0 B {an si flan)f(cns1) <0
5 Gny1 = s bngr =

Cn+1l = . .
2 Cni1 Sinon by, stnon

On peut montrer que les suites (ay) et (b,) sont adjacentes et que Em ap = Em b, = a.
o0 oo

Exercice 2 On considere la fonction f : x € [1,4] — 2% — 2 introduite & la partie 1.
1. Calculer dans ce cas a; et b; pour i =0, 1, 2.
2. Ecrire une procédure qui, étant donné un entier naturel n, renvoie la valeur de a,, et de b,,.

3. Ecrire une procédure qui construit les termes des suites (a,) et (b,) tant que |b, — a,| > &, puis renvoie
'approximation de v/2 & au plus e pres ( e étant une marge d’erreur entrée par 'utilisateur).
On a ainsi construit une méthode numérique pour obtenir une valeur approchée de /2 d € prés.

4. Modifier la procédure précédente pour pouvoir calculer le nombre d’étapes nécessaires pour avoir une
valeur approchée de v/2 avec 11 décimales.

2.2 Méthode de Newton

On suppose de plus ici que f est dérivable et que sa dérivée ne s’annule pas sur [a, b]. Soit £ une valeur approchée
grossiere de a.

Notons Cy la courbe représentative de f. o étant I’abscisse du point d’intersection de Cy avec I’axe des abscisses,
'idée est de remplacer C; par sa tangente en £. Cette tangente rencontre ’axe Ox en un point d’abscisse 3; en
général B est une meilleure approximation de « que &.

Exercice 3 On considere toujours la fonction f : x € [1,4] — 2% — 2.
1. Calculer I’équation de la tangente & Cy en £ = 3 et en £ = 2.

2. En déduire 8 dans chacun des deux cas. Quelle valeur approchée de v/2 obtient-on pour ¢ = 3? Pour
£E=27

3. Tracer sur une méme figure Cy et ces deux tangentes au point d’abscisse 3 et au point d’abscisse 2.

L’algorithme de Newton consiste & itérer ce raisonnement. On définit ainsi une suite (x,)nen par: zo = &,
x1 = 3, puis pour tout n:

Tn+1l = T — fl(l' )
n

Graphiquement, la suite (z,),en est construite comme suit:
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y=1

——t :

On peut alors montrer que la suite (Tn,)nen converge vers le zero a de la fonction f.

Exercice 4 1. Montrer que la suite obtenue pour la fonction f : z € [1,4] — 2% — 2 par lalgorithme de
Newton est définie par x¢ € [1,4] et

1 2
Vn € N, xn+1:2<xn+>.

n
Dans la suite, on prend zy = 3.
2. Ecrire une procédure qui, étant donné un entier naturel n, renvoie la valeur de ,.
3. (a) Construire les listes suivantes:

L1 = [xg,20,21,%1,%2, T2, 23]
L2 = [O,f(l'o),o,f(l“l),o,f($2),0]

(b) Exécuter dans la console les commandes suivantes:
L3=linspace(1,4,50)
L4=£ (L3)
plot(L1,L2,1L3,L4)

On obtient ainsi une construction graphique des premiers termes de la suite (z,,).

4. Ecrire une procédure qui calcul par la méthode de Newton une approximation de v/2 en prenant zo = 3
et avec la condition d’arrét: | z,, — v/2 |< €, € étant une marge d’erreur entrée par I'utilisateur.

5. Modifier cette procédure pour pouvoir calculer le nombre d’itérations nécessaire pour avoir une erreur
inférieure & 10~!. Comparer avec le résultat obtenu pour la méthode de la dichotomie.

6. Apres avoir consulté 'aide Scilab sur les fonctions tic() et toc(), comparer le temps d’exécution de
chaque méthode (dichotomie et Newton) pour le calcul d’une approximation de V231071,




