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Introduction

L’algeébre de Hopf de Connes-Kreimer des foréts enracinées (dont les sommets sont éventuellement
décorés) HE . est introduite dans [CK98, Moe01]. Cette algébre de Hopf graduée (par le nombre de
sommets), commutative et non cocommutative est utilisée dans [CK00, CK01| pour étudier un probléme
de renormalisation dans la théorie des champs quantiques. Voici par exemple les foréts enracinées décorées
par un ensemble D de degré inférieur a 4 :

c

e a €D, 12, (a,b) € D2, "o b (a,b,e) € DP

¢ c Id Co od %f
TN N, Y (@b, e d) € D
Le coproduit est défini & partir de coupes admissibles sur les arétes. Par exemple,

c

AHgK(b{/;d):bK/;d ®1+1®b{/;d R S VANNI IS T RN RIS RS P S

Une version non commutative, ’algébre de Hopf HRC i des foréts enracinées planes, est donnée dans
[Foi02a, Foi02b, Hol03]. HZ,. et HY . vérifie chacune une propriété universelle en cohomologie de
Hochschild. Avec un ordre total sur les sommets, on défini ’algébre de Hopf des foréts ordonnées H, et,
avec une condition de croissance en plus, on obtient ’algébre de Hopf des foréts ordonnées en tas Hy,
(voir [FU10, GL90]). Par exemple,

— les foréts enracinées planes de degrés < 4 :

VNS SUUUUE SUBE S VA JUUDUIE SUUDE SUNDE S VAL VAR SUNE S S O 8 I\/ \} \fi ,

)

— les foréts ordonnées de degrés < 3 :

2 1 13 12 13 11 2 1
ely,e1 02, 01 ,82,0]0203,0] 62,01 63, 6] 2,263, 8] 3, 62 e3,

3 2 3 1 2 1
AANR ANV N CIR TR IR AN
1 2 3 981 561 5302 5,62 583,63,

— les foréts ordonnées en tas de degrés < 3 :

3
2 3 3 2 2%/3 Ez
u17c102,117010203701I2702I1"311’vl 901 -

Par ailleurs, l’algébre de Hopf FQSym? des fonctions quasi-symétriques (éventuellement décorées)
est introduite dans [DHT02, MR95]. Dans [FU10], L. Foissy et J. Unterberger prouvent qu’il existe un
morphisme d’algébres de Hopf, décrit au théoréme 6, de H, dans FQSym. Il montre de plus que sa
restriction a Hp, est un isomorphisme d’algebres de Hopf. A partir de FQSym?, on peut construire
I’algébre de Hopf Sh” des mots en I’alphabet D dont le produit est le battage des mots et le coproduit
est la déconcaténation (voir [Hof00]).

Nous définissons ici une généralisation des foréts ordonnées : les foréts préordonnées. Un préordre est
une relation binaire réflexive et transitive. Une forét préordonnée est une forét enracinée avec un préordre
total sur ses sommets. Voici les foréts préordonnées de degrés < 3 :

Il 2 Il Il IQ Il IQ I3 I2
el,el el 0102, 61,61 ,82,e]lelel elele2,e]0202,0]0203,0] ¢] 01 61 ;01 62,01 62,01 62,071 ¢3,
2

1
) 5 1 3 . 5 VAR VA VAR VAN VN VAR VAN VA }1 Il
B I A I P & B & G e A R S

1 1 2 2 1 3 2 3 2 1 1
2 bl bl bl B fs b
1 902 981 582 ;02 ;81 561 582 ;63 62 5,63 .
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Nous prouvons que ’algébre des foréts préordonnées H,, est une algébre de Hopf pour le coproduit
de coupes. Avec une condition de croissance, nous définissons aussi 1’algébre des foréts préordonnées en
tas Hppo. Par exemple, en degré < 3 :

3
OO LSRN TSP - SO TSN RO TR VA VA
Nous prouvons que ’algébre des foréts préordonnées en tas Hp,, est une sous-algébre de Hopf de H,,.

L’algébre de Hopf des mots tassés WQSym™ est introduite par J.-C. Novelli et J.-Y. Thibon dans
[NTO6]. A partir d’une version décorée du dual gradué WQSym?” de WQSym, on définit Palgebre de
Hopf Csh” des mots en I’alphabet D dont le produit est le battage contractant des mots et le coproduit
est la déconcaténation (voir [Hof00]). En remplagant dans [FU10| les foréts ordonnées par les foréts
préordonnées et les fonctions quasi-symétriques par les mots tassés, nous établissons un lien entre H,, et
WQSym* : nous démontrons au théoréme 11 qu’il existe un morphisme d’algébres de Hopf de H,,, dans
WQSym*. On montre de plus que la restriction de ce morphisme a Hy,, est injective.

Dans [CEFM11], D. Calaque, K. Ebrahimi-Fard et D. Manchon introduisent, dans le cas commutatif,
un autre coproduit sur les foréts enracinées donné en contractant certaines arétes (voir aussi [MS11]). Ce
coproduit de contraction est défini sur un quotient Cox de Heoig et Cog est alors une algébre de Hopf
graduée par le nombre d’arétes, commutative et non cocommutative. Nous donnons une version décorée
Cg x de Ccg, ol ce sont les arétes qui sont décorées. Voici les foréts appartenant a Cg x de degrés < 3:

l,aeD, b, 1o (ab)eD2

SRR A A VAR N I Iv \} N %” ,(a,b,¢) € D.

2

c

En appliquant le coproduit de contraction a ’arbre a{/.b , on obtient :

ACgK(Ca{/'b ) = I\/b Q.+, ®Ca£/'b TE QM 1M +b ol ik g
+M ok +li e,

Nous définissons deux opérations Y et > sur ’espace vectoriel TEK de base les arbres de Cg k- On
démontre alors que (T2, Y,>) est une algébre commutative pré-Lie, c’est-a-dire que (T2, Y) est une
algébre commutative, (TgK, >>) est une algebre pré-Lie et que, pour tout z,y, z € TgK,

x> (yYz)=(x>y)Yz+(x>2) Yy

On prouve que (Tg i, Y, >) est engendrée comme algébre commutative pré-Lie par les arbres ¢ , d € D.

Nous construisons une version non commutative de Cog. Pour cela, nous construisons des quotients
Cncks Cho, Co, Chpo et Cpp de Hycok, Hpo, Hy, Hyppo et Hy,. Nous définissons un coproduit de
contraction sur ces quotients. Nous prouvons aux théorémes 21 et 22 que Cy,,, C,, Cppo et Cp, sont des
algébres de Hopf et que Cycox est un comodule a gauche sur 1'algébre de Hopf Cy,.

Nous étudions ensuite les morphismes d’algebres de Hopf de HgK ou CgK dans Sh” ou Csh?.
Nous donnons dans chacun des cas une description combinatoire de ces morphismes utilisant les objets
déja introduits. On remarque en particulier que le coproduit de contraction et les foréts préordonnées
apparaissent naturellement. Par ailleurs, dans le cas des morphismes d’algébres de Hopf de HgK dans
ShD, on obtient une extension du morphisme d’arborification décrit par J. Ecalle et B. Vallet dans [EV04].

Dans [Foil0], L. Foissy introduit la notion d’algébre de greffe a droite (ou RG-algébre) et d’algébre
de greffe a gauche (ou L£G-algebre). Une RG-algébre est une algébre associative (A, ) munie d’une greffe
a droite < telle que, pour tout x,y,z € A,

(r<y) <z = z<(y*z),
(xxy) <z = xx(y=<2z2).

Il prouve que 'algébre de foréts enracinées planes est 1’algébre de greffe & droite libre & un générateur
et démontre que (Ass, RG, Mag) est un bon triplet d’opérades (voir [Lod08| pour la notion de triplet
d’opérades). D’autre part, P. Leroux définit dans [Ler03, Ler08] les L-algébres, qui sont des algébres
munies de deux opérations >~ et < avec la relation d’entrelacement = > (y < 2) = (x > y) < z.
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Nous introduisons ici la notion d’algebres bigreffe. Une algébre bigreffe (A, *, >, <) (ou BG-algebre)
est une algébre de greffe a gauche (A, *, =), une algébre de greffe a droite (A, *, <) et une L-algébre
(A4, >, =<). On construit I’algebre bigreffe libre a un générateur. Pour cela, on considére I'algébre Hpa
des arbres enracinés plans dont les arétes sont décorées avec deux décorations [ et r (avec une condition
d’ordre sur les décorations). Voici par exemple les arbres de Hpg de degrés en sommets < 4 :

o LA A B R RN NSNS NS e e e
o NN YNV Y ETEEEEEE

Nous définissons sur Hpg un opérateur de greffe noté Bpg et nous démontrons que (Hpg, Bpg) est
un objet initial dans une certaine catégorie. Ceci nous permet de munir Hgg d’un coproduit, qui peut étre
décrit a partir de coupes admissibles sur les arétes, et d’'un couplage de Hopf. On prouve au théoréme 46
que l'idéal d’augmentation M pe de Hpg est la BG-algebre libre & un générateur. On peut alors calculer
la dimension de l'opérade bigreffe BG et donner une description combinatoire de la composition.

L’opérade bigreffe est une opérade binaire et quadratique. Elle admet donc une opérade duale et nous
donnons une présentation de son dual de Koszul BG '. Nous décrivons la BG I—aulgéblre libre & un générateur.
C’est un quotient de l’algébre bigreffe Hpa dont les foréts de degrés < 4 sont :

0700711 7I7"...7l I l\/.l lv .\/.
et e N N N

Nous utilisons celle-ci pour construire I’homologie associée a une BG-algébre. En utilisant une méthode
de réécriture (voir [DK10, Hof10, LV12]), on prouve que 'opérade bigreffe est Koszul et on donne des
bases de PBW de BG et de BG'.

Nous nous intéressons ensuite aux relations de compatibilités entre %, =, < et le coproduit de décon-
caténation A 4,,. Ceci nous permet d’introduire la notion de blalgebres bigreffes infinitésimales : c’est
une famille (4, *, >, <, AASS) ol x, =, < A®A = A, Auss: A > AR A, telle que (A, *,>=,<) est une
algébre bigreffe et pour tout a,y € A :

Aussexy) = (2@1)*Auss(y) +Bass(@) x (L y) +z @y,
éAss ({I? - y) = (~x & ]-) >~ A.Ass (y)7
Apss(x <y) = Auss(z) < (1®y).

Nous démontrons au théoréme 85 un analogue des théorémes de Poincaré-Birkhoff-Witt et de Cartier-
Milnor-Moore dans le cas des bialgébres bigreffes infinitésimales (en utilisant les résultats de [Lod08]).
Pour cela, nous montrons que le sous-espace des éléments primitifs d’une bialgébre bigreffe infinitésimale
est une L-algébre ce qui nous permet d’obtenir une description combinatoire de la L-algébre libre a un
générateur. On définit 'algébre bigreffe enveloppante universelle d’une L-algébre. On prouve alors le
théoréme de rigidité annoncé et on en déduit que (Ass, BG, £) est un bon triplet d’opérades.

Dans [Men02], F. Menous étudie certains ensembles de probabilités associés & une variable aléatoire
sur R. Pour cela, il est amené & construire par récurrence, avec un formalisme proche de celui du calcul
moulien, un ensemble de foréts ordonnées noté G : par exemple, en degré en sommets < 4, les foréts de
G sont

2 1 3

2 »3
12 11 TIRE s AIEAVAIRTURE o b
ely0]1 02, 1 2 0] e2e3,0] 2 1 1'37 ) 2'3) 2 ) 3 ) 3 3 901 e2e304,0] 2 3301 2 1 9

3

3 . 2 3 3 3 3
13 3¢ 04 4 EB 3¢ 04 1214 2¢ #4 20\[3 2e98 4 III 4 1v3 19904
°1 2044501 2 981 581 o4, 1 ]'3 4 3 1 1 e4, 1 2'3 4 2 2 4, 2
2 2
2 5 2 i 1 9 Is 2 2 2 L2 12 i
18 02 1W4 El 14 24 Ez 2¢ 24 19983 1% p2 1 18 #3 1 2¢ #3 2 3 3 3
3 e4, 3 543 4, 3 9%3 4, 3 4 4 5 %4, 4 4 4 4 4 %4 5¢%4 -

Nous proposons d’étudier cet ensemble G. Pour cela, nous introduisons deux opérateurs de greffes
BT et B™, a partir desquels nous proposons une construction de I’ensemble G. Nous donnons différentes
propriétés combinatoires sur G. Ceci nous permet en particulier de démontrer que I’algébre B> = K|[G]
est une algébre de Hopf (proposition 93) et de calculer sa série formelle. Toujours avec les opérateurs
BT et B~, nous construisons une suite croissante (Gi)i>1 de sous-ensemble de G. Nous prouvons a la

i

proposition 96 que pour tout entier i > 1, B* = K[G’] est une algébre de Hopf et on obtient ainsi un
"dévissage" de 1’algébre de Hopf B> avec les inclusions B! C ... C B C Bit! C ... C B~.
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Nous construisons ensuite & ’aide des opérateurs BT et B~ un ensemble d’arbres ordonnés T contenant
les arbres de G. Voici les arbres de T de degrés en sommets < 4 :

2 g2 41 3 2 3 1 2 2 13
IR TREAVANEVA {3 il 12 12 2pe 1424 e 2pd e 3pd 2qpd
1 17121 1 2 9%1 583 54¢3 3 1 3 2 3 3 1, 1

3 2 2 1 2

3 13 15 2403 2403 11 1gp3 [3 p2 }5 02 12! 12 2

4 1 4 4 4 1 3 2 3 3 1 183 1 2 2¢83 1 3 1e983
1y 2 901 1 4 »%4 4 %4 4 %4 4 4 4 4 4

On démontre a la proposition 99 que B = K][T] est une algeébre de Hopf et on donne sa série formelle.
On munit B d’une structure de bialgébre dupliciale dendriforme (voir [Foi07, Foil2, Lod08]). En utilisant
les résultats de [Foil2], nous en déduisons que B est colibre et auto-duale. D’autre part, on définit sur
I’algébre B deux greffes a gauche et a droite de sorte que B est une algébre bigreffe. On démontre enfin
au théoréme 115 qu’elle est engendrée comme algébre bigreffe par I'unique arbre de degré 1.

La rédaction de la thése suit 'ordre des résultats décrits ci-dessus. Le chapitre 1 est consacré a des
rappels sur les algebres de Hopf de foréts (enracinées, enracinées planes, ordonnées et ordonnées en tas).
On rappelle aussi la construction de FQSym?P et de Sh”.

Dans le chapitre 2, nous introduisons les algébres de Hopf des foréts préordonnées H,,, et préordonnées
en tas Hp,p,. Nous rappelons la construction de WQSym™ et nous construisons un morphisme d’algébres
de Hopf de H,,, dans WQSym*. Par ailleurs, on définit le coproduit de contraction dans le cas commutatif
et non commutatif. On décrit enfin les morphismes d’algébres de Hopf de Hox ou Cog dans Sh” ou
Csh”.

Nous nous intéressons dans le chapitre 3 aux algebres bigreffes. Nous décrivons 1’algébre bigreffe libre
a un générateur Hpg. On calcul I'opérade duale de I'opérade bigreffe et on prouve de plus qu’elle est
Koszul. On prouve enfin que (Ass, BG, L) est un bon triplet d’opérades.

Dans le dernier chapitre, nous étudions des algébres de Hopf de foréts ordonnées BY, B® et B
construites & partir de deux opérateurs de greffes BT et B~. Nous prouvons que B est une algébre
de Hopf colibre et auto-duale. Enfin, on muni B d’une structure d’algeébre bigreffe et on prouve qu’elle
est engendrée par un seul générateur comme algébre bigreffe.



Notations

Tout les espaces vectoriels, les algébres et les cogébres sont définis sur un corps K de caractéristique
nulle. Etant donné un ensemble X, nous noterons par K (X) 'espace vectoriel engendré par X. Pour tout
espaces vectoriels V et W, V ® W désignera le produit tensoriel de V par W sur K.

Soit m un entier naturel. On note 3, le groupe symétrique d’ordre n (X9 = {1}) et ¥ 'union disjointe
des X, pour tout n > 0.

Soit V = @ V,, un K-espace vectoriel gradué. Nous notons V& = @ V.© le dual gradué de V. Si H
n=0 n=0

est une algébre de Hopf graduée, H® est aussi une algébre de Hopf.

Soient V' et W deux K-espaces vectoriels. On note 7 : VW — W ®V I'unique application K-linéaire,
appelée volte, telle que 7(v @ w) = w ® v pour tout vRw € V@ W.

Soit (A, A, ) une cogebre counitaire. Alors :
1. Ker(e) est I'idéal d’augmentation de A et on le notera (A)..
2. Soit 1 € A, non nul, tel que A(1) =1 ® 1. On note alors A le coproduit non counitaire défini par :

< | Ker(e) — Ker(e)® Ker(e),
A'{ a — Ala)—a®1l-1®a.

ix
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Chapitre 1

Hopf algebras of trees

Introduction

Ce chapitre est consacré a des rappels sur des algébres de Hopf de foréts. Nous introduisons ’algébre de
Hopf de Connes-Kreimer des foréts enracinées Hg & avec éventuellement des décorations sur les sommets.
Nous rappelons la définition du coproduit donné par des coupes admissibles sur les arrétes (voir [CK98,
Moe01] pour plus de détails). Nous donnons une version non commutative de I’algébre de Connes-Kreimer
construite & partir de foréts enracinées planes et notée HY ;- (voir [Foi02a, Foi02b, Hol03]). On rappelle
que Hg x et HEC i Vvérifient chacune une propriété universelle en cohomologie de Hochschild.

Avec un ordre total sur les sommets d’une forét, nous définissons 1’algébre de Hopf des foréts ordonnées
H,. En ajoutant en plus une condition de croissance, on obtient ’algébre de Hopf des foréts ordonnées en
tas Hy, (voir [FU10, GL90]). Par ailleurs, nous rappelons la construction de 1’algébre de Hopf FQSym?”
des fonctions quasi-symétriques éventuellement décorées (plus de détails dans [DHT02, MR95]). On donne
alors une description du morphisme d’algébres de Hopf de H, dans FQSym construit par L. Foissy et
J. Unterberger dans [FU10]. Enfin, a partir de FQSymD, nous donnons une construction de ’algébre de
Hopf Sh” des mots en I’alphabet D dont le produit est le produit de battage des mots et le coproduit
est la déconcaténation (voir [Hof00]).

Le chapitre est organisé comme suit : nous introduisons dans la premiére partie ’algébre de Hopf
de Connes-Kreimer HZ .. Dans une seconde partie, nous décrivons 1’algébre de Hopf HY ;- des foréts
enracinées planes. La derniére partie est consacrée aux algébres de Hopf H, et Hy, des foréts ordonnées
et ordonnées en tas. Nous donnons leurs constructions. Nous définissons FQSymD puis Sh”. Enfin nous
décrivons un morphisme d’algébre de Hopf entre H, et FQSym.

1.1 The Connes-Kreimer Hopf algebra of rooted trees

We briefly recall the construction of the Connes-Kreimer Hopf algebra of rooted trees [CK98]. A rooted
tree is a finite graph, connected, without loops, with a distinguished vertex called the root [Sta02]. We
denote by 1 the empty rooted tree. If T' is a rooted tree, we denote by Ry the root of T'. A rooted forest is a
finite graph F' such that any connected component of I is a rooted tree. The length of a forest F', denoted
I(F'), is the number of connected components of F. The set of vertices of the rooted forest F' is denoted by
V(F'). The vertices degree of a forest F', denoted |F|,, is the number of its vertices. The set of edges of the
rooted forest F is denoted by E(F'). The edges degree of a forest F', denoted |F|_, is the number of its edges.

Remark. Let F be a rooted forest. Then |F|, = |F|, + I(F).

Examples.
1. Rooted trees of vertices degree <5 :

cavivb oyl b vel v vl

2. Rooted forests of vertices degree < 4 :

EUUUUNE SUUUUE DU VA SUUUUNE SUUE B SR VONE SO {/ Y% .
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Let D be a nonempty set. A rooted forest with its vertices decorated by D is a couple (F,d) with F
a rooted forest and d : V(F) — D a map.

Examples. Rooted trees with their vertices decorated by D of vertices degree smaller than 4 :

c

..,a €D, 12, (a,b) € D2, "o b (a,b,¢) € D3

d ce od

.. a
gt At ot Y H ed) e D

Let Fy., be the set of rooted forests and Ff ,  the set of rooted forests with their vertices decorated
by D. We will denote by Ho g the K-vector space generated by Fy., and by Hg x the K-vector space
generated by IE‘EICK. The set of nonempty rooted trees will be denoted Ty, and the set of nonempty
rooted trees with their vertices decorated by D will be denoted ']I‘I?ICK. Hox and Hg K are algebras : the
product is given by the concatenation of rooted forests.

Let F' be a nonempty rooted forest. A subtree T' of F' is a nonempty connected subgraph of F. A
subforest Ty ... Ty of F is a product of disjoint subtrees T7,...,Tx of F. We can give the same definition
in the decorated case.

Examples. Consider the tree T' = {/ . Then :

— The subtrees of T are . (which appears 4 times), ! (which appears 3 times), V', i and {/ (which
appear once).
— The subforests of T are .., I . (which appear 6 times), ., ... (which appear 4 times), !, ! .. (which

appear 3 times) and V', E, ceen, Vo, E . I\/ (which appear once).

Let F be a rooted forest. The edges of F' are oriented downwards (from the leaves to the roots). If
v,w € V(F), we shall note v — w if there is an edge in F' from v to w and v — w if there is an oriented
path from v to w in F'. By convention, v — v for any v € V(F).

If F is a rooted forest and if v € V(F), then :

— h(v) is the height of v, that is to say the number of edges on the oriented path from v to the root

of T

— f(v) is the fertility of v, that is to say the cardinality of {w € V(F) | w — v}.

The height of a rooted forest F' is h(F') = max ({h(v), v € V(F)}). We shall say that a tree T is a corolla
if h(T) <1 and a ladder if, for all v € V(T) that is not a leaf, f(v) = 1.

Let v be a subset of V(F'). We shall say that v is an admissible cut of F', and we shall write v = V(F),
if v is totally disconnected, that is to say that v / w for any couple (v, w) of two different elements of
v. If v = V(F), we denote by Lea,,(F') the rooted subforest of F' obtained by keeping only the vertices
above v, that is to say {w € V(F), Jv € v, w — v}, and the edges between these vertices. Note that
v C Leay(F). We denote by Roo,(F) the rooted subforest obtained by keeping the other vertices and
the edges between these vertices.

In particular, if v = (), then Lea,(F) =1 and Roo,(F) = F : this is the empty cut of F. If v contains
all the roots of F', then it contains only the roots of F', Lea,(F) = F' and Roo,(F) =1 : this is the total
cut of F. We shall write v | V(F) if v is a nontotal, nonempty admissible cut of F.

Connes and Kreimer proved in [CK98| that He i is a Hopf algebra. The coproduct is the cut coproduct
defined for any rooted forest F' by :

Ao, (F)= > Leay(F)® Rooy(F)=F@1+1@F+ > Leay(F)® Rooy(F).
vV (F) v|=V (F)

For example :

AHCK(K[): {/®1+1®{/+.® Vitol+.0lt..0l+1.0..
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In the same way, we can define a cut coproduct on HEK. With this coproduct, HgK is also a Hopf
algebra. For example :

c

AHgK(bI\/a,d):”K/Ld ®1+1®’”de T A R T BN | SN RIS TR S

Hcx is graded by the number of vertices. We give some values of the number fHcx of rooted forests
of vertices degree n :

n |0[1]2|3[4]5]|6]| 7 | 8] 9] 10
Sex T1T1[2]4]9]20 48115286 | 719 | 1842
This is the sequence A000081 in [Slo].

We define the operator Boxk : Hox — He i, which associates, to a forest F' € He g, the tree obtained
by grafting the roots of the trees of F' on a common root.

Examples.
Bex(1) = . |Bek(..) = VY |Bek(eeo) = V | Beg(V) = Y
Box(s) = 1| Bex(1) = 1 | Beg(l.) = % Box() = i

It is show in [Moe01] that (Heok, Bok ) is an initial objet in the category of couples (A, L), where A
is a commutative algebra and L : A — A any linear operator. Explicitely, one has :

Theorem 1 Let A be a commutative algebra and let L : A — A be a linear map. Then there exists a
unique algebra morphism ¢ : Hox — A, such that ¢ o Bog = Lo ¢.

In particular, A, : Hox = Hox ® Heok is the unique algebra morphism such that

Algx ©Box = Borg @14+ (Id ® Bog) © Al -

1.2 Hopf algebras of planar trees

We now recall the construction of the noncommutative generalization of the Connes-Kreimer Hopf
algebra [Foi02a, Hol03].

A planar forest is a rooted forest F' such that the set of the roots of F' is totally ordered and, for any
vertex v € V(F'), the set {w € V(F) | w — v} is totally ordered. Planar forests are represented such
that the total orders on the set of roots and the sets {w € V(F) | w — v} for any v € V(F) is given
from left to right. We denote by T, ., the set of nonempty planar trees and Fgr, ., the set of planar
forests.

Examples.

1. Planar rooted trees of vertices degree <5 :

aviv b v vl b b e v e v v vyl

2. Planar rooted forests of vertices degree < 4 :

TUUUUUR SUUUUE DU SR VA8 SUUURIE SUNUE SUPEE JEL VASURER VI SUPE S8 S O 28 I\/ \/17 Y,% .

If v = V(F), then Lea,(F) and Roo,(F') are naturally planar forests. It is proved in [Foi02a| that
the space Hyc i generated by planar forests is a Hopf algebra. Its product is given by the concatenation
of planar forests and its coproduct is defined for any rooted forest F' by :

Ayer(F)= Y Leay(F)® Rooy(F)=F®@1+1®@F+ Y Leay(F)® Rooy(F).
vV (F) vl=V(F)
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For example :

{/'®1+1®{/'+.® Vitgl+.ol+0l+l.0.,

AHNCK(\/I) = \/I®1+1® 'VI r.oVilel+.0l+0l+.0®..

AHNCK ( {/ )

As in the nonplanar case, there is a decorated version HRC x of Hyoi. Moreover, Hyck is a Hopf
algebra graded by the number of vertices. The number fH~cx of planar forests of vertices degree n (equal
to the number of planar trees of vertices degree n + 1) is the n-Catalan number %, see sequence
A000108 of [Slo]. We have :

1—-+v1—-4x

1—+1—-4z
2 ’ ’

o (1.1)

THyex (I) = Fraycx (33) =

This gives :

n |o[1|2]3[4|5]6 | 7] 8 | 9 | 10
Samvex [T 11 2]5 (1442132429 | 1430 | 4862 | 16796

As in the commutative case, we define the operator Byck : Hyvex — Hyck, which associates, to a
planar forest F' € Hyo, the tree obtained by grafting the roots of the trees of F' (from left to right) on
a common root.

Examples.

Byex(1) = . Bryex(1) = b | Byew( 1) = v, Byex(l..) = Yy
Byer(s) = 1 Bnek(eer) = VYV | Byek(V) = \{ Byox(V.) = \</
Brox(es) = V| Byox(l.) = % Bryox() = f Byox(- V) = V

We have a noncommutative version of theorem 1 (see [Moe01]) :

Theorem 2 Let A be an algebra and let L : A — A be a linear map. Then there exists a unique
morphism ¢ : Hyox — A, such that ¢ o Byox = Lo ¢.

As in the commutative case, Apyox : Hvox = Hyox @ Hycox is the unique algebra morphism
such that

AHNCK o Bnyck = Bnexk @1+ (Id® BNCK) o AHNCK'

1.3 Ordered and heap-ordered forests

1.3.1 Construction

Definition 3 An ordered forest F is a rooted forest F' with a total order on V(F'). The set of ordered
forests is denoted by Fy, and the K-vector space generated by Fe, is denoted by H,.

Remarks and notations. If F' is an ordered forest, then there exits a unique increasing bijection
o:V(F)—{1,...,|F|,} for the total order on V(F).

Reciprocally, if F' is a rooted forest and if o : V(F) — {1,...,|F|,} is a bijection, then o defines a
total order on V(F') and F' is an ordered forest.

Depending on the case, we shall denote an ordered forest by F or (F, o).

Examples. Ordered forests of vertices degree < 3 :

o= W
oo

3 2
2 1 3 2 3 1 2 1 2803 13 12 Ez i? I
1,01,o1~2,Il,Iz,o1~203,o1127-113,11-2,-2I3,11-3712~37 1, Y2, V3,471,061,
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Let (F,o%) and (G,0%) be two ordered forests. Then the rooted forest F'G is also an ordered forest
(FG,a"%) where

VIO)UV(G) — {L,...|F[,+]G[,}
of¢ =6 20 aeV(F) — of(a) (1.2)
a€V(G) — o%a)+|F|,.

In other terms, we keep the initial order on the vertices of F' and G and we assume that the ver-
tices of F' are smaller than the vertices of G. This defines a noncommutative product on the set of
ordered forests. For example, the product of ., and I? gives ., 13 = 13.,, whereas the product of 13
and ., gives !5 .5 = .5 13 . This product is linearly extended to H,, which in this way becomes an algebra.

H, is graded by the number of vertices and there is (n + 1)"~! ordered forests in vertices degree n,
see sequence A000272 of [Slo].

If F is an ordered forest, then any subforest G of F' is also ordered : the total order on V(G) is the
restriction of the total order of V(F'). So we can define a coproduct Ay, : H, — H, ® H, on H,, in the
following way : for all F' € Fyy_,

Am,(F)= > Leay(F)® Rooy(F).
vl=V (F)

For example,

1 1

1 1
AHD(%;S):“I\/;B ®1+1®4{f23 rae Vel ra el faael tlne.,.
With this coproduct, H, is a Hopf algebra.

Definition 4 [GL90] A heap-ordered forest is an ordered forest F' such that if a,b € V(F'), a # b and
a —» b, then a is greater than b for the total order on V(F). The set of heap-ordered forests is denoted by

Fy,,.

Examples. Heap-ordered forests of vertices degree < 3 :

3
2 3 3 2 2%/3 £2
1u'17°1-27I17-1-2-37-1127-2:17-311,.\/1 s o1 -

Definition 5 A linear order on a nonempty rooted forest I is a bijective map o : V(F) — {1,...,|F|,}
such that if a,b € V(F) and a - b, then o(a) > o(b). We denote by O(F') the set of linear orders on the
nonempty rooted forest F.

Remarks. If (F,0) is a heap-ordered forest, then the increasing bijection ¢ : V/(F') — {1,...,|F|,}
is a linear order on F'. Reciprocally, if F is a rooted forest and o € O(F'), then o defines a total order on
V(F) such that (F, o) is a heap-ordered forest.

If F and G are two heap-ordered forests, then F'G is an ordered forest with (1.2) and also a heap-
ordered forest. Moreover, any subforest G of a heap-ordered forest F' is also a heap-ordered forest by
restriction on V(G) of the total order of V' (F'). So the subspace Hp, of H, generated by the heap-ordered
forests is a graded Hopf subalgebra of H,,.

The number of heap-ordered forests of vertices degree n is n!, see sequence A000142 of [Slo].

Remarks.

1. A planar forest can be considered as an ordered forest by ordering its vertices in the "north-west"
direction, that is to say from bottom to top and from left to right (this is the order defined in [Foi02a]
or given by the Depth First Search algorithm). This defines an algebra morphism ¢ : Hycx — H,.
For example :

3
NAVA o2 Vi %, e
(1.3)
9, N

v
vl e | oot |1 Y Yy



6 CHAPITRE 1. HOPF ALGEBRAS OF TREES

2. Reciprocally, an ordered forest is also planar, by restriction of the total order to the subsets of
vertices formed by the roots or {w € V(IF) | w — v}. This defines an algebra morphism ¢ : H, —
Hycok. For example :

: ]
.12 .1 L1 . 3{1;1:‘; NS,

P

o — . : L . (1.4)

el vivwe S vy v e Yy

Note that ¢ o ¢ = Idp ., therefore ¢ is surjective and ¢ is injective. 1) and ¢ are not bijective (by
considering the dimensions).

Moreover ¢ is a Hopf algebra morphism and its image is included in Hp,. 9 is not a Hopf algebra
2

morphism : in the expression of (¥ ® ¥) o Ag, (.3 Ei ) we have the tensor !. ® . and in the expression
2

of AHyex ©¥(es E}L ) we have the different tensor . ! ® .. By cons, the restriction of ¢ to Hp, is a Hopf
algebra morphism.

In the following, we consider Hycx as a Hopf subalgebra of Hy, and H,.

1.3.2 Hopf algebra of permutations

Notations.

1. Let k, [ be integers. A (k,[)-shuffle is a permutation ¢ of {1,...,k+(}, such that {(1) < ... < (k)
and ((k+1) <...<{(k+1). The set of (k,[)-shuffles will be denoted by Sh(k,).

2. We represent a permutation o € 3, by the word (c(1)...0(n)).
For example, Sh(2,1) = {(123), (132), (231)}.

Remark. For any integer k, [, any permutation o € X, can be uniquely written as eo(o1 ®03), where
o1 € 3k, 03 € Xy, and € € Sh(k,l). Similarly, considering the inverses, any permutation 7 € X4, can be
uniquely written as (11 ®2)o(~1, where 11 € ¥y, 7o € 3, and ¢ € Sh(k,l). Note that, whereas € renames
the numbers of each lists (o(1),...,0(k)), (o0(k +1),...,0(k + 1)) without changing their orderings, (!
shuffles the lists (7(1),...,7(k)), (r(k+1),...,7(k+1)). For instance, if k = 4, ] = 3 and o = (5172436)
then

e 0 =co (0] ®0g), with e = (1257346) € Sh(4,3), o1 = (3142) € ¥4 and o2 = (213) € X3,

e 0= (1 ®7) o (!, with 7y = (1243) € X4, 7» = (132) € 3 and ¢ = (2456137) € Sh(4,3).

We here briefly recall the construction of the Hopf algebra FQSym of free quasi-symmetric functions,
also called the Malvenuto-Reutenauer Hopf algebra [DHT02, MR95]. As a vector space, a basis of FQSym
is given by the disjoint union of the symmetric groups 3, for all n > 0. By convention, the unique element
of ¥y is denoted by 1. The product of FQSym is given, for 0 € ¥, 7 € 3, by :

oT = Z (c®@T1)o¢
ceSh(k,)

In other words, the product of ¢ and 7 is given by shifting the letters of the word representing 7 by k,
and then summing all the possible shufflings of this word and of the word representing o. For example :

(123)(21) = (12354) + (12534) + (15234) + (51234) + (12543)
+(15243) + (51243) + (15423) + (51423) + (54123).

Let 0 € ¥,,. For all 0 < k < n, there exists a unique triple (ng), oék), ek> € Xk XXk x Sh(k,n—k)

such that o = ¢ o (0’§k) ® Jék)>. The coproduct of FQSym is then defined by :

n

n
Arqsym(0) = Z ‘7519) ® Uék) = Z Z 01 ® 0.
k=0

k=0 oc=e€0(01®02)
e€Sh(k,n—k),01€X,020€Z
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Note that O’;k) and Jék) are obtained by cutting the word representing o between the k-th and the (k+1)-
th letter, and then standardizing the two obtained words by the following process. If v is a words of length
n whose the letters are distinct integers, then the standardizing of v, denoted Std(v), is the word obtained
by applying to the letters of v the unique increasing bijection to {1,...,n}. For example :

Arqsym((41325)) = 1® (41325) + Std(4) ® Std(1325) 4+ Std(41) ® Std(325)
+S5td(413) ® Std(25) + Std(4132) ® Std(5) + (41325) ® 1
= 1®(41325)+ (1) ® (1324) + (21) ® (213)
+(312) ® (12) + (4132) @ (1) + (41325) ® 1.
)

Then FQSym is a Hopf algebra. It is graded, with FQSym(n) = Vect(X,,) for all n > 0.

It is also possible to give a decorated version of FQSym. Let D be a nonempty set. A D-decorated
permutation is a couple (o,d), where ¢ € ¥,, and d is a map from {1,...,n} to D. A D-decorated
permutation is represented by two superposed words (3!::5"), where (aj ...a,) is the word representing
o and for all 4, v; = d(a;). The vector space FQSym? generated by the set of D-decorated permutations

is a Hopf algebra. For example, if z,y,2,t € D :

GE)-() = G0+ (G + (Y + (519),
Brasyme ((E30) = () o1+ (@) e ()+@)e G+ (e (3 +10 (5.

In other words, if (0,d) and (7,d’) are decorated permutations of respective degrees k and [ :
(d)(rd)= 3 (c@n)elded),
CESh(k,L)

where d ® d’ is defined by (d®@ d')(i) =d(i) if 1 <i<kand (d®d)(k+j)=d(j)if1<j <L 1If (0,d)
is a decorated permutation of degree n :

AFQSymD ((U’ d)) = Z Z (017 d/) ® (UQa d”)v

k=0 oc=e€o(01®02)
eGSh(k,l),m 62k702621

n

where d = (d @ d") o e L.
In some sense, a D-decorated permutation can be seen as a word with a total order on the set of its
letters.

We can now define the shuffle Hopf algebra Sh” (see [Hof00, Reu93]). A D-word is a finite sequence
of elements taken in D. It is graded by the degree of words, that is to say the number of their letters. As
a vector space, Sh? is generated by the set of D-words.

The surjective linear map from FQSym? to Sh?”, sending the decorated permutation ($!::5") to the
D-word (v; ...v,), define a Hopf algebra structure on Sh? -
— The product W of Sh” is given in the following way : if (v1...vx) is a D-word of degree k,
(Vg1 - - Ug41) is a D-word of degree [, then

(’Ul...’Uk)LU('Uk+1...’Uk+Z) = Z Uc—l(l)...vc—l(k+l).
¢eSh(k,l)
— The coproduct Ag,o of Sh” is given on any D-word w = (v ...v,) by

n

Agpo(w) = (01...0:) @ (Vig1 ... vn).

=0

Examples.

1. If (v1v9v3) and (v4vs) are two D-words,
(Ulvgvg) LU(’U41J5) = (’1)11]21}3’04’1}5) + (U1U2’U4U3U5) + (U102U4U5U3) + (’01’1)41]21)3’05)
+(v1v4v205v3) + (V1V4V5V2V3) + (V4V1V2V3V5) + (V4V1V2V5V3)

+(U41)1’U5’021}3) + (1)4115’011)21)3).
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2. If (vivgu3vy) is a D-word,

AShD((U1v2U3U4)) = (v1v2v31}4) ®1+ (vlv2v3) ® (1;4) + (Ulvg) ® (v3v4)
+(v1) ® (v2v3v4) + 1 ® (V1vaV3Vy4).

There is a link between the algebras H,, Hp,, and FQSym given by the following result (see [FU10]) :

Proposition 6 1. Let n > 0. For all (F,0) € Fu,, let Sp be the set of permutations 0 € ¥,, such
that for all a,b € V(F), (a — b) = (0= (o(a)) < 07 1(c(b))). Let us define :
H, — FQSym

©:y FeFu, — Y 0.
eSSk

Then © : H, — FQSym is a Hopf algebra morphism, homogeneous of degree 0.
2. The restriction of © to Hy, is an isomorphism of graded Hopf algebras.



Chapitre 2

Preordered forests and Hopf algebras of
contractions

Introduction

Nous introduisons dans ce chapitre la notion de foréts préordonnées. Un préordre est une relation
binaire réflexive et transitive. Une forét préordonnée est une forét enracinée avec un préordre total sur
ces sommets. Nous prouvons que l’algébre des foréts préordonnées Hy,, est une algébre de Hopf pour le
coproduit de coupes. Avec une condition de croissance, on définit ’algébre des foréts préordonnées en tas
Hj,;,, et on prouve que Hp,, est une sous-algébre de Hopf de H,.

Dans [NTO06], J.-C. Novelli et J.-Y. Thibon construisent une généralisation de FQSym : algébre
de Hopf WQSym* des mots tassés. Nous prouvons un résultat similaire a celui de L. Foissy et J.
Unterberger (voir [FU10]) en remplagant les foréts ordonnées par les foréts préordonnées et les fonctions
quasi-symétriques par les mots tassés. Plus précisément, on prouve qu’il existe un morphisme d’algébres
de Hopf de H,, dans WQSym*. De plus, nous montrons que sa restriction & Hjyy, est une injection
d’algébres de Hopf.

Ensuite, nous étudions un nouveau coproduit, appelé ici coproduit de contraction. Dans [CEFM11],
D. Calaque, K. Ebrahimi-Fard et D. Manchon définissent ce coproduit dans un cas commutatif, sur un
quotient Cox de Hege (voir aussi [MS11]). Nous donnons une version décorée CZ. de Cc . On définit
deux opérations Y et > sur l'espace vectoriel T2, de base les arbres de CZ . Nous introduisons la
notion d’algébre commutative pré-Lie : (A4, Y, >) est une algébre commutative pré-Lie si (A, Y) est une
algébre commutative, si (A, >>) est une algébre pré-Lie et si, pour tout z,y,z € A,

x> (yYz)=(x>y)Yz+(x>2)Yy.

On prouve alors que (Tg % Y, >) est une algébre commutative pré-Lie engendrée par les arbres I¢ , d € D.

Nous construisons une version non commutative de Cog. Pour cela, nous considérons des quotients
de Hycr, Hpo, Ho, Hypo, Hyo, notés respectivement Cycr, Cho, Co; Chpo, Cpo, et nous définissons
sur ces quotients un coproduit de contraction. Nous prouvons que Cp,, C,, Chypo, Cpo sont des algébres
de Hopf et que Cycx est un comodule & gauche sur 'algébre de Hopf Cy,.

Enfin, nous étudions les morphismes d’algébres de Hopf de HZ;; ou CZ,, dans I’algébre de Hopf Sh?
des battages ou dans l'algebre de Hopf Csh” des battages contractants (voir [Hof00]). Nous donnons
une description combinatoire de ces morphismes dans chacun des cas. Pour les morphismes de Hg x dans
Sh” ou Csh”, on remarque en particulier que le coproduit de contraction et les foréts préordonnées
apparaissent naturellement.

Le chapitre est organisé comme suit : la premiére partie est consacrée a la définition des algébres H,,,
et Hj,, des foréts préordonnées et préordonnées en tas et nous prouvons que ce sont des algébres de
Hopf. Nous rappelons la définition de 1’algébre de Hopf WQSym* des mots tassés et nous construisons
un morphisme d’algébres de Hopf de H,, dans WQSym*. Dans une seconde partie, nous introduisons
un nouveau coproduit, le coproduit de contraction. Nous décrivons le cas commutatif (...et nous étudions
une opération d’insertion...). Nous donnons une version non commutative utilisant les foréts ordonnées
et préordonnées. Nous étudions dans la derniére partie les morphismes d’algébres de Hopf de Hg K ou
CZ dans Sh” ou Csh? et nous donnons une description combinatoire de ces morphismes dans chacun
des cas.
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2.1 Preordered forests

2.1.1 Preordered and heap-preordered forests

A preorder is a binary, reflexive and transitive relation. In particular, an antisymmetric preorder is
an order. A preorder is total if two elements are always comparable. We introduce another version of
ordered forests, the preordered forests.

Definition 7 A preordered forest F is a rooted forest F with a total preorder on V(F). The set of
preordered forests is denoted by Fr,, and the K-vector space generated by Fy1,, is denoted by Hy,.

Remarks and notations.

1. Let F' be a preordered forest. We denote by < the total preorder on V(F'). Remark that the
antisymmetric relation "z < y and y < z" is an equivalence relation denoted by R and the quotient
set V(F)/R is totally ordered. We denote by ¢ the cardinality of this quotient set. Let & be the
unique increasing map from V(F)/R to {1,...,q}. There exists a unique surjection o : V(F) —
{1,..., ¢}, compatible with the equivalence R, such that the induced map on V(F)/R is 7. In the
sequel, we shall note ¢ = max(F') (and we have always ¢ < |F|,).

Reciprocally, if F' is a rooted forest and if o : V(F) — {1,...,¢q} is a surjection, ¢ < |F|,, then o
define a total preorder on V(F') and F' is a preordered forest.

As in the ordered case, we shall denote a preordered forest by F or (F, o).

2. An ordered forest is also a preordered forest. Conversely, a preordered forest (F, o) is an ordered
forest if |F|, = max(F).

Examples. Preordered forests of vertices degree < 3 :

1 2 1 1 2 1 2 3 2

1 g2
1 12 1 13 1 12 EEEA VAR VAIE VAN VARV AN VANELVATELVA El El
e2d1,028T,0282,0248T ;02d3,0381 50342, Y1, V1, No , Ny, Np o Np N, Vg 41,471,

Let (F,o) and (G,0%) be two preordered forests with of" : V(F) — {1,...,q}, 0% : V(G) —
{1,...,7}, ¢ = max(F) and r = maz(G). Then FG is also a preordered forest (FG,o"%) where

VIF)UV(G) — {1,...,q+r}
ofC =ot 09 a€V(F) — of(a) (2.1)
acV(G) ~ o%a)+q

In other terms, we keep the initial preorder on the vertices of F' and G and we assume that the vertices of F
are smaller than the vertices of G. In this way, we define a noncommutative product on the set of preorde-

red forests. For example, the product of I$., and " gives 13 ., V.7, whereas the product of "V\* and

9., gives 'Vi* 15 ... Remark that, if F and G are two preordered forests, max(FG) = max(F)+max(G).
This product is linearly extended to H,,, which in this way becomes an algebra, gradued by the number
of vertices.

Remark. The formula (2.1) on the preordered forests extends the formula (1.2) on the ordered forests.

We give some numerical values : if f, *° is the number of preordered forests of vertices degree n,

n |0|1]2]3] 4] 5
fare 1] 1] 5] 38| 424 | 6284

These numerical values were calculated with the software Mupad.
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If F is a preordered forest, then any subforest G of F' is also preordered : the total preorder on V(G)
is the restriction of the total preorder of V(F'). So we can define a coproduct AH,,,, :Hpo = Hyo @ Hy,
on H,, in the following way : for all F' € Fy

po’?

Z Leay,(F) ® Roo,(F).
vEV(F)

For example,

1 1
A, ("’I\z R/ ®1+1®{f tae Vel +ael L0l L.
With this coproduct, H,, is a Hopf algebra. Remark that H, is a Hopf subalgebra of H,.

Definition 8 A heap-preordered forest is a preordered forest F such that if a,b € V(F), a # b and
a —» b, then a is strictly greater than b for the total preorder on V(F). The set of heap-preordered forests
is denoted by Fu,,,

Examples. Heap-preordered forests of vertices degree < 3 :

2 2 3 2 2,2 2 fz
17'17'1-13-1'2;Il7'1'1'17'1'1'27'1'2'27'1'2'37'1Il;'1127'2I 9 2117 3117 .vl 7\[1 )y o1

Definition 9 Let F' be a nonempty rooted forest and q an integer < |F| . A linear preorder is a
surjection o : V(F) — {1,...,q} such that if a,b € V(F), a #b and a - b then o(a) > o(b). We denote
by O,(F') the set of linear preorders on the nonempty rooted forest F.

Remarks. If (F, o) is a heap-preordered forest, the surjection o : V(F) — {1,...,max(F)} is a linear
preorder on F'. Reciprocally, if F' is a rooted forest and o € O,(F'), then o define a total preorder on
V(F) such that (F,o) is a heap-preordered forest.

If F and G are two heap-preordered forests, then F'G is also heap-preordered. Moreover, any subfo-
rest G of a heap-preordered forest F' is also a heap-preordered forest by restriction on V(G) of the total
preorder of V(F'). So the subspace Hj,, of H,, generated by the heap-preordered forests is a graded
Hopf subalgebra of Hp,.

We give some numerical values : if f;, "** is the number of preordered forests of vertices degree n,

no|ol1]2]3]4]5
gt |1 1] 3] 12 64 | 428

These numerical values were also calculated with the software Mupad.

We have the following diagram

Hycx© H),C Hf (2:2)
thoc—> Hpo

where the arrows < are injective morphisms of Hopf algebras (for the cut coproduct).

2.1.2 Hopf algebra of packed words and quasi-shuffles
Recall the construction of the Hopf algebra WQSym™* of free packed words (see [NT06]).

Notations.
1. Let n > 0. We denote by Surj, the set of maps o : {1,...,n} — N* such that o({1,...,n}) =
{1,...,k} for some k € N. In this case, k is the maximum of o and is denoted by max(c) and n is

the length of o. We represent the element o of Surj, by the packed word (o(1)...c0(n)).
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2. Let k,l be two integers. A (k,1)-surjective shuffle is an element e of Surjii; such that e(1) < ... <
e(k) and e(k+1) < ... < e(k+1). The set of (k,[)-surjective shuffles will be denoted by SjSh(k,1).
For example, SjSh(2,1) = {(121), (122), (123), (132), (231)}.

Let v be a word such that the letters occuring in v are integers a; < as < ... < ag. The pa-
cking of v, denoted by pack(v), is the image of letters of v by the application a; +— i. For example,
pack((22539)) = (11324), pack((831535)) = (421323).

Remark. Let k,I be two integers and o € Surjri;. We set pr, = max(pack((c(1)...0(k)))) and
qr = max(pack((o(k+1)...0(k+1!)))). Then o can be uniquely written as eo (o1 ® 03), where o1 € Surjy,
o9 € Surj;, and € € SjSh(pk, qr). For instance, if k = 4,1 = 3 and o = (2311223) then py = 3, g4 = 2
and 0 = eo (01 ® 02) with e = (12323) € SjSh(3,2), o1 = (2311) € Surjs and o2 = (112) € Surjs.

As a vector space, a basis of WQSym* is given by the disjoint union of the sets Surj,, for all n > 0.
By convention, the unique element of Surjy is denoted by 1. The product of WQSym* is given, for
o € Surjg and T € Surj, by :

o.T = Z (c@T7)o(¢ L.
CeSh(k,l)

In other words, as in the FQSym case, the product of o and 7 is given by shifting the letters of the word
representing 7 by k, and summing all the possible shuffings of this word and of the word representing o.
For example :

(112)(21) = (11243) + (11423) + (14123) + (41123) + (11432) + (14132)
+(41132) + (14312) + (41312) + (43112)

Let 0 € Surj,. For all 0 < k < n, there exists a unique triple (Jgk),aék),ek) € Surji X Surj,_ X

SjSh(pk,qx) such that o = ¢ o (ng) ® oék)) The coproduct of WQSym* is then given by :

Awqsym+(0) = Z Uik) ® Uék) = Z Z o1 ® o9.
k=0

k=0 o-:so(al ®a’2)
e€SjSh(pk,qr),01E€ESUT)K,02ESUTfr 1

Note that a%k) and Jék) are obtained by cutting the word representing o between the k-th and the
(k + 1)-th letter, and then packing the two obtained words. For example :

Awgsym-((21132)) = 1® (21132) + pack((2)) ® pack((1132)) + pack((21)) ® pack((132))
+pack((211)) ® pack((32)) + pack((2113)) ® pack((2)) + (21132) ® 1
= 1®(21132) + (1) ® (1132) + (21) ® (132) 4+ (211) ® (21)
+(2113) ® (1) + (21132) ® 1.
Then WQSym* is a graded Hopf algebra, with WQSym*(n) = Surj, for all n > 0. We give some
numerical values : if fWQSY m” s the number of packed words of length 7, then
no lof1l2[3 4] 5] 6 | 7
fvQsym™ 11131375 | 541 | 4683 | 47293
These is the sequence A000670 in [Slo].

WQSym* is the gradued dual of WQSym, described as follows. A basis of WQSym is given by the
disjoint union of the sets Surj,. The product of WQSym is given, for o € Surji, T € Surj, by :

o.T = Z ¥

Y=Y Y+
pack(y1...7x)=0, pack(Ye+1.--Ye+1)=T

In other terms, the product of ¢ and 7 is given by shifting certain letters of the words representing o and
7 and then summing all concatenations of obtained words. For example :

(112)(21) = (11221) + (11321) + (22321) + (33421) + (11231) + (22331) + (22431)
+(11232) + (11332) + (11432) + (22341) + (11342) + (11243)
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If 0 € Surj,, then the coproduct of WQSym is given by :

Awqsym(0) = Z |11,k @ Pack(0|e11,maz(0)]))s
0<k<maz(o)

where 0|4 is the subword obtained by tacking in o the letters from the subset A of [1,max(c)]. For
example :
Awaqsym((21312245)) = 1 ® (21312245) + (11) ® pack((232245)) + (21122) ® pack((345))
+(213122) ® pack((45)) + (2131224) @ pack((5)) + (21312245) ® 1
= 1®(21312245) + (11) ® (121134) + (21122) ® (123)
+(213122) ® (12) + (2131224) @ (1) + (21312245) ® 1.
Then WQSym is a Hopf algebra.

We give a decorated version of WQSym. Let D be a nonempty set. A D-decorated surjection is
a couple (o,d), where o € Surj, and d is a map from {1,...,n} to D. As in the FQSymD case, we
represent a D-decorated surjection by two superposed words (51:::6"), where (a; .. .ay,) is the packed word
representing o and for all 4, v; = d(i). The vector space WQSym?” generated by the set of D-decorated

surjections is a Hopf algebra. For example, if z,y,z,t € D :
G).() = () + (HR) + () + (22 + (29).
Awasym? ((Goz1)) = (Gzxt) @ 1+ (D @ (37) + (Gaz) @ () + 1 © (Fa:1) -
In other words, if (0,d) and (7,d’) are decorated surjections of respective degrees k and [ :

(0,d).(r,d") = > (v,d®d),

Y=Y1- V41
pack(y1...Yk)=0, pack(Vk+1--Yet+1)=T

where d ® d’ is defined by (d®@ d')(i) =d(i) if 1 <i<kand (d®d)(k+j)=d(j)if 1 <j<IIf (0,d)
is a decorated surjection of degree n :

AWQSymD ((07 d)) = Z (G|[l7k]a d/) ® (0|[k+1,max(0)] s d//)-
0<k<max(o)
where d’ and d take the same values on o~ 1({1,...,k}) and d” and d take the same values on o~ *({k +

1,...,max(0)}).
In some sense, a D-decorated surjection can be seen as a packed word with a preorder on the set of
its letters.

Suppose that D is equipped with an associative and commutative product [-, ] : (a,b) € D? — [ab] € D.
: : k)
We define by induction [-,]*" :

[.7.](0) = Id, [.’,](1) =[] and [.,,](k) _ [.7 [.,.](k—l)} .

We can now define the quasi-shuffle Hopf algebra Csh? (see [Hof00]). Csh? is, as a vector space,
generated by the set of D-words.

Let ¢ be the surjective linear map from WQSym? to Csh? defined, for (o, d) a decorated surjection
of maximum k, by ¢((0,d)) = (w1 ... wy) where w; = [d(i1). ..d(ip)](p) with o7(j) = {i1,...,ip}. For
instance,

¢ ((fzzvan) = ([22] [yw] v [tu])

Notations. Let &, be integers. A (k,[)-quasi-shuffle of type r is a surjective map ¢ : {1,...,k+1} —»
{1,...,k+1—r} such that

{ C(1) < ... < C(k),
Ck+1)<...<C(k+1).

Remark that (~!(j) contains 1 or 2 elements for all 1 < j < k +1 — r. The set of (k,[)-quasi-shuffles of
type r is denoted by Csh(p, q,r). Remark that C'sh(k,l,0) = Sh(k,l).

¢ define a Hopf algebra structure on Csh” :
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~ The product H of Csh” is given in the following way : if (vy...v;) is a D-word of degree k,
(Vk41 - .- Vg41) is a D-word of degree I, then

(1}1 ...vk)H(ka...ka) = Z Z (wl...wkﬂ,r),

r>0¢eCsh(k,l,r)
where w; = v; if (71(j) = {i} and w; = [v;,v,] if C71(j) = {i1, i}
— The coproduct Agg,r of Csh” is given on any D-word v = (v; ... v,) by

n

Acenr(v) =Y (01...0:) @ (Vig1 ... vn).

=0

This is the same coproduct as for Sh”.

Example. If (v1v2) and (v3v4) are two D-words,

(vv9)EH (v3vy) = (v1v2v304) + (V1V3V204) + (V3V1V2V4) + (V1V3V4V2)
+(v3v1v402) + (V3V4V1V2) + (V1 [V2v3] va) + ([V1V3] V2v4)

+(v1v3 [v2v4]) + (v3 [v1va] v2) + ([V103] [V204])

2.1.3 A morphism from H,, to WQSym*

In this section, we give a similar result of proposition 6 in the preordered case.

Definition 10 Let (F,0) be a nonempty preordered forest of vertices degree n and T € Surj,. Then
we denote by S?F o) the set of bijective maps ¢ : V(F) — {1,...,n} such that :

1. ifv e V(F), then o(v) = 7(p(v)),
2. if v, € V(F), v' — v, then o(v) > p(v').

Remark.
L. If max(F) # max(r), then S7, ) = 0.

2. Let F,G € Fy,,, |F|, =k, |G|, = L. If o1 : V(F) — {1,...,k} and ¢ : V(G) — {1,...,1}
are two bijective maps and ¢ € Sh(k,l), then ¢ o (1 ® ¢2) : V(FG) — {1,...,k + [}, where
p1 ® g is defined in formula (1.2), is also a bijective map. Similary, considering a bijective map
v: V(FG) = {1,...,k +1} and ¢ € Sh(k,l). Then ¢ can be uniquely written as ¢ o (¢1 ® ¢2),
where 1 : V(F) — {1,...,k} and ¢3 : V(G) — {1,...,1} are two bijective maps.

Theorem 11 Let us define :

H,, — WQSym*
®:4q (F,o)€Fu, ~ Z card(S{p, ) T- (2.3)

TESUT]|F|,
Then ® : Hy, — WQSym™ is a Hopf algebra morphism, homogeneous of degree 0.

Examples.
— In vertices degree 1 : ®(.,) = (1).
— In vertices degree 2 :

D(erer) =2(11),  ®(eren)=(12)+(21), D(13) = (ab).

— In vertices degree 3 :

B(ererer) = 6(111) B(12.,) = (212)+2(221)
VL) = (122)4+(212)  B(..15) = (213)+(123) + (132)
aft) = (231) B, 12) = (123)+ (213) + (231)
o(*\Vi*) = 2(221) Bererez) = 2[(112) + (121) + (211)]
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Proof. Obviously, ® is homogeneous of degree 0. Let (F,o"),(G,0%) € Fn,,, |F|, =k, |G|, =l and
T € Surjpi;. T can be uniquely written as 7 = (1, ®79) o~ with 7y € Surjy, 72 € Surj; and ¢ € Sh(k,1).

Let ¢ € S{pg ,rc)- Then ¢ can be uniquely written as ¢ o (1 ® p2) with ¢y : V(F)—={1,...,k} and
w2 : V(G) — {1,...,1} two bijective maps.
1. (a) If v € V(F), then
o) = 0" (v) = 7(p(v)) = (m @ T2) 0 ("o (o (p1 ® p2)(v) = 1 (1 (v)).
Note that with this equality, we also have that max(F') = max(ry).
(b) If v € V(G), then
o7 (v) = T(p(v)) = (M @ 12) 0 (" 0 Co (91 ® p2)(v)
T2(p2(v)) + max(7y).
As max(F) = max(71), 0% (v) = mo(p2(v)).
2. (a) fv" »vin F, then v' - v in FG, so :

o%(v) + max(F)

ev) > @)
Colp1®p2)(v) > (Col(p1®epa)(v')
C(p1(v)) = C(pa(v)
p1(v) = @V,
as ( is increasing on {1,...,k}.
(b) If v/ - v in G, then v — v in F@, so :
pv) = o)
Colp1®@p2)(v) = Col(p1®epa)(v')
Ck+@a(v) > C(k+w2(v)))
p2(v) > pa(V),

as ( is increasing on {k +1,...,k+1}.
So ¢y € SE«“,JF) and g € SE&UG).

Conversely, if ¢ = (o (p1 ® ), with @1 € S&UF) and @y € S(Téyac;), the same computations shows
(r1®@72)0¢ ™!

that ¢ € S(FG’O.FG)
So
card(S(FG aFG)) = card(SE: F)) X card(S(G aG))
and
O((FG, UFG)) = Z card(S(TFG,(,Fc)) T

TESUTJK41

= Z Z Z card( SE;??;ZC) ) (11 ®@712) ot

CESh(k,l) T1€Surji T2€Suryj

= Z Z Z card( SZ; F)) X card(S(G G)) (1 ®m)o(¢!

CeSh(k,l) T1€Surji T2€Suryj,

Z card(S& F)) 5l Z card(STé aG))

T1ESUT]K ToESuUrj
= (I)((Fv GF))(I)((G, UG))'

So ® is an algebra morphism.

Let (F,0) € Fn,, be a preordered forest such that [F|, = n and let v be an admissible cut of
F. We obtain two preordered forests (Lea,(F'),o1) and (Rooy(F'),02). We set k = |Lea,(F)|, and
I = |Rooy(F)|,.

Let 71 € Surjg, 7o € Surj; and 1 € S&eau(F),ol)’ pg € S(T%OOU(F) 02)" We set ¢ = ¢1 ® o and we

-1

define 7 by T = 0o '. 7 € Surj, and max(r) = max(F). Let us show that ¢ € SiF0)-
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1. By definition, 7 = 0 0 p~1. So o(v) = 7(¢(v)) for all v € V(F).
2. If v — v in F', then three cases are possible :
(a) v and v belong to V(Lea,(F)). As ¢1 € S(Leav(F) o) ©1(v) = @1(v'). Then p(v) = (p1 ®
p2)(v) = @1(v) Z @1(v') = (1 © @2)(v) = (V).
(b) v and v’ belong to V(Roo,(F)). As @2 € S(Lea (F).on) » £2(0) = 2(v'). Then o(v) = (p1 ®
p2)(v) = p2(v) + k= @2(v') + k = (1 © @2)(v") = (V).
(c) v’ belong to V(Lea,(F)) and v belong to V(Roo, (F)). Then p(v') = (v1 @ p2)(v') = p1(v') €
{1,...,k} and o(v) = (¢1 ® p2)(v) = 2 (v) + k€ {k+1,...,k+1}. So p(v) > o).
In any case, p(v) > o(v').
Conversely, let (F,0) € Fy,, be a preordered forest of vertices degree n, 7 € Surj, and ¢ € S( Fo)
Let k € {0,...,n} be an integer.

We set 7'1( ) and T(k) the words obtained by cutting the word representing 7 between the k-th and the
(k + 1)-th letter, and then packing the two obtained words.
Moreover, we define v a subset of ¢~ 1({1,...,k}) such that v 4 w for any couple (v,w) of two

different elements of v. Then v |= V(F') and we considere the two preordered forests (Lea, (F), 0§ )) and
(Rooy(F), 0 (k )) Remark that, with the second point of definition 10, V (Lea,(F)) = ¢~ 1({1,...,k}) and
V(Roov(F)) _1({k—|—1,..., n}).

We set @gk) :v € V(Leay(F)) — o(v) € {1,...,k} and <p(k) : v € V(Roou(F)) = o) —k €

{1,...,n—k}. Thus ¢ = cpgk) (%)C)goék).
)

(Leav(F)
1. (a) Ifv € V(Leay(F)), o(v) = apgk)(v )€ {1,...,k} and then

(k)

Let us prove that cp(k #0) and go(k)

<R ou (F),0$)’

o\ (v) = pack o o (v) = pack o T 0 p(v) = (") 0 1" (v).

(b) If v € V(Ro0y(F)), p(v) = goék)( )+ke{k+1,...,n} and then

aék)(v):packoa() packoT o p(v) =75 0wy

2. (a) If v - v in Lea,(F), then v — v in F and wgk) (v) = (v) > (') = wgk)(v').
(b) If v/ - v in Roo,(F), then v' — v in F' and go( )(v) =o(v)—k
Hence, there is a bijection :

o)

STpoy X {0, [Fl,} = JV! )S@e%m,agmXS(RO%(F),U&))

k k
(o, k) = (s0§ ), )> :
Finally,

Awqsym+ © ®((F,0))

= Z Z card(S{p ) (k)®7—2(k)

TESur]|F| 0<k<n

= Z Z Z card(Szze%(F)’agk))) T ® card(ST; oo (k))) Ty

vV (F) T1€Su'r‘j‘L€av(F)‘v TQESU'I"]“RDU,U(F)‘U

= (‘I) X (D) o AHW
So ® is a coalgebra morphism. m]

Theorem 12 The restriction of ® defined in formula (2.3) to Hyp, is an injection of graded Hopf
algebras.

Remark. The restriction of ® to Hy,, is not bijective (by comparing the dimensions of Hp,, and
WQSym* in small degrees).

Proof. We introduce a lexicographic order on the words with letters € N*. Let w = (uy...u;) and
v = (v1...v;) be two words. Then
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— if ug = Vg, Uk—1 = Vk—1,...,Uir1 = Vi+1 and u; > v; (resp. u; < v;) with ¢ € {1,... min(k,1)},
then u > v (resp. u < v),
— ifu; =wv; forallie{1,...,min(k,1)} and if £ > [ (resp. k <) then u > v (resp. u < v).
For example,

(541) < (22), (433) < (533), (5362) < (72), (8225) < (1327), (215) < (1215).

If w and v are two words, we denote by uv the concatenation of v and v.

In this proof, if (F,o) is a preordered forest, we consider F' as a decorated forest where the vertices
are decorated by integers. Consider

F={(F,d) | FeFu.,,d:V(F)— N such that if v — w then d(v) > d(w)}

the set of forests with their vertices decorated by nonzero integers and with an increasing condition.

Let (F,d) € F be a forest of vertices degree n and if u = (uy ... u,) is a word of length n with u; € N*.
In the same way that definition 10, we define S?de) as the set of bijective maps ¢ : V(F) — {1,...,n}
such that :

L. if v € V(F), then d(v) = ug (),

2. if v,v" € V(F), v/ — v, then ¢(v) > ¢(v').

For example,

7
—if (F,d) = SI\/24 € I, then the words u such that S{j, ;) # (0 are (7342), (7432), (4732).
—if (F,d) ="\." 1§ €, then the words u such that Stra) # 0 are

(43163), (43613), (46313), (64313), (43631), (46331), (64331), (63431),
(34163), (34613), (36413), (63413), (34631), (36431), (36341), (63341).

Let (F,d) be a forest of F. Then we set

m((F,d)) = max ({u | Stpy) #0}).

For example, for (F,d) = Skf; e F, m((F,d)) = (7342) and for (F,d) =°"\\" 15 € F, m((F,d)) = (34163).

If (F,d) € T is the empty tree, m((F,o0)) = 1. Let (F,d) € F be a nonempty tree of vertices degree n.
We denote by (G,d’) the forest of F obtained by deleting the root of F. Then, if m((F,d)) = (uy ... un),
we have m((G,d")) = (u1...un—1) and u, = d(Rp) the decoration of the root of F. Let (F,d) be a
forest of vertices degree n, (F,d) is the disjoint union of trees with their vertices decorated by nonzero
integers (Fi,dy),...,(Fy,d;) ordered such that m((Fi,d1)) < ... < m((Fk,dx)). Then m((F,d)) =
m((thl)) N m((Fk7dk)) :

— By definition, S%ng;dm # () and if ¢; € Sg{gf;di)) then ¢ : V(F) — {1,...,n}, defined for

all 1 < ¢ < k and v € V(F;) by o(v) = ¢i(v), is an element of S?},Egl’dl))”'m((&’dk)) and

S{pGa )l Eed)) 29 Go m((F,d) > m((Fy,dy)) ... m((Fr. di)).
—If S’(‘Rd) # 0, u is the shuffle of wy,...,uy such that S?ﬁ)di) # () (see the proof of theorem 11).
In particular, u; < m((F;,d;)), so v < m((F1,d1))...m((Fk,dg)). Thus we have m((F,d)) <

m((F1,dv)) ... m((Fy, dy))-

Let (F,d) € F be a forest of vertices degree n and m((F,d)) = (uy...uy). Let i; be the smallest
index such that uq,...,u;,—1 > u;, and, for all j > 41, u;;, < uj. By construction, there exists a connected
component (F,d;) of (F,d) such that m((Fy,d1)) = (uq ... u;, ). Consider the word (u;, 41 ... uy). Let ig >
i1 be the smallest index such that w;, 11,...,u;,—1 > w4, and, for all j > s, u;, < u;. Then there exists
a connected component (Fy,ds) (different from (Fy,d;1)) such that m((Fz,d2)) = (i 41 .- -us,). In the
same way, we construct is,...,i; and (F3,ds),..., (Fg,dx). Then m((F,d)) = m((Fy1,d1)) ... m((Fy,dy))

Let us prove that m is injective on F by induction on the vertices degree. If (F,d) is the empty tree,
it is obvious. Let (F,d) be a nonempty forest of F of vertices degree n.
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— If (F,d) is a tree, m((F,d)) = (uq ...up—1uy) with u,, = d(Rp) the decoration of the root of F.
Let (G,d') be the forest of F obtained by deleting the root of F'. Then m((G,d")) = (uy ... un—1).
By induction hypothesis, (G, d’) is the unique forest of F such that m((G,d")) = (u1...un—1). So
(F,d) is also the unique forest of F such that m((F,0)) = (u; ...up—1d(RF)).

— If (F,d) is not a tree, then (F,d) is the product of trees (Fy,dy),...,(Fk,d) of F ordered such
that m((Fy,dy)) < ... < m((Fy,dg)). So m((F,d)) = m((Fy,d1))...m((Fg,dy)). By induction
hypothesis, for all 1 < i < k, (F}, d;) is the unique tree of F such that its image by m is m((F;, d;)).
So the product (F,d) of (F;,d;)’s is the unique forest of F such that its image by m is m((F, d)).

So m is injective on F. By triangularity, m is injective on Fg, ,, and we deduce that the restriction of
® to Hj,, is an injection of graded Hopf algebras. m|

2.2 Hopf algebras of contractions

2.2.1 Commutative case

In [CEFM11], D. Calaque, K. Ebrahimi-Fard and D. Manchon introduce a new coproduct, called in
this paper the contraction coproduct, on the augmentation ideal of Ho g (see also [MS11]).

Definition 13 Let F' be a nonempty rooted forest and e a subset of E(F). Then we denote by

1. Parte(F) the subforest of F' obtained by keeping all the vertices of F' and the edges of e,

2. Conte(F) the forest obtained by contracting each edge of e in F' and identifying the two extremities
of each edge of e.

We shall say that e is a contraction of F, Parte(F) is the partition of F by e and Conte(F) is the
contracted of F' by e. Each vertex of Conte(F) can be identified to a connected component of Parte(F).

Remarks.
— If e =0, then Parte(F) =, .... and Conte(F) = F : this is the empty contraction of F.

|7, %
- If e = E(F), then Parte(F) = F and Conte(F) = . : this is the total contraction of F.

Notations. We shall write e = E(F') if e is a contraction of F' and e |= E(F) if e is a nonempty,
nontotal contraction of F.

Example. Let T = I\/ be a rooted tree. Then

i e VIV W ¥ [ F % &

Part.(T) Vler v o],

Conte(T) | . |1 | 1 |1 |1 |V]V Y

where, in the first line, the edges not belonging to e are striked out.

Remarks. Let F be a nonempty rooted forest and e = E(F).
1. We have the following relation on the vertices degrees :
|F|, = |Conte(F)|, + |Parte(F)|, — l(Parte(F)).
2. Note € the complementary to e in E(F'). Then E(Parte(F)) = e and E(Cont.(F)) =€ and
|F|, = |Conte(F)|, + |Parte(F)|, . (2.4)

Let Ccox be the quotient algebra Heo i /Ickx where Iok is the ideal spanned by . — 1. In others terms,
one identifies the unit 1 (for the concatenation) with the tree .. We note in the same way a rooted forest
and his class in Cog. Then we define on Co g a contraction coproduct on each forest F' € Ceoy :

Acer(F) = Y Parte(F)® Conte(F),
e=E(F)

= F®.+.®F+ Y Parte(F)® Conte(F).
el=E(F)
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In particular, Ag, () =+ ®..

Example.

ACCK(I\/):.®{/—&-{/®.+2I®V+I®£+E®I+V®I—|—II®I.

We define an algebra morphism ¢ :

. CCK — K
€\ Fforest oF. .

Then (Cek,Aceag,€) is a commutative Hopf algebra graded by the number of edges. Cox is non

cocommutative (see for example the coproduct of I\/ ).

Remark. We define inductively :

=ACor, A(k)

Ccx

— Id, AW

Cck

A(O)

Cck

— k—1
= (Agey ® 1Dy o A%TY.

For all k € N, Ag()m :Cor — C%(I];H). If F is a rooted forest with n edges, there are (k4 1)™ terms in

the expression of A(CIZK (F) :
— If £ = 0, this is obvious.
~ If k> 0, we have (}) tensors F()) @ F®) in Ag,., (F) such that the left term F() have [ edges. By

the induction hypothesis, there are k! terms in A(ck;i)(F(l)). So there are >, (7) k= (k+1)"

terms in the expression of Agfik (F).

We give the first numbers of trees t$¢x and forests fCox :

n |0]1|2]3]4|5]6 | 7 ]8] 9 |10
tSex [1]1 2[4 9 [20] 48 [115 [ 286 [ 719 | 1842
fOex [1 13 ]7]19]47] 127330 | 889 | 2378 | 6450

The first sequence is the sequence A000081 in [Slo].

We recall a combinatorial description of the antipode Sc., : Cocx — Cexk (see [CEFM11]) :

Proposition 14 The antipode Sc., : Cox — Ccx of the Hopf algebra (Cok, Acey,€) is given
(recursively with respect to number of edges) by the following formulas : for all forest F' € Cok,

Scex(F) = —F—= Y Scey(Parte(F))Conte(F)
el=E(F)
= —F— Y Parte(F)Sce, (Conte(F)).
el=E(F)
Examples.
SCCK( ) =
Scor(l) = =1 —.,
Scen (V) = =V 211 421,
Sco() = —“taorigor,
SCCK(I\/) S AT LIPS S S S PR YR

We now give a decorated version of Cog. Let D be a nonempty set. A rooted forest with their edges
decorated by D is a couple (F,d) where F' is a forest of Cox and d : E(F) — D is a map. We denote by
CZ, the K-vector space spanned by rooted forests with edges decorated by D.
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If (F,d) is a rooted forests with their edges decorated by D and if v,w € V(F) and d € D, we shall

note v % w if there is an edge in F' from v to w decorated by d.

Examples.

1. Rooted trees decorated by D with edges degree smaller than 3 :

I« Ja €D, a.\fb,iz,(a,b)e’DQ7 W {/ \} \f %E (a,b,c) € D3.

2. Rooted forests decorated by D with edges degree smaller than 3 :

bLaeD, Wb, N b (a) €D

SRR A VAT D 74 {f e % ,(a,b,¢) € D°.

If F € CEp and e = E(F), then Part.(F) and Cont(F) are naturally rooted forests with their
edges decorated by D : we keep the decoration of each edges. The vector space CEj is a Hopf algebra.

Its product is given by the concatenation and its coproduct is the contraction coproduct. For example :
if (a,b,c) € D3,

Acz, {/ I\/ @+ ®£z TE QM 1M +b ol 1k g
+M ok +l e,

Notation. The set of nonempty trees of Cok (that is to say with at least one edge) will be denoted
by Tc. - The set of nonempty trees with their edges decorated by D of Cg x will be denoted by TgCK

2.2.2 Insertion operations

Let Tg x be the K-vector space having for basis Tch. In this section, we prove that Tg K 1s equiped
with two operations Y and > such that (Tg s Y,>) is a commutative prelie algebra.

Definition 15 1. A commutative prelie algebra is a K-vector space A together with two K-linear
maps Y,>: A® A — A such that x Y y =y Y x for all x,y € A (that is to say Y is commutative)
and satisfying the following relations : for all x,y,z € A,

(xYy)Yz=zY (yY 2),
x> (y>z)—(z>y)bz=y>(z>2)— (y>x)> 2, (2.5)
x> (yYz)=(z>y) Yz+(z>2) Yy.
In other words, (A,Y,>) is a commutative prelie algebra if (A,Y) is a commutative algebra and
(A, ) is a left prelie algebra with a relationship between Y and r>.

2. The commutative prelie operad, denoted ComPreLie, is the operad such that ComPreLie-algebras
are commutative prelie algebras.

Remark. From this definition, it is clear that the operad ComPreLie is binary and quadratic (see
[LV12] for a definition).

Notations.

1. Let T € Tg,, be a tree with at least one edge. We denote by V*(T) = V(T) \ {Rr} the set of
vertices of T different from the root of 7.

2. Let T1,T5 € T, and v € V(T3). Then Tj o, Ty is the tree obtained by identifying the root Ry,
of Ty and the vertex v of T5.

We define two K-linear maps Y : TEK ® TgK — TEK and > : TgK ® TZC)K — TEK as follows : if
D
7,15 € Tg,,.
Tl Y T2 = Tl ORT2 TQ,

W1, = Z T og T5.
SEV*(T2)
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Examples.
1. For the map Y : T2, ® TE,, — TZ,, :

c

LY = &b oy
Ia Y b‘v.c = a & c a\/’b

2. For the map > : T2, @ T2, — TE,. :

_Bleen = &
= %Z R - a\fb
Proposition 16 (TZ ., Y,>) is a ComPreLie-alg
Proof. Let T1,15,T5 € TgCK. Then

T\ Y To =Ty oy, Ts

YL

lo > D

Ii > e

Moreover,

Therefore (TZ,

So

Therefore, (T2,

(Ty Y T2) Y T3 = (T1 ory, T2) Ory, T3

Y) is a commutative algebra.

> o

veV™*(Ts3)
weV ™ (T)uUV™(T3)

- Z T

veEV*(T3),weV*(Ts)
veV*(T3),weV*(T2)

= (T1DT2)\>T3+

T > (TQ DTg) =

T1>(T2[>T3)—(T1I>T2)DT3 =

I>) is a left prelie algebra.

It remains to prove the last relation of (2.5) :

>

’UEV*(TzORT Ts3)

= Y  Tio,(Tyog,,

veV*(Tz)

- Z Ty o

veV*(Tz)

T > (Tg YT3) =

T2 ORT

= > TioyTy | or,

veV*(Tz)

=Ts0R, Th

Ow (TQ Oy T3) +

(Tl Ow TQ) Oy T3 +

2

v,weV*

oy =

= o A{f Y =

|
2
S

+ b\/c a\/‘b > le =
+ %i N > N =

ebra.

=T YT,

=Tio R(TZOR Ts) (T2 CRmy T3) =Ty

Ow (T2 Oy TS)

> o

v,weV*(T3)
v,weV*(T3)

Tl Ow (TQ Oy Tg)
(Ts)

2. I

v,weV*(T3)
Z T2 Oy (Tl Ow TS)

v,weV*(T3)

15 > (T1 > Tg) —

Ow (T2 Oy T3)

Ty oy (T oRy, T3)

(Ty Y T3).

Ow (TZ Ou T3)

Tl Ow (TQ Oy T3)

(TQ > Tl) > Ts.

T3 Z T1 Oy (TQ ORT Td)

vEV*(T3)
T Y T
vEV*(T3)

veV*(Ts)

= (iT) Y Ts+ (Th>T3) Y Th.

T3 ORT TQ)

> TioyTs | ory, T

21
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Theorem 17 (TE,., Y,r>) is generated as ComPreLie-algebra by 1 , d € D.

Notation. To prove the previous proposition, we introduce a notation. Let T1, ..., T) are trees (pos-
sibly empty) of CEy- and dy,...,d; € D. Then By, g, 04, (Th ®...®T},) is the tree obtained by grafting
each T; on a common root with an edge decorated by d;. For examples, if a,b,c,d € D,

By(.) = o Bagp(- ®.) = &b By(r) = i
B,y = i Baap(l ®.) = {/ Boop(- ® 1) — \}
Bagbge(- ® . ®.) = % Bo(Ne ) = ¥ Bagp(N4 ®.) = b

Proof. Let us prove that (T2, Y,>) is generated as ComPreLie-algebra by ¢ , d € D by induction
on the edges degree n. If n = 1, this is obvious. Let T € TgK be a tree of edges degree n > 2. Let k
be an integer such that T'= By, .. gd, (11 ® ... ®T}) with d1,...,dx € D and 11, ..., T} trees (possibly
empty) of CEy. Then :

1. If k =1,T = By, (T1) with |T1|, = n—1 > 1. By induction hypothesis, 77 can be constructed from
trees l¢ | d € D, with the operations Y and >. So T" = T; > l41 can be also constructed from trees
le . d € D, with the operations Y and >.

2. Suppose that & > 2. Then, for all i, 1 < |Bg,(T;)|, < n — 1. By induction hypothesis, the trees
By, (T;) can be constructed from trees ¢ , d € D, with the operations Y and t>. So T'= By, (Th) Y
... Y Bg, (T)) can be also constructed from trees I¢ , d € D, with the operations Y and .

We conclude with the induction principle. O

Remarks. (Tg s Y,>) is not the free ComPreLie-algebra generated by I¢ , d € D. For example,

a

o> (b ch):“\{f +}i =l YP)>l (b > )>l.

2.2.3 Noncommutative case
We give a noncommutative version of Cc k. To do this, we work on the algebra H,,.

Definition 18 Let (F, o) be a nonempty preordered forest. In particular, F is a nonempty rooted
forest. Let e be a contraction of F', Parte(F) the partition of F' by e and Cont.(F') the contracted of F
by e (see definition 13). Then :

1. Parte(F) is a preordered forest (Parto(F),of) where of : v € V(Parto(F)) v of (v). In other

words, we keep the initial preorder of the vertices of F in Parte(F).

2. Conte(F) is also a preordered forest (Conte(F),0%) where o€ : V(Conte(F)) — {1,...,p} is the

surjection (p < |Conte(F)|,) such that if A,B are two connected components of Parte(F'), if a
(resp. b) is the vertex obtained by contracting A (resp. B) in F, then

oF(Ra) < of(Rg) = 0% ) <a“(b),
of'(Ra) =P (R) = 0% a)=0%(

=0 (2.6)
of'(Ra) > oF(R) = 0%a)>o"(b

);
).

In other words, we contract each connected component of Parte(F) to its root and we keep the
initial preorder of the roots.

1
Example. Let T = 3I\[; be a preordered tree. Then
1 1 1 1 1 1 1 1
. 3{/' 3 ?LIV 3 ’.)Tb 3 3&7};3 ?@ 3 ?LIVLS C’T§{;3 @3
contraction e 2 2 2 2 2 2 2 2

1 . 1
Part.(T) A BT T Y N TN BUNUPTSl BUPTUUN BRI

1 1
Conte(T) | «x | U 13 13 s NPV 3{1;3

where, in the first line, the edges not belonging to e are striked out.

Let I,, be the ideal of H,, generated by the elements F., — F with F., € C,, and F the forest
contructed from F., by deleting the vertex ., and keeping the same preorder on V (F). For example,
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- if F., = 1‘\/33 ., then F= 1\/;2 ,
2 2
- 1fF-L :1 .2302 thenFZl{/;S.
Let C,, be the quotient algebra H,,,/I,,. So one identifies the unit 1 (for the concatenation) with the
tree .;. Note that C,, is a graded algebra by the number of edges. We note in the same way a forest and

his class in Cp,. We define on C,, a contraction coproduct on each preordered forest ' € C,, :

Ac,,(F) = Z Parte(F) ® Conte(F),
e=E(F)
= F®u+a@F+ Y Parte(F)® Conte(F).
el=E(F)
Examples.

ACPO(.l) = o1 ®01

Ac,,(12) 5 Qe+ 1

Ac,,(V*) = 'V eau+ae' P+l 41l

Ac,,(1313) = Bl oau+aolli+lloli+liold

1 1 1 1 1
ACPO(S'I\U) = 3R/;3®.1+.1®31\/;3+I%I§®I%+2\/12®I;+$%®I?+I%®f3
+1 eV + 12’V

Ac, (V1) = Vheu+ae W+l +ell+1e' V)’

+Be+uLell+ S el

1
Remark. Ac,, is non cocommutative (see for example the coproduct of 3L/; ). In particular, if T
is a preordered tree and e |= E(T'), Conte(T) is a preordered tree and Parte(T) can be disconnected.
The second component of the coproduct is linear : a tree instead of a polynomial in trees. This is a right
combinatorial Hopf algebra (see [LR10]).

Proposition 19 1. Ac,, is a graded algebra morphism.

2. Ag,, is coassociative.

Proof.
1. Let F, G be two preordered forests. Then
Ac,,(FG) = Y Parte(FG)® Conte(FG)
eEE(FG)

= Z (Parte(F)Party(G)) @ (Conte(F)Conts(G))
e=E(F),fEE(G)

Z Parte(F') ® Conte(F') Z Parts(G) ® Cont¢(G)
e=E(F) FEE(G)

= Ac,,(F)Ac,,(G),

and Ac,, is an algebra morphism. It is a graded algebra morphism with (2.4).
2. Let F' be a nonempty preordered forest. Then
(Acpo (24 Id) o ACpo (F)
= Z Ag,,(Parte(F)) ® Conte(F)
el=E(F)
= Z Z Party(Parte(F)) ® Conty(Parte(F)) ® Conte(F)
e=E(F) fl=E(Parte(F))

= Z Parts(F) @ Contg(Parte(F)) @ Conte(F),
FCeCE(F)
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and
(Id® Ag,,) o Ac,, (F)

Z Party(F) ® Ag,,(Conty(F))
FEE(F)

Z Z Party(F) ® Parte(Conty(F)) ® Conte(Conty(F))
FEB(F) e B(Cont s (F))

= Z Parts(F) ® Parte(Conts(F)) @ Conteus(F),
FEE(F).eCf

where to the last equality we use that E(Contg(F)) = f the complement of f in E(F) and
Cont(Conty(F)) = Conteuy(F).

Remark that {(e,f) | f CeC E(F)} and {(e,f) | f = E(F),e C f} are in bijection :

{e.f) | fCeCEWFE)} — {(e.f) | fEEF).eCf}
( f) = (e\f )
(eULS) « (ef).

Moreover,

— in Cont¢(Parte(F)) with f C e C E(F) : the edges belong to eN f = e\ f; the vertices are the
connected components of Partenys(F) = Party(F). The preorder on the vertices is given by the
preorder on the roots of the connected components of Part¢(F').

— in Parte(Conty(F)) with f = E(F),e C f : the edges belong to fNe = e\ f = e; the vertices
are the connected components of Partg(F'). As in the precedent case, the preorder on the vertices
is given by the preorder on the roots of the connected components of Parts(F).

So Conty(Parte(F)) and Parte(Contg(F')) are the same forests with the same preorder on the

vertices.

Therefore (Ac,, ® Id) 0 Ac,,(F) = (Id® Ac,,) o Ac,, (F).

We now define

Cpo — K
€\ F forest 0F., -

¢ is an algebra morphism.
Proposition 20 ¢ is a counit for the coproduct Ac,,

Proof. Let I be a forest € Cp,. We use the Sweedler notation :

Ac, (F)=F®. +. @F+» FHeF?,
F

Then

(e®1Id)o Ag,,(F)

e(F)er +e(c)F+) e(FW)@ F® = F,
(Id®e)oAg,,(F) = Fe(v))+ae(F)+Y FU(F®)=F

Therefore € is a counit for the coproduct Ac,, . a

As (Cpo, Ac,,,€) is graded (by the number of edges) and connected, we have the following theorem :

po’?

Theorem 21 (C,,, Ac,,,¢) is a Hopf algebra.

po?

We denote the antipode of the Hopf algebra C,, by Sc,,,. We have the same combinatorial description
of Sc,, as the commutative case (see proposition 14). We give some values of Sc,,
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— In edges degree 0, Sc,,(+1) = «1.
In edges degree 1, Sc,,(11) =—11 —.1, 8¢, (17)=—17 —.; and S¢,,(12) = =12 — ...
— In edges degree 2,

Sc,, (V) = N 213 1s 4213,
Sc, (V) = T rird il 41 41
1 1
Se, (1) = B ivninnan
So,,(1315) = —13013 41313 4 13018 413 413,
— In edges degree 3
1 1
Sc,,o<‘°’1v;3) = VP prgning —rprdng —rdrdng —nin -1l 40\

13
1
ORI SR I L R PR ER T I TR I TR SR LI PR T
G eV

Let C;lpo be the K-algebra spanned by nonempty heap-preordered forests, C/, be the K-algebra span-
ned by nonempty ordered forests, Cj_ be the K-algebra spanned by nonempty heap-ordered forests
and Cyox be the K-algebra spanned by nonempty planar forests. We consider the quotients Cpp, =
C;Lpo/(‘[ n C/hpo) C - C/ /(IPO N C/) Cho - C;Lo/(IPO n C;LO) and CNCK = C?VCK/(IPO n C?VCK)

We have in this case a similar diagram to (2.2) :

CNC’KC Cho( C\r
Chpoc—> Cpo

where the arrows < are injective morphisms of algebras. But they are not always morphisms of Hopf
algebras (for the contraction coproduct) :

Theorem 22 1. Cpypo s a Hopf subalgebra of the Hopf algebra Cp,.

2. C, is a Hopf subalgebra of the Hopf algebra Cp,.

3. Cp, s a Hopf subalgebra of the Hopf algebra C, and of the Hopf algebra Cpp,.
4. Cnok is a left comodule of the Hopf algebra Cy,.

Notations. We denote by Ac,,,,Ac,,Ac,, the restrictions to Ac,, on Cpypo, Co, Cho-

3
Remark. Cyc g is not a Hopf subalgebra of the Hopf algebra C;,,. For example, 21\/'14 € Cyck and

Ag,,( {/ I\/ ®. +.1®I\/ Bon Vo2 0’V
trel prern
Then 1113 ® 17 ¢ Cyox ® Cnek-

Proof.

1. Chppo is a subalgebra of C,,. Let us prove that if (F, o) € Cp,, and e = E(F) then (Conte(F), o)
and (Parte(F),o") € Chpo-
If a,b € V(Parte(F)), a # b, such that a — b then a, b are the vertices of a subtree of (F, o) € Cp,
and %' (a) > o' (b). With definition 18, 0¥ (a) > 0¥ (). So (Parte(F), o) € Cppo.
If a,b € V(Conte(F)), a # b, such that a — b, then a and b are the vertices obtained by contracting
two connected components A and B of Parte(F). As a — b, Ry — Rp and as (F,c!") € Cppo,
of'(Ra) > oF (Rp). Then, by definition 18, 0% (a) > 0% (b). So (Conte(F), ) € Chpo.
Therefore if (F,of) € Chpo, Ag,,(F) € Chpo @ Chypo and Cpy, is a Hopf subalgebra of Cy,.
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2. C, is a subalgebra of C,,. Let (F, o) € C, and e = E(F). Let us show that (Cont.(F),c") and

(Parte(F),o") € C,, that is to say that ¢ and ¥ are bijective.

By definition 18, o is bijective because we keep the initial order of the vertices of F' in Part(F).
By definition, ¢© is a surjection. Let a,b € V (Conte(F)) such that ¢ (a) = 0 (b) and A and B be
the two connected components of Part,(F') associated with a and b. With (2.6), o¥'(Ra) = o' (Rp)
and R4 = Rp because o is bijective. So A = B, a = b and ¢ is injective.

Therefore ¢ and o are bijective and C, is a Hopf subalgebra of Cj,.

. As Cy,), is a Hopf subalgebra of the Hopf algebra C,, and C, is a Hopf subalgebra of the Hopf

algebra C,,, Cpo = Cppo N C, is a Hopf subalgebra of Cj,,, and C,.

. Let us prove that if (F, 0'") € Cycox and e = E(F) then (Conte(F),0¢) € Cnox. As Cy, is a Hopf

algebra, (Conte(F),0%) € Cpy. So, if a,b € V(Conte(F)), such that a — b then ¢ (a) > o (b).
Moreover, if a,b,c € V(Conte(F')) three distinct vertices such that a — ¢, b — ¢ and a is on the
left of b. The vertices a,b and ¢ are obtained by contracting of connected components A, B and C
in F. Asa —-» ¢, b —» ¢ and a is on the left of b, R4 — Rc, Rp — Rc and R4 is on the left of Rp.
As (F,0f) € Cnex, oF (Ra) < oF'(Rp). So 0% (a) < o (b).
Therefore if (F,of) € Cycx and e | E(F) then (Conte(F),0¢) € Cncox. Consequently,
Ag,,(Cnek) € Cho ® Cnek-

O

2.2.4 Formal series

The algebras C,,, Chpo, Co, Cpo and Cyck are graded by the number of edges.

In the ordered case, we give some values in a small degrees :

n [1|2[3] 4] 5 | 6 | 7 | 8
£ | 167839 | 3091768 | 65127465

These is the sequence A105785 in [Slo].

Let us now study the heap-ordered case. We denote by ff ;¢ the forests of Cy,, of edges degree n and

of length [, and by fCre the forests of Cj, of edges degree n. In small degree, we have the following
values :

Cho — Cho _ =1,

0.0 11

0l =0 forall [ > 1,
Sh“ =0 for all [ # 1,
S =0 for all n # 1.

Let n and [ be two integers > 1. To obtain a forest F' € Cy, of edges degree n and of length I (so
|F|, =mn+1), we have two cases :

So

1. We consider a forest G € Cy,, of edges degree n — 1 and of length [ and we graft the vertex n + [

on the vertex i of G. For each forest G, we have n + [ — 1 possibilities.

. We consider a forest G € Cy,, of edges degree n — 1 and of length [ — 1. Then, for alli € {1,...,n+

[ — 1}, the forest G117+ lof edges degree n and of length [ is an element of Cho (where G is the same
forest than G where, for all j > i, the vertex j in G is the vertex j+ 1 in G) For each forest G, we
have n 4+ [ — 1 possibilities.

Chro __ Cho Cho
fnl’ (n+l_1)fn—h1,l+(n—’_l_l)fn—’l,l—l'

We give some values of fc’“’ in a small degrees and in a small lengths :
l
0] 1 2 3 4 5
n

0 1] 0 0 0 0 0
1 0| 1 0 0 0 0
2 0| 2 3 0 0 0
3 0| 6 20 15 0 0
4 0] 24 | 130 | 210 | 105 0
5 0 | 120 | 924 | 2380 | 2520 | 945
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Note that f, 1° = n! for all n > 1. With the formula fF =" f~r°, we obtain the number of forests
>0
of edges degree n. This gives :

n
fcho
n

This is the sequence A032188 in [Slo].

Remark. Consider the map ¢ : Fy,, — X defined by induction as follows. If F' =1, o(F) =1 and if
F=.,,¢(F)=(1). Let F € Hy, be a forest of vertices degree n and v the vertex indexed by n. As F
is a heap-ordered forest, two cases are possible :

— The vertex v is an isolated vertex. We denote by G the heap-ordered forest obtained by deleting

the vertex v of F. Thus ¢(G) = 7’ is well defined by induction. Then ¢(F') is the permutation 7
defined by

{ (i) = 7'() ifi#n

T(n) = n.

— The vertex v is a leaf and we denote by k the index of v' with v — v’. Similarly, we denote by G the
heap-ordered forest obtained by deleting the vertex v of F. p(G) = 7" is well defined by induction
and ¢(F) is the permutation 7 defined by

7(i)
(k) = n
T(n) = 7'(k).

6 ik

Then ¢ : Fy,, — X is a bijective map. Remark that, if ' € Fyg,,, each connected component of F
corresponds to one cycle in the writing of ¢(F) in product of disjoint cycles. Moreover, the restriction of
 to the forests of Cy, is a bijective map with values in the set of permutations without fixed point.

In the planar case, we can obtain the formal series. Let t©~¥“% be the number of trees of Cycy of
edges degree n and fCNCK be the number of forests of Cycox of edges degree n. We put To o, (¥) =

ZtENCka and Foy o, (x) = Zf,SNCka. Then :
k>0 k>0

Proposition 23 The formal series Tc e, 0nd Foye are given by :

1—-2x—+/1—4x 2x
TCNCK (iL’) = ’ FCNCK (:L') - :
2x dr — 1+ /1 —4x

Proof. With formula (1.1), we deduce that :

1—+v1—4dx 1= 1—2x—+1—4dx
2z - 2z '

Teyox (x) =

Cnci is freely generated by the trees, therefore

1 2z
1 —Toyor(®) 4dz—1++1—4z

FCNCK (I)

Then for all n > 1 tN¥ = =5 (21) is the n-Catalan number, f¥¢% = (27-1) and this gives :
n 1123 ]| 4 ) 6 7 8 9 10

tONex [ 12| 5 |14 | 42 | 132 | 429 | 1430 | 4862 | 16796

fE~ex [113]10]35 126|462 | 1716 | 6435 | 24310 | 92378

These are the sequences A000108 and A088218 in [Slo].
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2.3 Hopf algebra morphisms
Recall that the tensor algebra T'(V') over a K-vector space V is the tensor module
TV)=KoVeoV®?e...oV®g...

equipped with the concatenation.
Dually, the tensor coalgebra T¢(V') over a K-vector space V' is the tensor module (as above) equiped
with the coassociative coproduct A 45 called deconcatenation :

Apss((Vr.00)) =D (V1. 0) @ (Vig1-..vn).

=0

We will say that a graded bialgebra H is cofree if, as a graded coalgebra, it is isomorphic to T¢(Prim(H))
(for more details, see [LR06]).

We give the useful following lemma, :

Lemma 24 Let (A, A,¢) be a graded cofree Hopf algebra. Then
Ker(A® Idy — Ida @ A) = Im(A).

Proof. Indeed, if = )" aypw @ w' € Ker(A R@Idy —Ids ® A),

!/ !/ /
Z O, W1 @ W2 @ W = Z Oy, W @ W7 ® Ws.

w1 wWe=w w’lwé:w’
S0 Gupywy,ws = Guwy,wews 10T all words wy, wy, ws different from the unit. We put by = @y . Then
T = wa ( Z wy ®w2> =A (waw) € Im(A).
wlwa2=w

The coassociativity of A implies the other inclusion. O

2.3.1 From HZ, to Sh”
Let ¢ : K(Tg,., ) — K(D) be a K-linear map.

Theorem 25 There exists a unique Hopf algebra morphism ® : HE,, — Sh” such that the following
diagram

K (TR,,) ——K(D) (2.7)

18 commutative.

Proof. Existence : We define ® by induction on the number of vertices. We put ®(1) = 1 ® 1
and ®(..) = ¢(..) for all a € D. Suppose that ® is defined for all forest F' of vertices degree < n
and satisfies the condition (® ® ®) o AHgK(F) = Agpp 0 ®(F). Let F € HE be a forest of vertices
degree n. If F = Fy Fy, we put ®(F) = ®(F;)P(F,). Suppose that F is a tree. By induction hypothesis,
(PR P)o AHEK (F) is well defined. Moreover,

= (2P ®)o(Ayp, @ Idyp, — Ildyp_® Apz )oAyp (F)
= 0,

using induction hypothesis in the first equality and the coassociativity in the second equality.
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So (P® ®)o AHEK (F) € Ker(Agyr ® Idgyo — Idgyo @ Agpp). As Sh” is cofree, with lemma, 24,
(P®P)o AHEK(F) € Im(Ag,r) and there exists w € Sh” such that (& ® ®) o AHEK<F) = Agpr (w).
We put ®(F) = w — w(w) + ¢(F). Then

~ mo®(F) = w(w) —mom(w) +mop(F) = p(F),
Agpr 0 ®(F) = ésm? (w) — Agpr (m(w)) + Agnr (¢(F))
= Agpr(w)

= (P®P)o Apzp, (F).
By induction, the result is established.

Uniqueness : Let ®; and ®; be two Hopf algebra morphisms such that the diagram (2.7) is commu-
tative. Let us prove that ®1(T) = ®5(T) for all tree T € HZ by induction on the vertices degree of
T.Ifn=0,®1(1) = (1) = 1. If n =1, for i = 1,2, Agpp 0 ®(.a) = (¢ ® ®;) 0 Agp, (+a) = 0. So
®;(..) € Vect(D). As the diagram (2.7) is commutative, ®1(..) = P2(..) = ¢(..). Suppose that the
result is true in vertices degree < n and let T" be a tree of vertices degree n. Using induction hypothesis
in the second equality,

Agpp 0 ®1(T) = (1@ 1) 0 AHgK (T)
= (D@ Py) 0 Az (T)
= Agyp 0 ®,(T).
So &1(T) — @o(T) € Vect(’]I‘QCK) and @1 (T) — ®o(T) = 7(P1(T) — 22(T)) = p(T) — o(T) = 0. O

Notation. We consider F' € Heog, e = E(F') and 0 € O(Conte(F)) a linear order on Conte(F) (see
definition 5). For all i € {1,...,|Conte(F)|,}, o~ 1(i) is the connected component of Parte(F) such that
her image by o is equal to .

The following proposition give a combinatorial description of the morphism ® defined in theorem 25 :

Proposition 26 Let T be a nonempty tree € HE .. Then

o) = ) Y. wloT M (|Conte(F)],)) .o (1) | - (2.8)

e=E(T) \ocO(Conto(T))
Proof. We use the following lemma :
Lemma 27 Let T be a rooted tree of vertices degree n. We define :

E(T) = {(v,01,02) | v|EV(T),01 € O(Leay(T)),09 € O(Roo,(T))},
F(T) = {(0'7]9) | O'GO(T)7PE{1,...,7”L*1}}.

Then E(T) and F(T) are in bijection.

Proof. We define two maps f and g.
Let f be the map defined by

. E(T) — F(T)
f'{ (v,01,02) — (0,|Rooy(T)|,)

where o : V(T) — {1,...,n} is defined by o(v) = o2(v) for all v € V(Ro0,(T)) and o(v) = o1(v) +
|Roo, (T)|, for all v € V(Lea,(T)). By definition, o € O(T).
Let g be the map defined by

] F(T) — E(T)
g'{ — (1],0'1,0’2)

where
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— o1 : V(Leay(T)) — {1,...,|Leay(T)|,} is defined by o1(v) = o(v) — |Roo,(T)|, for all v €
V(Leay(T)). Then o1 € O(Lea,(T))
— 02 : V(Rooy,(T)) — {1,...,|Roo,(T)|,} is defined by o2(v) = o(v) for all v € V(Ro0,(T')). Then
o2 € O(Ro0,(T))
— vis the subset {v € 07 ({k,...,n}) | ifwe o *({k,...,n}) and v — w then v = w} of V(T). We
have v | V(T).
So f and g are well defined. Then we show easily that f og = Idp) and go f = Idgr). O

Let us show formula (2.8) by induction on the number n of vertices. If n = 1, T'= ., with a € D.
Then ®(..) = ¢(+.) and formula (2.8) is true. If n > 2,
AShD o (D(T)
— (@©®) oAy (T)
= Y ®(Leay(T)) ® B(Rooy(T))

W|=V (T)
= X ( > ( > @(01_1(|Conte(L€av(T))|U))---@(01_1(1))))
v|=V(T) \eEE(Leay(T)) \01€0(Conte(Leayw(T)))

® ( > ( > p(03 ' (|Cont §(Rooy(T))|,)) - - 30(051(1))>)
FEE(

Ro0,(T)) \o2€0(Contg(Roo,(T)))
= > > (o7 (|Leay(Conte(T))],)) - - ploy (1))
e=E(T) (v,01,02)EE(Conte(T))
@p(03 ' (|Rooy(Conte(T))[,)) - - p(o3 ' (1))

= > > p(o7 (|Conte(T)],)) - 907 (p+1)) @ p(™(p)) ... (071 (1)).

e=E(T) (0,p)€F(Conte(T))

So
o) = ) Y. wlo N (|Conte(F)],)) .- (o (1))
e=E(T) \ocO(Conto(T))
and by induction, we have the result. O
Examples.

— In vertices degree 1, ®(..) = ¢(..).
— In vertices degree 2,

O(10) = wlen)plea) +o(1a)
Pleaer) = @lea)plen) +@(en)p(en)
— In vertices degree 3,
(V) = plen)p(ec)p(ea) + 0 )en)p(en) +0(en)e(18) + (e )e(1h) + (V)
BL) = @l )pln)o(ea) + 0l )o(1h) + o(18)elen) + o(th)

ca)Plea) +o(ee)plea)p(en)plen) +@(ea)p(ec)plen)p(en)
1 1) +elea)p(ec)e(le) + 018 )e(ea)p(ea)

Fo(e )p(15)0(0) + 0(1)p(12) + (- )p("Vo") + (e u)e(dE ) +<P(Zl\/ld)-

Particular case. If ¢(..) = a for all a € D and ¢(T) = 0 if |T|, > 1, then this is the particular case
of arborification (see [EV04]). For example :

o(..) = a O(1%) = ba | P(eaer) = ab+ba

o
—~
o o
g:.
EY
~
I

cbda + cdba + dcba.

@(EE)

|
Q
=
S

d("\.) = bea+ cha
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2.3.2 From HE, to Csh”

Let ¢ : K (']I‘I?ICK) — K (D) be a K-linear map. We suppose that D is equipped with an associative
and commutative product [-,-] : (a,b) € D?  [ab] € D.

Theorem 28 There exists a unique Hopf algebra morphism ® : HgK — Csh? such that the following
diagram

o]
K (’]I‘EICK) ——K(D) (2.9)
o
@ D
HZ, Csh
18 commutative.
Proof. Noting that Csh? is cofree, this is the same proof as for theorem 25. a

Notation. Let F' € Hoi be a nonempty rooted forest, e = E(F) and o0 € O,(Conte(F)) a linear
preorder on Conte(F) (see definition 9), o : V(Conte(F)) — {1,...,q} surjective. For all ¢ € {1,...,q},
o~ 1(i) is the forest Ty ...T, of all connected components T}, of Part.(F) such that o(T;) = i for all

ke {1,...,n}. In this case, p(c~1(i)) is the element [o(T}). .. o(T,)]"™.

Now, we give a combinatorial description of the morphism ® defined in theorem 28 :

Proposition 29 Let T' be a nonempty tree € HgK. Then

e(T)= ) ( > Pl (@) --@(0_1(1))) (2.10)

e=E(T) \ 0€0,(Conte(T))
Im(o)={1,...,q}

Proof. It suffices to resume the proof of proposition 26. Note that, if T is a rooted tree and v = V(T),

Roo,(T) is a tree and Lea,(T) is a forest. So there is possibly contractions for the product [-,-] to the
left of (® ® @) o Ayp (T'). We deduce formula (2.10). O
Examples.

— In vertices degree 1, ®(v.) = @(+a)-
— In vertices degree 2,

Pleavs) = @lea)plen) +o(er)p(en) +[p(a)p(en)]
o(17) @(en)p(ea) +o(12).
— In vertices degree 3,
(V) = 0ln)p(e)@(en) + (e )plen)(en) + [0(«) ()] 0(ea) + (o0 )(LE)
+o(e)e(1h) + (VL)
oh) = pl)plen)plea) + 0l )e(1h) + (18 o) +o(th)
(V) = 0l)p(en)@(ca)plen) + (o) [len) (e )] 0(ea) + (e ) (e a)plen) (e )
+lpee)pea)] plen)plea) +@(ca)(ec)p(en)(ea) +0(ec)p(er)p(10)
( o)+ (15 )p(ea)e(ea)

Particular case. If ¢(..) = a for all a € D and ¢(T') = 0 if |T|, > 1, then this is the particular case
of contracting arborification (see [EV04]). For example :

o..) = a O(12) = ba | P(ewer) = ab+ba+ [ab]

a("\V.) bca + cba + [bcla @(} § ) = cba @(hl\/ad' ) = cbda+ cdba + deba + clbd]a + [ed]ba.
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2.3.3 From CZ, to Sh”
Let ¢ : K (T2, ) — K (D) be a K-linear map.

Cexk
Theorem 30 There exists a unique Hopf algebra morphism ® : CgK — Sh® such that the following

diagram

K (T2, ) —=K(D) (2.11)

T

CcZ, —2 > sh?

s commutative.

Proof. This is the same proof as for theorem 25. O

As in the sections 2.3.1 and 2.3.2, we give a combinatorial description of the morphism ® defined in
theorem 30. We need the following definition :

Definition 31 Let F' be a nonempty rooted forest of Cox. A generalized partition of F is a k-uplet
(e1,...,ex) of subsets of E(F), 1 < k < |F|,, such that :

1. e #0,e;Ne; =0 ifi#j and U;e; = E(F),
2. the edges of any e; belong to the same connected component of F,

3. if v and w are two vertices of Parte,(F) and if the shortest path in F between v and w contains an
edge € e;, then j <.
We shall denote by P(F) the set of generalized partitions of F.

Proposition 32 Let F' be a nonempty forest € CEK. Then
®(F) = > o(Conter(F)) ... o(Conte(F)). (2.12)
(61,...,€k)€73(F)
Proof. We use the following lemma :

Lemma 33 If F € CgK is a nonempty tree, then the sets

E(F) = {((ela"'aek)ap) ‘ (ela"'aek)E’P(F)71§p§k*1}
F(F) = {(e’(flr"qu)a(gl7"'7gr)) | e|':E(F)7(f1""7fq)EP(Parte(F))7
(g15---,9,) € P(Conte(F))}

are in bijection.

Proof. Consider the following two maps :

o B(F) — F(F)
’ ((61,...,6k),p) — (Ulgigpei,(61,...,6p),(6p+1,...,ek))

and

, F(F)
g.{ (e’(fl7"'?fq)7<g17"'7gT))

f is well defined :
Let ((e1,...,ex),p) € E(F). Then e = Ui<;<pe; is a nonempty nontotal contraction of F.
1. (a) (e1,...,ep) is a p-uplet of subsets of E(Part.(F)) = e. By hypothesis, (e1,...,e;) € P(F).
So €e; 75 @, e; N €; = @ and Ulgigpei = E(Parte(F)).
(b) The edges € e;, 1 < i < p, are the edges of the same connected component of F therefore of
Parte(F) because e; C e.

E(F)
(fla"'7.fq7gla"'7gr)aQ)-

%
|_>
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(¢) Let v and w be two vertices of Parte, (Parte(F)) = Parte,(F) (because e; C e). If the shortest

path in Parte(F') between v and w contains an edge € e;, then the shortest path in F' between
v and w contains also an edge € e;. As (e1,...,ex) € P(F), we have j < i.

So (e1,...,ep) € P(Parte(F)).

2. (a) (ept1,...,ex) is a (k — p)-uplet of subsets of E(Conte(F')) = €. By hypothesis, (e1,...,e;) €
P(F).Soe; #0,e;Ne; =0 and Upyi<i<re; = E(Conte(F)).

(b) The edges € e;, p+ 1 <14 < k, are the edges of the same connected component of F' therefore
of Conte(F) (we contract in F' some connected components).

(c) Let i be an integer € {p+1,...,k} and v and w two vertices of Part.,(Conte(F')) = Parte,(F)
(because e; Ne = ). If the shortest path in Cont.(F') between v and w contains an edge € e;
then the shortest path in F' between v and w contains also an edge € e;. As (e1,...,e;) €
P(F), we have j < i.

Thus (ept1, ..., ex) € P(Conte(F)).

So f(((e1,...,ex),p)) € F(F).

g is well defined :
Let (e, (f1,.--,f,):(91,---,9,)) € F(F). Let us show that (f,...,f,.91,---,9,) € P(F).

L. As (f1,.-., f,) € P(Parte(F)) and (gq,---,9,) € P(Conte(F)), f; # 0,9, #0, f; N f; = 0,
g:Ng; =0 and (Uif,) U(Uig;) = E(Parte(F))JE(Conte(F)) = E(F). In addition, as f; C
E(Parte(F)) = e and g; C E(Cont.(F)) =€, f,Ng,; = 0.

2. The edges € f, are the edges of the same connected component of Parte(F'). As all the trees of the
forest Parte(F) are subtrees of F, the edges € f; are the edges of the same connected component
of F. Moreover if the edges € g, are the edges of the same connected component of Conte(F'), it is
also true in F'.

3. (a) Let ¢ be an integer € {1,...,¢} and v and w two vertices of Party (F). We have f, C e
therefore Party (F) = Partg, (Parte(F')). If the shortest path in ' between v and w contains :

i. anedge € f;. As (fy,...,f,) € P(Parte(F)), j <i.

ii. an edge € g;. Then the connected component of Parte(F) containing v and w has an edge
€ g,- This is impossible because E(Parte(F)) = e and g; C E(Cont(F)) = e.

(b) Let i be an integer € {1,...,7} and v and w two vertices of Partg (F'). g; N e = () therefore
Partg, (F) = Partg, (Conte(F)). If the shortest path in I between v and w contains :

i. an edge € g;. As (gy,...,9,) € P(Conte(F)), j <.
ii. an edge € f,. It is good because f; is before g,.
Thus (fy,..., f; 915+, 9,) € P(F).
So g ((e(f1,- s fq)s(g1,---,9,))) € E(F)

Finally, we easily see that f o g = Idgr) and go f = Idgp). a

We now prove proposition 32. By induction on the edges degree n of F' € CgK. Iftn=1F =1
with @ € D. Then ®(l+ ) = (1o ) and formula (2.12) is true. Suppose that n > 2 and that the property
is true in degrees k < n. Then

Agpp 0 ®(F) = (@o@)oACgK(F)

> ®(Parte(F)) @ @ (Conte(F))
e|=E(F)

> > p(Contz(F))...o(Contz—(F))

el=E(F) \(f1,..f)EP(Parte(F))

® > @(Contg—(F)) ... p(Contg—(F))
(91,--9,)EP(Conte(F))
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using induction hypothesis in the last equality. So, with lemma 33,

Agpp 0 ®(F) = Z p(Contz(F)). .. @(Contﬁ(F))
(6,(]“1 ~~~~~ fq)7(gl ----- Qr))G]F(F)
@@(Contg-(F)) ... o(Contg-(F))
= > @(Conter(F)) ... p(Conte(F))
((e1;--.ex),p) EE(F)
@@(Conte7(F)) ... o(Conter(F))
> > @(Conter(F))...o(Conte(F))

(e1,...,ex)EP(F) 1<p<k—1

R@(Conter+(F)) ... p(Conte(F)).
Therefore

O(F) = o(Conter(F)) ... o(Conte(F))
(€14, e,)EP(F)

and by induction, we have the result. O

Examples. We introduce a notation. If w = wy ... w, is a D-word, we denote Perm(w) the sum of
all D-words whose letters are wy, ..., w,. For example, Perm(abc) = abc + acb + bac + bea + cab + cba.

— In edges degree 1, ®(l+ ) = (1 ).

— In edges degree 2,

B(Ns ) = (N )+ (I )p( )+ (I )p(l)
o)+ o1 () + o1 (1o ).

o
—~

D

Q
~—

I

L) = (ML) (1 Yp(Ne )+ (Ve Y(le ) + oo
Fo(F (Mo ) + (N Yp(1 ) + Perm(ip( oI )<P
() = o) e eV )+ o(NE (1 )+ (t

+o(t )p(ts ) + o )p(b ) + Perm(p(te (b )p(t

o) = oM ) ot () e Yol ) + ol e )+t Jp( 3 )
+o( N )p(le ) + Perm(p(1+ )o( P (1 ).

c\/d
— Finally, in edges degree 4, with the tree be,

o) = () + ot 1o ) ol o F )+ o Yot ) 4 ot Yol N )

oW o)+ o (N ) 1o (N o) (3 ()

No )+ o )p( N )+ o5 )p( M) 4 Perm(p( Mo Y(te )p(10 )
+Perm(p( N1 Jp(le (1)) + Perm(p(t2 )o(1 (1))

A (1 )p(1)) + o1 (N Yp(1e ) + p(1e Jp(1 Yp(V- )

(1 (Ve ) (1 Yo Nt Yp(te )+ p(t o1 YooV )

( o1 (1)

2.3.4 From CZj to Csh”

Let p : K (TgCK) — K (D) be a K-linear map. We suppose that D is equipped with an associative

and commutative product [-,-] : (a,b) € D? — [ab] € D.
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Theorem 34 There exists a unique Hopf algebra morphism ® : CE,; — Csh? such that the following
diagram

K (T8,) —=K(D) (2.13)
CB, —2 > Csh?
15 commutative.
Proof. This is the same proof as for theorem 25. |

We give a combinatorial description of the morphism ® defined in theorem 34. For this, we give the
following definition :

Definition 35 Let F be a nonempty rooted forest of Cox. A generalized and contracted partition of
F is a l-uplet (f1,..., fi) such that :
1. forall1 <i<lI, f;=(el,.. '7‘3;@,) is a k;-uplet of subsets of E(F),
2. (ef,...,e} ,€1,... e} ) € P(F),
3. if Parte; (F) and Parte; (F) are two disconnected components of F and if the shortest path in F
between Parte; (F)) and Parte; (F) contains an edge € el, then j > i.
We shall denote by P.(F) the set of generalized and contracted partitions of F.

Proposition 36 Let F' be a nonempty forest € CB,. Then

(k1)
O(F) = Z ([@(Conte%(F)) e go(C’onte}c(F))} e

(f1rees f)EPL(F) !
fi=(el,.e) (2.14)

(k1)
e {@(Contell(F)) e cp(Contelkl(F))} ) .

Proof. It suffices to resume the proof of proposition 32. Note that, if T' is a rooted tree and e = E(T),
Conte(T) is a tree and Part.(T') is a forest. So there is possibly contractions for the product [-,] to the
left of (? ® ®) o Ayz (7). Remark that

— the trees of Part.(T) are disconnected components of 7' and they appear to the left of (¢ @ ®) o

Agp, (T),
— the edges of € between two disconnected components of Parte(T') in T are edges of Conte(T) and
thus they appear to the right of (® ® ®) o Az (7).
We deduce formula (2.14). O

Remark. In the expression of ®(F) (formula (2.14)), we find the terms of (2.12) and other terms
with contractions for the product [-,-]. Taking [-, ] = 0, we obtain (2.12) again.

Examples. From the examples at the end of section 2.3.3, we give the other terms with contractions
for the product [-,-].

— There are no terms with contractions for the following trees : 1o , &b | }Z ,M , C\{g .

— For the tree aa/'b

)

c\/d
— For the tree \a</7>,

() = o o o) + o e ol )+ [l (V)] ()
+o(Ie ) [p( )e(l )] @(le )+ [p(T )p(l )] ol )p(l)
+ (1 (1 )] ol (e ) + [p(P (e )] (I )p(le)
+ (P )p(l ) e( )p(le ) + (1) [p(t )e(le )] p(l)
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Chapitre 3

On the operad of bigraft algebras

Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion d’algébres bigreffes. Une algébre bigreffe est un K-espace
vectoriel A muni de trois opérations %, =, <: A ® A — A vérifiant les relations suivantes :

(xxy)=2z = x> (y>2), (3.1)
(x>=y)xz = x> (yxz), (3.2)
(x<y)<z = z=<(yx*z), (3.3)
(rxy) <z = xx(y=<2), (3.4)
(x=y)<z = x> (y=<2), (35)

Nous proposons dans ce chapitre une étude algébrique de I'opérade bigreffe, noté BG, associée aux
algébres bigreffes. Nous allons décrire cette opérade, montrer qu’elle est Koszul et établir un nouveau bon
triplet d’opérades.

Pour cela, nous rappelons tout d’abord les notions connues sur les algébres de greffe a gauche et &
droite. Une algébre de greffe & droite est un K-espace vectoriel A muni de deux opérations *, <: AQA — A
vérifiant les relations (3.3), (3.4) et (3.6). Avec les relations (3.1), (3.2) and (3.6), on obtient la notion
d’algebre de greffe a gauche. L. Foissy prouve dans [Foil0] que lopérade des algebres de greffe a droite
est donnée en termes de foréts enracinées planes.

Nous prouvons ici que 'opérade bigreffe peut étre décrite en termes d’un sous-ensemble des foréts
enracinées planes dont les arétes sont décorées (on décore les arétes avec un ensemble de décorations
réduit & deux éléments). Ce sous-ensemble est défini récursivement a l’aide d’un opérateur de greffe Bp¢.
On notera Hpg l'algébre engendrée par ce sous-ensemble.

Nous donnons une présentation du dual de Koszul BG' de 'opérade BG (voir [GK94, MSS02]). En
considérant un quotient de Hpg, nous décrivons 'opérade BG' et cette description nous permet de
construire ’homologie associée a une BG-algébre. A l'aide d’une méthode de réécriture (voir [DK10,
Hof10, LV12]), on prouve que BG est Koszul et nous donnons des bases de PBW de l'opérade bigreffe et
de son dual de Koszul.

Ensuite, nous prouvons que 'opérateur de greffe Bpg introduit précédemment induit une structure
d’algébre de Hopf sur Hpg et permet aussi de munir Hgs d’un couplage de Hopf. Nous décrivons les
relations de compatibilités ce coproduit et les produits *, >, <.

Comme ces relations ne permettent pas de définir une bonne notion de bialgébre bigreffe, nous consi-
dérons un autre coproduit sur Hpg, le coproduit de déconcaténation A Ass- Nous prouvons que 'idéal
d’augmentation de Hpg est une bialgeébre bigreffe infinitésimale : ¢’est une famille (A, x, >, <, A Ass) Ol
s, <t A®A = A Agy : A » A® A, telle que (A, x, >, <) est une algebre bigreffe et pour tout
r,y€ A

Auss@xy) = (@@1)*Auss(y) +Bass(@) x L@ y) +z @y,
éAss ({E - y) = (EC ® 1) >~ A.Ass (y)7
Apss(x <y) = Auss(z) < (1®y).

Nous montrons alors des versions analogues aux théorémes de Poincaré-Birkhoff-Witt et de Cartier-
Milnor-Moore dans le cas des bialgébres bigreffes infinitésimales (en utilisant les résultats de [Lod08]).

37
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Nous prouvons que la partie primitive Prim(A) d’une bialgébre bigreffe infinitésimale A est une L-algebre,
c’est-a-dire un K-espace vectoriel muni de deux opérations binaires -, < vérifiant la relation d’entrelace-
ment (3.5) (voir [Ler03, Ler08] pour plus de détails sur les £-algébres). Nous définissons 1'algébre bigreffe
enveloppante universelle Ugg(A) d’une L-algébre A et on prouve alors le résultat suivant :

Theorem. Si A est une bialgébre bigreffe infinitésimale sur un corps K, alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. A est une bialgébre bigreffe infinitésimale connezxe,

2. A est colibre parmi les coalgébres connexes,

3. A est isomorphe a Ugg(Prim(A)) comme bialgébre bigreffe infinitésimale.

On déduit de ce théoréme un nouveau bon triplet d’opérades (Ass, BG, £) faisant intervenir les opérades
associées aux algébres associatives, bigreffes et aux L-algébres.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans une premiére partie, nous définissons la notion d’algébre
bigreffe et nous rappelons différents résultats sur les algébres de greffes a gauche et a droite. Nous donnons
une description combinatoire de ’algébre bigreffe libre et de I'opérade bigreffe. La partie 2 est consacrée
a ’étude du dual de Koszul de l'opérade bigreffe. Nous déterminons l'opérade duale et nous montrons
que 'opérade bigreffe est Koszul. Dans la troisiéme partie, nous munissons 'algébre bigreffe libre a un
générateur d’une structure d’algébre de Hopf et d’'un couplage. Nous introduisons dans la derniére partie
la notion de bialgébres bigreffes infinitésimales et nous démontrons que (Ass, BG, L) est un bon triplet
d’opérades.

Les résultats de ce chapitre sont rassemblés dans un article intitulé On the operad of bigraft algebras
a paraitre dans Journal of Algebraic Combinatorics.

Remarque. Dans ce chapitre, le degré d’un arbre ou d’une forét est le degré en sommets.

3.1 Operad of bigraft algebras

3.1.1 Bigraft algebras

Recall the definitions of left graft algebras and right graft algebras introduced by L. Foissy (see
[Foil0]) :

Definition 37 1. A left graft algebra is a K-vector space A together with two K-linear maps *, >:
A® A — A respectively called product and left graft, satisfying the following relations : for all

x,y,z € A,
(zxy)xz = zx(y=*2z),
(zxy) =2z = x> (y>2),
(x=y)xz = x> (y*2).

2. The left graft operad, denoted by LG, is the operad such that LG-algebras are left graft algebras.

Definition 38 1. A right graft algebra is a K-vector space A together with two K-linear maps
x,<: A® A — A respectively called product and right graft, satisfying the following relations : for

all z,y,z € A,
(xxy)xz = xzx*(yxz),
(x<y) <z = z=<(y*z2),
(zxy) <z = xx(y=<2z2).

2. The right graft operad, denoted by RG, is the operad such that RG-algebras are right graft algebras.

It is clear that the operads £G and RG are binary, quadratic, regular and set-theoretic (see [LV12] for
a definition). It is proved that £G and RG are Koszul in [Foi09b]. We do not suppose that L£G-algebras
and RG-algebras have units for the product . If A and B are two LG-algebras, we say that a K-linear
map f: A — Bisa LG-morphism if f(zxy) = f(x) % f(y) and f(z > y) = f(x) = f(y) for all z,y € A.
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We define in the same way the notion of RG-morphism. We denote by £G-alg the category of LG-algebras
and RG-alg the category of RG-algebras.

Remark. The category £G-alg is equivalent to the category RG-alg : let (A, *,>) be a LG-algebra,
then (A, ', =1) is a RG-algebra, where z ' y = yx 2z and x =T y = y = 2 for all 2,y € A. Note that
#Tt = % and ~TT=~. So we will only study the operad RG.

We now give the definition of bigraft algebras :

Definition 39 1. A bigraft algebra is a K-vector space A together with three K-linear maps x, >
,<: A® A — A satisfying the following relations : for all x,y,z € A,

(zxy) =2 = x> (y> 2),
s = el
r < <z = << * 2),
(w*sz = x*(yy< 2), (3.7)
(x=y)<2z = x> (y=<2),
(xxy)*xz = xx*(yx2z).

2. The bigraft operad, denoted by BG, is the operad such that BG-algebras are bigraft algebras. BG is
a binary, quadratic, reqular and set-theoretic operad. We denote by BG the nonsymmetric operad
associated with the reqular operad BG.

In other words, a BG-algebra (A, x, =, <) is a LG-algebra (A, *, >) and a RG-algebra (A, %, <) verifying
the so-called entanglement relation (z = y) < z =2 = (y < z) for all z,y,z € A, that is to say (4, =, <)
is a L-algebra (see definition 79). We do not suppose that BG-algebras have a unit for the product .
If A and B are two BG-algebras, a BG-morphism from A to B is a K-linear map f : A — B such that

flzxry) = (@)« f(y), f(x = y) = f(x) = fly) and f(z <y) = f(z) < f(y) for all 2,y € A. We denote
by BG-alg the category of BG-algebras.

Remark. Let (A, x, =, <) be a BG-algebra. Then (A, *T, <, =T) is a BG-algebra, where z Ty = yx z,
z-Ty=y<zandz <t y=y > 2 forall z,y € A.

From definition 39, we give a description of the operad BG by generators and relations :

Lemma 40 The operad BG is the quadratic operad gemerated by three operations denoted by m, >
and < and satisfying the following relations, where I is the unit element of BG :

> O(m,l)— ~ O(Ia >_)a
m0(>-,I)—>-o(I,m),
< O('<7I)7 =< O(Ia m)a
-<o(m,[)—mo( 7'<)7
<o(=,I)— = o(I, <),
mo (m,I)—mo (I,m).

Remark. Graphically, the relations defining BG can be written in the following way :
1 2 2 3 1 2 2 3 1 2 2 3
m - - m =< m
- - m - < =<
- 9 - ) - )
1 2 2 3 1 2 2 3 1 2 2 3
\ﬂ/s 1\>/ \<K3 1\?/ \§/3 1\?/
m =< - =< m m
=< m =< - m m
- ) - ) - .
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3.1.2 Free pre-Lie algebra and free right graft algebra
We here recall some results of [CLO01, Foil0].
Let Tcx be the K-vector space spanned by Ty, the set of the nonempty rooted trees.
If T,T1,T> € TH,, we denote by n(p, 7, ) the number of admissible cuts v such that Lea, (1) = T}

and Roo,(T') = T». We consider the linear map x : Tox ® Tox — Tk such that, if 77,75 € Th, .,
then

T1 * T2 = Z n(leTQ,T)T.

TETHCK

Examples.

GV o= 3V Ve v = I\P+L/ S 2&1+L{+T
Ve, = Y Vel = \</+Y fer = L/+J

Let us recall that a pre-Lie algebra is a K-vector space A equipped with a binary operation x : AQ A —
A such that, for all z,y,z € A,

(xry)rz—axx(Yxz)=(z*2) %y —x*(2%y).
It is proved in [CLO1] that (T, *) is the free pre-Lie algebra generated by ..

Let M yck be the K-vector space spanned by the nonempty forests of Hycox. We consider the linear
map <: Mycocx ® Mycx — Mok such that, if F;G € Myck are two nonempty planar forests with
F=F...F, and F,, = Bnck(H), then

F<G=F;.. ~F7L—IBNCK(HG)-

In other terms, G is grafted on the root of the last tree of F, on the right. In particular, we have
. <G= BNCK(G)~

Examples.

o< . -~ < = < e o= WV o< = .V
T T St O [ SO Y
| \I{I ! <:=.\/I g o< =0V o< = {/

Note that < is not associative :
<<=tV =(<0<.

It is proved in [Foil0] that (Myck,m, <) is the free RG-algebra generated by ., where m is the
concatenation product.

3.1.3 Free bigraft algebra

Let D = {l,r} be a set of two elements. We denote by HZI\T,CK the K-algebra generated by planar
forests with their edges decorated by D. Equipped with the product given by the concatenation, Hl](,'C K
is an algebra.

We define the operator Bpg : Hl](,CK ® H%CK — H%CK, which associates, to a tensor F'® G of two
forests F,G € H%C K, the tree obtained by grafting the roots of the trees of F' and G on a common root
and by decorating the edges between the common root and the roots of F' by [ and the edges between
the common root and the roots of G by r.
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Examples.
BBG(1®1) = . BBG(° ®1) = I BBg(1®.) = Ir
Bpel.®.) = N | Bpe(l®..) = N Bpc(lot ) = I
BBg(Il e ® 1) = ll{[l BBg(. ® b ) = l\/I’l” ng(lV’“ ® 1) = I\{Z.T
BBg(.. X 1) = 1\/.1 BBg(. [ ..) = " BBgdi' [ 1) = i?

Definition 41 We define a graded subset Tpg = Up>1Tra(n) of the set of trees of HIJGCK in the

following inductive way :

- Ifn=1,Tpe(l) ={.} is the set reduced to one element, the unique tree of degree 1.

- If n > 2, we suppose the set | J,<r<,,_1 TBc(k) already constructed. Pick trees F,...,F, and
Gi,....Gq € Uycren_1 Toa(k) such that |[Fy|+ ...+ |Fp| +|Gi|+ ... +|Gq| =n—1 and consider
the new tree Bpg(F1...F, @ G1...G).

Let Fpa(n) be the forests of degree m constructed with trees of Tpa and Fpa = U, >oFpa(n) with
Fpa(0) = {1}.

Examples. Trees of Tgg with degree < 4 :
, 15 SRS AU S AU S
Lor e N R ENeNIN N e e e e
I \} I \} I \} VAV ARV N VA V A %’, %f ii %: %’, % ii %:
L Y N N N e R

Lemma 42 Let T € HY ;- be a nonempty tree. Then T € Tpg if and only if for all v € V(T) and

wy,wg € V(T) such as wy & v, Way % v and wy is left to wa, (d1,d2) € {(1,1),(I,r), (r,7)}, that is to say
that we cannot have (di,ds) = (r,1).

Proof. By induction on the degree n of T. If n = 1, T' = . and it is trivial. Let T' € H%CK be a
nonempty tree of degree n > 2 and assume that the property is true at rank < mn — 1.

By construction, if T € Tpg, there are Fi, ..., F, and G1,...,G, € Tpg such that T = Bpg(F1 ... Fp®

Gi...Gy) and |F;|,|G;| < n—1. Consider v € V(T) and wy,we € V(T') such as w; 4 v, W By
and wy is left to we. If v is not the root of T, v € V(F;) or v € V(G;) and by induction hypothesis
(d1,d2) € {(1,1),(I,r), (r,r)}. If v is the root of T', we have three cases :
1. wy is the root of F; and ws is the root of F; with 1 <4 < j < p. Then (di,dz) = (I,1).
2. w; is the root of F; and wy is the root of G; with 1 <i <pand 1< j <gq. Then (di,d2) = (I,7).
3. wy is the root of G; and wy is the root of G; with 1 <1i < j < gq. Then (di,d2) = (r,7).
In all cases, (d1,dz2) € {(1,1),(,r), (r,7)}.

Reciprocally, let T € HY - be a nonempty tree such that for all v € V(T') and wy,ws € V(T) such
as w1 B v, wy B v and wy is left to ws, (d1,d2) € {(1,1), (I, r), (r,r)}. If v is the root of T, this condition
implies that T' = Bpg(Fi...F, ® G1...Gy) with F;,G; € H%CK and |F;|,|G;| < n— 1. Then F; and
G satisfy the condition of the decorations of the edges. Therefore F;, G; € Tpg by induction hypothesis
and T € Tgrqa. O

Let Hpg = K (Fpg) be the subalgebra of HY, - generated by Fpg. We denote by f2¢ the number of
forests of degree n in Hp, t515¢ the number of trees of degree n in Hpg and F,, (z) = Y, 5o fH5¢2™,

Ta,e(z) = 3,5, tHE62™ the generating series associated. It is possible to calculate Fy,(z) and
THBG (CC) :
Proposition 43 The generating series Fyi,, and Tu,. are given by :
3
Fugg (l‘)

1 27 ’
—1 + 4 cos? <3 arcsin (ﬁ))
4 . 1 . 27
THBG('r) = §Sm2 <3 arcsin <\/j>> )
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Proof. Hp is freely generated by the trees, therefore

1
F = 3.8
Hge (:C) 1 _ THBG (1‘) ( )
We have the following relations :
tee = 1,
tHee = §° S (k1) tfee it n > 2,
k=lai+...+ar=n—1
Then -
THBG Z k + 1 ‘TTHBG( ) =al oThy, (l‘),
k=1
- 2h — h?
where F'(h Z (k+1)h ——. We deduce the following equality :
= (1 —h)?’
Trpe (Z)S —2THp, (1’)2 +THpe (x) =T (39)
So Ta . () is the inverse for the composition of 2% — 222 + x, that is to say
4 1 27
Ty (z) = 3 sin? <3 arcsin (1/ f)) )
Remark that, with (3.9), we obtain an inductive definition of the coefficients tH&¢c :
tee =1,
tHee =2 > tieogiiee - > tripetneiine if p > 2,
4,j>1 and i+j=n i,5,k>1 and i+j+k=n
We deduce from (3.8) the equality
3
Fape () = 1 o7 :
—1 4 4 cos? (3 arcsin (\ / f))
0O
This gives :
n 112(3]4] 5 6 7 8 9 10

tHee [ 1121 7 [30] 143 | 728 | 3876 | 21318 | 120175 | 690690
fHBG 1]13112|55]|273 | 1428 | 7752 | 43263 | 246675 | 1430715

These are the sequences A006013 and A001764 in [Slo].

Definition 44 Let F,G € Fpc \{1}. Suppose that F = Fy ... F,,, G =Gy ...Gp,, with F;,G; € Tpg,
Fy = Bpg(F} ® F?) and G,,, = Bpg(GL, ® G?,). We define :
G~F = Bpe(GF} @ F)F;...F,,
G<F = Gi...Gpn_1Bpg(G @ G% F).

We denote by Mpg the algebra generated by the nonempty forests of Hpg. Its product is given by the
concatenation of forests. We extend >, <: Mpg @ Mpg — Mpg by linearity.

Examples.

o—oe
~3
e

S
Y

e

S

I

'5:

e o= N = NN o= . =

IT =

v

Il

<.

v

<

Y

I
hay ’;‘:/\.

e < e = .\ o< = I l\}: oo < f =

e o<, = P . = l{/ o< N =
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In other terms, for G = F, G is grafted on the root of the first tree of F' on the left with edges
decorated by I. For G < F, F is grafted on the root of the last tree of G on the right with edges decorated
by r. In particular, F > . = Bpg(F®1) and . < F = Bpg(1® F).

Remark. = and < are not associative :

(o= £ (.>.)>.:£5,

r

.<(.<.):}r 4 (b <) =<e=Nr .

Proposition 45 Mpg is given a graded BG-algebra structure : for all x,y,z € Mpg :

(xy) =2z = x> (y = 2), (3.10)
(x>y)z = = (yz), (3.11)
(x<y)<z = x<(y2), (3.12)
(xy) <z = x(y < 2), (3.13)
(x=y) <z = x=(y=<2). (3.14)

Proof. We can restrict ourselves to x,y,z € Fpg \ {1}. (3.11) and (3.13) are immediate. We put
z = 21Bpg(x2 ® x3) and z = Bpg(z1 @ 29)23 with z;, z; € Fpg. Then

x> (y>=z)=x> (Bpa(yz1 ® 22)23) = Bpa(xyz1 ® 22)23 = (zy) = (Bpa(z1 ® 22)23) = (zy) > 2
(x <y) < z=(21Bpg(r2 ® x3y)) < 2 = 11 Bpc(r2 @ r3yz) = (x1Bpa(z2 ® x3)) < (yz) = = < (y2).

So we have proved (3.10) and (3.12). In order to prove (3.14), we must study two cases :
1. If y = Bpa(y1 ® y2) is a tree,
(z = y) < 2= Bpc(ry1 ®y2) < 2 = Bpg(vy1 @ y22) =z = Bpe(y1 Q@ y22) =z > (y < 2).
2. If y = y1y> with y1,y2 € Fpe \ {1},
(z-y)<z=(&-y)y2) <z=(@=y)y2<2) =2 > (N2 <2) =z > (y < 2),

by (3.11) and (3.13).
O

We now prove that M p¢ is the free BG-algebra generated by . and deduce the dimension of BG(n)
for all n.

Theorem 46 (Mpg,m, =, <) is the free BG-algebra generated by .

Proof. Let A be a BG-algebra and let a € A. Let us prove that there exists a unique morphism of
BG-algebras ¢ : Mpg — A, such that ¢(.) = a. We define ¢(F) for any nonempty forest F € Mpg
inductively on the degree of F by :

(b(') = a
B(Fi.. F) = (F)... o(F)ifh>2
o(F) = (¢(F1)>a) -<d)(F2) ifF:ng(F1®F2) with F'', F? € Fpe.

As the product of A is associative, this is perfectly defined. This map is linearly extended into a map
¢ : Mpg — A. Let us show that it is a morphism of BG-algebras. By the second point, ¢(xy) = ¢(z)d(y)
for any z,y € Mpg. Let F,G be two nonempty trees. Let us prove that ¢(F = G) = ¢(F) = ¢(G) and
#(F < G) = ¢(F) < ¢(G). Denote F = Bpg(F' ® F?), G = Bpg(G' ® G?) with F!, F? and G!,G? in
Fpg. Then :

1. For ¢(F > G) = ¢(F) = ¢(G),

¢(F=G) = ¢(Bpc(FG'®G?))

(¢ FG1 = a) < ¢(G?)
(o(F) = (¢(G") = a)) < ¢(G?)
= ng(F ((6(G") = a) < ¢(G?))
P(F) = ¢(G).



44 CHAPITRE 3. ON THE OPERAD OF BIGRAFT ALGEBRAS

2. For ¢(F < G) = ¢(F) < ¢(G),
P(F <G) = ¢(Bpe(F' @ F°Q))
= (6(F") - a) < (F?G)
(F') > (a < o(F?Q))
(FY) = ((a < ¢(F?)) < 6(G))
(p(FY) = a) < (F?)) < 6(G)
(F) < o(G).

<

>
>

|
S = S

If F, G are two nonempty forests, F = F;...F,, G=G1...Gy,. Then :

QF=G) = ¢(F1= (... Fooy = (Fp=Gr)...))Ga...Gp)
= O(Fi > (...Fp1 = (Fo = G1)..))$(G2 ... Gnm)
= (0(F) = (. 9(Fn1) = (6(Fn) = ¢(G1)) .. ))d(Ga .. Gim)

( (
O(F1 ... F) = ¢(G1))p(Ga ... Gry)

and
d(F<G) = oF1...F 1(...(F,<G1) <Gy...) < Gp)
= ¢(F...F1)o((...(F, <G1) < Ga...) < Gp)
= ¢(F1... Fu1)((-- - (0(Fn) < 9(G1)) < ¢(G2)...) < ¢(Gm))
= ¢(F1... Fuo1)(0(Fn) < ¢(G1...Gn))
= o(F) < ¢(G).

So ¢ is a morphism of BG-algebras.

Let ¢/ : Mg — A be another morphism of BG-algebras such that ¢'(.) = a. Then for any planar
trees Fy,..., Fy, ¢'(Fy ... Fy) = ¢/'(Fy)...¢'(Fy). For any forests F'', F? € Mpg,

§Bra(F' 9 F?) = §((F > .) < F?)
= @EY - () < ()
— (@(FY) > a) < (F).
So ¢ =¢'. O

Proposition 47 Let 1 : Hpg — Hpg be the K-linear map built by induction as follows : 1T =1 and
for all F,G € Fpg, (FG)' = GTF' and (Bpg(F ® G))' = Bpa(GT @ F'). Then t is an involution over
Hpe.

Proof. Let us prove that (F)f = F for all F € Fpg by induction on the degree n of F. If n = 0,

F =1 and this is obvious. Suppose that n > 1. We have two cases :

1. If F = Bpg(G ® H) is a tree, with G, H € Fpg such that |G|, |H| < n. Then (F")! = (Bpg(H' ®
G = Bpe((GN' ® (HN') = Bpa(G ® H) = F, using the induction hypothesis for G and H.

2. If F = GH is a forest, with G, H € Fpg \ {1} such that |G|,|H| < n. Then (F")I = (HTG")T =
(GNT(H")T = GH = F, using again the induction hypothesis for G' and H.

In all cases, (FT)T = F. O

Remark.

1. Let F € Hpg. The forest F' is obtaiend by inverting the total orders on the set of roots of F and
the sets {w € V(F) | w — v} for any v € V(F) and by exchanging the decorations ! and r.

2. We can rewrite the relations between 7 and the product m and Bpgg as follows :

mo(f®f) = tomor,
Bpgo(t®f) = toBpgor.

where 7 is the flip defined in the notations.
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The involution t : Hgg — Hpg permits to exchange the structures of right and left graft algebra on
HBG :

Proposition 48 For all forests F,G € Mpg, (G = F)! = Ft < Gt and (G < F)t = Ft = G1.

Proof. Let F,G € Mpg be two forests. We put F' = Fy...F,, G =G ...Gp, F} = Bpg(Fl ® F?)
and G, = Bpg(G}, @ G2,). Then

(G = F)T (Bpa(GF} @ F2)F,... F,)T

= Fi...FBpa((F))' ® (GF])")

= Fl...F]Bpe((F)T & (F)'GT)

= (Bl EBsa((F)) & (F))) < &1

= rt<ath.

Therefore (G = F)' = Ft < GT for all forests F, G € Mpg. Moreover, as f is an involution over Mpg
(proposition 47), (G < F)T = (G < (FH)DT = (FT = GH)T = FT = G1. O
3.1.4 The bigraft operad

Recall that BAQ is the nonsymmetric operad associated with the regular operad BG. With the following
proposition, we can identify BG with the vector space of nonempty forests € Hpg.

Proposition 49 For all n € N*, dim(BG(n)) = fH56 and the following map is bijective :

¥ { BG(n) Vect(forests € Hpa of degree n) € Mpg (3.15)

— Ve
p = pleyi,e).

Proof. It suffices to show that ¥ is bijective. (Mpg, m, =, <) is generated by . as BG-algebra (with
theorem 46) therefore W is surjective. ¥ is injective by the freedom in theorem 46. a

In the remainder of this section, we identify F' € Fpg(n) and W=1(F) € BG(n).

Notations. In order to distinguish the composition in BG and the action of the operad BG on Mpg,
we now denote by

1. Fo(Fy,...,F,) the composition of BG.
2. Fe(Fy,...,F,) the action of BG on Mpg.

In the following theorem, we describe the composition of BG in term of forests.

Theorem 50 The composition of BG in the basis of forests belonging to Fpg \ {1} can be inductively
defined in this way :

.o(H) = H,
FGO(Hl,...7H‘F|+|G|) = FO(Hl,...,H|F|)GO(H|F|+1,...,H|F‘+‘G‘),
BB(;'(F®G) O(Hla---7H\F|+|G|+1) = ((FO(Hl,...,H|F‘)) - H\F|+1)

< (Go(HF|t2, - Hip4G141))-
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Proof. Note that ¥(. ) =
By definition, ¥(.

So FG =mo (F,

) =

We have ¥(I ) =
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= U(I). Hence,
\I'(m) So ..

. is the unit element of BG.

= m in BG(2). Moreover, for all F,G € Fpe \ {1},

U(FG) = FG

= me(FG)

= me(Fe(e.....),Ge(.,....))

= (mO(F,G))O(., “7')

= U(mo (FG)).
(F,G)
=U(>). So I' = in BG(2). Moreover, for all F,G € Fpa \ {1},
(F~G) = F»G

- >.(F”G’)

= >oFe(e,.....),Go(e,...,.))

= (=o(F,G)) e(.

)

= V(- o(F,G)).

So F > G=»0o(F,G)=1 o(FQG).

As¥(lr ) =.

So F <G=<0o(F,G) =

Let F € Fpg(m

that, in BG,

Indeed, in BG,

(FG) o

and

(FG) o
BBG(F & G) o

(H, ...

Bpag(F®G)o
(F=.)=<G)o
(Ir o
I o
Ir o(l o(Fol(Hy,...
I o

((F

UV(F<G) =

<. =U(<), I = <in BG(2). Moreover, for all F,G € Fpa \ {1},

F<G

= <eo(F,QG)

= <.(F’.('a
= (<o(F,G))e(.

o(F,G).

) and G € Fpg(n) with m,n > 1. Let Hy,...

(Hy,...
(H,...

7Hm+n) =

(F,.),G))o

(¥ o
(I o(F,.))o
(FO(Hl,...
(H17

7Hm+n) -
7Hm+n+1) = ((FO(H17

(Hy,...
(Hy,...

7H )) s Hm-‘rlaGO( m+2s - - -
Hpm)) = Hpy1) <

cye), Ge(o, ...
eeee)

a‘))

U(< oF, G)).

7Hm+n+1 € Fpa \ {1} We will show

Fo(Hy,...,Hn)G o (Hus, ...
»Hm)) - Hm+1)

(GO( m+2;~--7Hm+n+1))~

) Hm+n)

(mo (F,G))o (Hy,...,
mo (Fo(Hy,..., H,
F‘O(I’Il,...7

Hern)
) )GO( ma41y .-
Hm)Go( m+1y-- -,

Hm+n))
Hm+n)7

aHm+n+1)
s Hipng1)
(Hy,...
(Hq, ...
,Hm),-

Hm+n+1)
Hm+n+1))

Hpingt))
) Hm-i—n—i—l))
Hm+n+1))~

Hypt1),Go (Hmyo, - -,
OHTVL+1) GO( m+2s .-

(GO( m=+2y -
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Examples. Let Fy, F5, F3 € Fpg \ {1}.

o(F,F) = FF Ne o(F,Fy,F3) = (F1>F)<F;

I o(F,F) = Fi-F Nr o (F,Fy,F3) = F, < (FyFs)

' o(F,F) = FL<F Ni o (F,Fy,F3) = (FLF,) > Fs
o (FLFyFy) = Fi(FsF) | 0 o(FLFnF) = (F<F)sF
buo(FLFoFy) = (FL<F)F| bo(FLEF) = Fi<(F>F)
oo (FL, Py Fy) = FIFRF B oo(FL B Fy) = (FisFy) = F

The free BG-algebra over a vector space V is the BG-algebra BG(V') such that any map from V to a
BG-algebra A has a natural extention as a BG-morphism BG(V) — A. In other words the functor BG(—)
is the left adjoint to the forgetful functor from BG-algebras to vector spaces. Because the operad BG is
regular, we get the following result :

Proposition 51 Let V' be a K-vector space. Then the free BG-algebra on V is

BG(V) = DK (Fpa(n) @ Ver,

n>1

equipped with the following binary operations : for all F € Fpg(n), G € Fpg(m), v1 ® ... @ v, € V&
and W ® ... Q w, € VO™,

(FRUR..Qu ) *(GRAWI R...0wy,) = (FGRM®...00V, 0w ®...Q wy),
(FRUR...Q0U,) = (GRAWI ®...0wy,) = (F-GR1Q®...00, 0w ®...Q0 Wn),
(FRV®®...00,) <(GRw®...0w,) = F<GRuQ..00, 0w ...Q Wn).

3.2 Koszul duality

3.2.1 Dual operad of the bigraft operad

As BG is a binary and quadratic operad, it admits a dual, in the sense of V. Ginzburg and M. Kapranov
(see [GK94, MSS02]). We denote by BG' the dual operad of BG. We prove that BG' is defined as follows :

Lemma 52 The operad BG', dual of BG, is the quadratic operad generated by three operations m, =
and < and satisfying the following relations, where I is the unit element of BG' :

ry => o(m,])f >O(I,>), 7 => O(}vI)v

ro =mo (>=,I)— = o(I,m), rg == o(=<, 1),

rg =< o(=<,I)— < o(I,m), r9 =mo (<, 1),

ry =< o(m,I) —mo (I,=), and rio == o(I, <), (3.16)
rs == o(>=, I)— = o(I, <), ri ==o(l,>),

re =mo (m,I)—mo (I,m), riz =mo (I,>-).

The notations r; to r12 of the relations are introduced for future references.

Proof. Recall some notations. For any right ¥,-module V, we denote by V' the right ¥,-module
V* ® (), where () is the one-dimensional signature representation. Explicitly, the action of ¥,, on V*
is defined by f°(z) = s(a)f(z"_l) forall o € ¥,,, f € V', 2 € V. The pairing between V' and V is given
by :if feV,zeV,

(= =) VeV —K(fz) = f(z), (3.17)
and if 0 € X, (f7,27) =¢(0) (f,x).

The operad BG is generated by the free Yo-module E, generated by m, > and <, with relations
R C Pg(3), where Pg(3) is the free operad generated by E and R is the free ¥3-submodule of Pg(3)
generated by 71, ...,76. Note that dim(E) = 6, dim(Pg(3)) = 108 and dim(R) = 36. So BG' is ge-
nerated by the dual E', with relations R* the annihilator of R for the pairing (3.17). So dim(R*) =
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dim(Pg(3)) — dim(R) = 108 — 36 = 72. We then verify that the given relations (3.16) for BG' are indeed
in R, that each of them generates a free Y3-module, and finally that there Y3-modules are in direct
sum. So these relations entirely generate R™*. O

Remarks.
1. BG' is a quotient of BG.
Py
2. BG' is the symmetrization of the nonsymmetric operad BG generated by m, = and < and satisfying
the relations r1 to ris.
3. Graphically, the relations defining BG' can be written in the following way :

1 2 2 3 1 2 2 3 1 2 2 3
m - - m =< m
- - m - =< =<
- ’ - ) - ’
1 2 2 3 1 2 2 3 1 2 2 3
3 1 3 1 3 1
m < - = m m
- ’ - ) - )
1 2 1 2 1 2 2 3 2 3 2 3
\<K3 \<K3 \<(3 1\?/ 1\>/ 1\>/
- =< =< =< - -
- - m =< =< m
’ ) ) ) ) .

We now give a combinatorial description of the free BG'-algebra. We will show that it is a quotient of
the free BG-algebra Hpg.

Definition 53 Let F'y, be the subset of forests of Fpg containing the empty tree 1 and satisfying the
following conditions : if Fy ... F, € IP’!BG with the F;’s nonempty trees, then

1. Iy,...,F, are corollas € Fpg,

2. if 3 e € E(F;) decorated by I, then i =1,

3. if 3 e € E(F;) decorated by r, then i =n.
We set Gpg = Fpa \ IF!BG.

Remark. If F} ... F, € IF!BG with n > 2, then Fy,..., F,_1 = ., every e € E(F}) is decorated by [

and every e € E(F,) is decorated by r. In particular, we have {(Fizo) = F'y, where 1 : Hpg — Hpg is
the involution defined in the proposition 47.

Examples. Forests of F’BG :

In degree 1 : ..

— Indegree 2 : .., 0t , 1.

~Indegree 3: ..., ., .0 N N AN

—Indegree 4: vevu, tt vu ol 0 0 N L LA ,NM ,W ,W ,W.

Let HSBG be the K-vector space spanned by IF!BG and M!BG the K-vector space spanned by ]FSBG \{1}.
We denote by t,IjI BG the number of trees of degree n in H!BG and ]",I:I BG the number of forests of degree

. H' o'
nin Hpg. We put Ty (2) = 32,5, tn ?9a™ and Fygy_(2) = 32,5, fn 292"

Proposition 54 The generating series of Hig, are given by :

Ty, (z) = (1—z733)2 and  Fg (z)= ﬁ

Proof. We have t{{BG =1, leBG = 1. Forall n > 2, tEBG = n because the corollas of degree n have
n — 1 edges with n possible different decorations. Moreover, for all n > 2,

wpe = frlee _plee 4 plee (1)

n—

where the term :
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- ff_ﬁc — t?ff corresponds to forests of degree n and of length > 3 obtained from the forests of

degree n — 1 and of length > 2 by adding . in the middle. For example, in degree 4, these are the
forests eees, I oo and .. I .

— t,I?I BG corresponds to trees of degree n. In degree 4, these are the trees W ,W ,W and

|
T r

— n — 1 corresponds to forests of degree n and of length 2 obtained by product of a tree of degree k
and a tree of degree n—k, 1 < k < n—1. For example, in degree 4, these are the forests I I+, \i .

and . TVTI .
So frlBe = f,Il{_Blc +n= % We deduce that Ty (2) = iz and Py, (2) = =i O

Proposition 55 (Mz5,m, =, <) is a BG'-algebra generated by . .

Proof. Let us prove that if F,G € Fpg are two nonempty forests such that F' € Ggg or G € Gpg,
then FG,F > G and F < G € Gpg.
Suppose that F' ¢ F'y,. We have two cases :

1. If F' is not a monomial of corollas. Then h(F) > 2. So h(F ¢ G),h(Ge F) > 2 and FF e G €
Gpg,Ge F € Gpg for all e € {m, >, <}.

2. If F'is a monomial of corollas. As F ¢ IF!BG, h(F) > 1 and F = F1F, with Fy, F5 nonempty
such that 3 e € E(F») decorated by [ (this is the same argument with r). Then F'G,GF € Gpg,
G>F=(G>F)F, € Gpgand F < G = F,(F; < G) € Gpg. Moreover h(F > G),h(G < F) > 2
and F > G,G < F € Gpgg.

So K (Gpg) is a BG-ideal of the BG-algebra Mg and the quotient vector space My, = Mpa/K (Gpg)
is a BG-algebra. In the sequel, we shall identify a forest F' € Mg and its class in M!Bg.

It remains to show relations r7 to r12. Let F,G, H € Mpg be three nonempty forests. h((F = G) =
H),h((F < G) > H),h(F < (G < H)) and h(F < (G = H)) > 3. Therefore (F = G) = H,(F < G) >~
H,F < (G < H),F < (G = H) € Gpg and the relations r7,78,710,711 are satisfied in M';. Moreover
(F < G)H,F(G = H) € Gpg by considering the decorations of the edges and 9,712 are true in M'y.

So (Mg, m, =, <) is a BG'z-algebra. As Mg is generated as BG-algebra by . (with theorem 46), M's,
is also generated by . as BG-algebra and therefore as BQ!—algebra. a

Theorem 56 1. (M!BG,m, =, =) is the free BQ!-algebm generated by ..
2. For all n € N*, BG'(n) = w
3. For alln € N*, Bg!(n) is freely generated, as a %,-module, by the following trees :

N (3.18)

where 1 <1 <k <n.

Proof. Let n € N*. Consider the following map :

.y
Q.4 BG(n) — Vect(forests € HY; of degree n) C My, (3.19)
P = Pleseii,e).

By proposition 55,  is surjective. So dim(BG'(n)) > fiI!BGn! = w
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Moreover, from relations 71, ...,7¢ and 719,711,712, We obtain that BQ!(3) is generated by the trees
of the following form :

with (a,b) € {(>,m), (m, ), (m,m), (<,>), (<, m), (<, <)}
Let us prove that for all n > 3, the following tree is zero :

with the relation r, and this tree is zero by induction hypothesis.

So BG'(n) is generated, as a ¥,-module, by the % trees given by the formula (3.18) and for all

n €N, dim(BG(n)) < @

We deduce that dim(BG'(n)) = 2D So () is bijective and M, is the free BG'-algebra generated
2 BG

by .. Moreover BG' (n) is freely generated, as a ,-module, by the trees given to the formula (3.18), by
equality of dimensions. |

We give some numerical values :

n 102034 5 | 6 7 8 9 10
—~1T
dim (Bg (n)) 113/6|10] 15| 21 28 36 45 55

dim (Bg!(n)) 1]6]36|240 | 1800 | 15120 | 141120 | 1451520 | 16329600 | 199584000

These are the sequences A000217 and A001286 in [Slo].

Remark. We denote by Fg(x) and Fyg () the generating series associated to operads BG and BG L

Using proposition 54, Fgg (z) = ﬁ Moreover, by proposition 43 (see the proof), Fpg(z) = 12(3&)
where T'(z) = (v — 222 + 2%)7 1. So Fggl (z) = o and we have :

Fgg (—Fpgi(—1)) = =.
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This result is also a consequence of theorem 61.

As the map Q defined in formula (3.19) is bijective, we can identify F' € Fly(n) and Q~1(F) € BG'(n).
We now describe the composition of Bg! in term of forests :

Theorem 57 The composition o of BG' in the basis of forests belong to Fse \ {1} can be inductively
defined in this way :

.o(H) = H,
0 if the forest Hy ... H\p|y|q| ¢ Fsa,
FGo(Hy,...,H, = G .
(H Fi+ie) { Fo(Hy,...,Hp)Go (HpFpy1,.. - Hpya) if not,
0 if there exists i # p+ 1 such that H; # .,
Bpg(e ..o ®o....)0(H1,....,Hyrqy1) = ((eove) = Hpy1) < (s....) if not.
pX qx pX gx
Proof. This is the same proof as for theorem 50. a

We denote by BQ!(V) the free BG'-algebra over a vector space V. Because the operad BG' is regular,
we get the following result :

Proposition 58 Let V be a K-vector space. Then the free BG'-algebra on 'V is

BG (V) = PK (Fg(n) @ VO,

n>1

equipped with the following binary operations : for all F € Fyo(n), G € Flyn(m), v @ ... @ v, € V"
and W ® ... Q W, € VO™,

(FROV®...00)*x(GRw ®...0Wy,) = (FEGRMQ...Q0U, 3w &...Q Wn),
(FRUR...QU,) = (GRWI®...0wy,) = (F-GR1®..00, 0w &...Q0 Wn),
(FRUR...Q0U) < (GRAWI ®...0wy,) = (F<GR1Q®...0U, W Q... Q0 Wn).

Remark. Introduce an order relation on the set of the vertices of a forest € IF!B(;. Let F=F,...F, €
F'se \ {1} and s, s’ be two vertices of F. Then s < s’ if one of these assertions is satisfied :

1. se V(F;), s € V(F;) and i < j.
2. 5,8 € V(F;) with F; = Bpg(G1...G, @ Hi ... Hy) (the Gi’s and the H}’s are equal to .) and :
(a) s € V(Gg), s € V(G)) and k < I.
(b) s € V(Gy) and ¢’ is the root of F;.
(c) sis the root of F; and s’ € V(Hy).
(d) se V(Hyg), s e V(H;) and k < L.

For instance, we give the order relation on the vertices for the following forests :
1 3 4 1 2 4 1 2 6 1 2 3 8 9
2 3 3 7 4 10
So we can see an element (F @, ®...®wv,) € BG' (V) as the forest F' where the vertex i, for the previous
order relation, is decorated by wv;.

3.2.2 Homology of BG'-algebras

Definition 59 By taking the elements of V' homogenous of degree 1, BQI(V) is naturaly graduated.
We define on BG' (V) three coproducts given in the following way : if F = Fy...F, € Fheo(n) and
V=1 ®...0v, € VO, with

- ifk=1,

F:BBG(-...-®~....),

pX ax



52 CHAPITRE 3. ON THE OPERAD OF BIGRAFT ALGEBRAS

—ifk>2,
Fling(.....®1),Fk:BBg(1®.....) and for all2 <i<k—-1,F; =.,
pX gx
(p+q+k=n) then

k

A(Fouv) = Z(Fl...Fi®v1®...®vp+i)®(FiH...Fk@vaH®...®vn),
=0
p

Ar(Fov) = Y (e .0®@n®...00)® (Baale. o @)F2... Fr@vi ®... @ v,),
=0 ix p—iX
q

AL(Fov) = ZO(F1~~FI<—1BBG(1®°~-~°)®'U1®-~®Un—i)®('~~~'®vn—i+l®-~~®vn)-
1= q—1iX X

Definition 60 Let (A, *, >, <) be a BG-algebra. We define a differential d : BG'(A)(n) — BG'(A)(n—
1) uniquely determined by the following conditions :

1. Foralla € A, d(. ®a) =0.
2. Foralla,be A, d(.. ®a®b)=axb, d(l ®a®b)=a>=bandd(lr ®a®b)=a<b.
3. Let 0 : BG'(A) — BG'(A) be the following map :

X

. BG'(A) — BG'(A)
' -

(_1)degree(w)x for all homogeneous x.

Then d is a O-coderivation : for all z € BG'(A),

Ald(z)) = (d®id+0®d)o Ax),
A, (d(z)) = ([d®id+0®d)oA. (z),
AL(dx) = (d@id+0®d)oAL().
So, d is the map which sends the element (Bpg(s....®1)e.... Bpg(1®.....) Q@1 ® ... @ Up),
pX k—2x qXx
> = ) = ) o« e o« e
where p,q,k € N, k> 1 and p+q+k =n (if k =1, the element is (Bpg( ® JRUI®...Quy)),
px ax
to
p—1
Z(—l)’_l(ng(.....®1).....BBg(1®.....)®Ul®...®vi*vi+1®...®vn)
=1 p—1x k—2x qx
+ (=1)P ' Bpg(s..e®1)e....Bpg(1®@.....) @01 ®@...QUp = Upt1 @ ... D V)
p—1x k—2x qx
p+k—1
+ Z (1) Y (Bpals ...+ ®1) e .... Bpg(1®.....) @01 ® ... @V ¥ Vif1 ® ... D )
1=p+1 pX k—3x gx
+ (*1)p+k71(ng(....-®1).....BBG(1®-....)®U1®...®'Up+k<’Up+k+1®...®1)n)
pX k—2X%x g—1x
n—1 )
+ Z (=) " YBpg(s ..o ®@1) ... . Bpg(1®.....) QU1 @ ... QU % Vif1 D ... vy).
i=p+k+1 pX k—2x q—1x

The homology of this complex will be denoted by H.(A). More clearly, for alln € N :

H,(A) = Ker (d|59’(A)(n+1)>
Im (dlBg! (A)(n+2) )
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Examples. Let a,b,c € A. Then d(. ® a) =0, d(.. ®a®b) =ax*b, d(! ®a®b) =a > band
d(l" ®a®b)=a=<0b.In degree 3,

dleee. ®@a®b®c) = —(..®a®(bxc)+ (.. R(axb)Rc)
Al e ®a®b®c) = (.®((@>b)®c)— (I ®a® (bxc))
di.Ir a®b®c) (I @(axbd)®c)—(..®a®(b=<c))
ANt ®a®b®c) = —(I ®a®((b=c)+ (I @(@a*xb)®c)
dN" ®a@boc) = —(I ®a®(b<c)+ (I ®@(a=b)®c)
dNr ®a@b®c) = —(I ®a®(bxc)+ (I @(a<b)@c)

So, we obtain

(oo ®@a®@b®c) = —ax(bxc)+(axb)xc

Pl .®ab®c
L ®abxc

eV @aebc

(a=b)xc—a = (bxc)
(axb) <c—ax(b=<c)

—a>(b>=c)+(axb)>c

—a>(b=<c)+(a=c)=<c

)

)
ANV Raeboc) =

)

)

AN @aeboc) = —a<(bxc)+(a<b)<c

Hence, the nullity of d? is equivalent to the six relations defining a BG-algebra (see formula (3.7)). In
particular :

A

Ho(4) = AxA+A- A+ A< A

3.2.3 The bigraft operad is Koszul

In this section, we use the rewriting method to prove that an operad is Koszul described in [LV12],
see also [DK10, Hof10]. This is a short algorithmic method, based on the rewriting rules given by the
relations.

Theorem 61 The operad BG is Koszul.

|
Proof. We consider BG = P(E, R) the nonsymmetric operad associated with BG !, where F is concen-
trated in degree 2 with F(2) = Km @ K > &K < and R is concentrated in degree 3 with R(3) C Pg(3)
the subspace generated by r;, for all i € {1,...,12}, defined in formula (3.16).

We use the lexicographical order and we set > < m < <. So, we can give the leading term for each
T -

1 T9 ‘ T3 T4 Ts Te
=o(m,I) [ mo(=1) [ <o(<,I) [ <o(m,I) | <o(~,1I) [ mo(m,I)
7 T8 ‘ 79 10 11 12
=o(=,1) | = o(=,1) ‘ mo (<,I)| <o(l,<) | <o(l,>)|mo(l,>)

|
Observe that each relation gives rise to a rewriting rule in the operad BG :

=o(m,I) — >o(,>) | =o(>1I) — 0
mo(=,I) — »=o(lI,m) | =o(<,I) — 0
<o(<,I) = =<o(l,m) |mo(<,I) — 0
<o(m,I) — mo(I,<) | <o(I,<) — 0
<o(=1I) = =o(,=x) | <o(l,~=) = 0
mo(m,I) — mo(I,m)|mo(l,>) +— 0
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Given three operations € {>~, m, <}, one can compose them along 5 different ways : they correspond
to the 5 planar binary trees with 4 leaves. Such a monomial, that is to say a decorated planar binary
tree, is called critical if the two sub-trees with 3 leaves are leading terms.

We have 11 criticals monomials :

=< m - m - m
=< < =< m m -
= < = =< =< =<
) ) ) ) ) Y
m m m - -
m - m m m
m m - m -
) ) ) i *

There are at least two ways of rewriting a critical monomial ad libitum, that is, until no rewriting
rule is applicable any more. If all these ways lead to the same element, then the critical monomial is said
to be confluent.

Py
We can show that all critical monomials are confluent in the nonsymmetric operad BG . We present
for example the confluent graph for the last two criticals monomials :

m m

7

r7

m O

m \0

m

-

We can construct in the same way the confluent graph for each of the nine other criticals monomials.

|
Then, with [LV12], we deduce that the nonsymmetric operad BG is Koszul. So the operad BG is
Koszul. O

We can give the quadratic part of a PBW basis of BG' -

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3
- m < m < m
- - - m m =<
9 9 9 9 b .

|
The quadratic part of a PBW basis of its dual (BQ!) =BG is :

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
\<K3 \<K3 \<Kg \<Ks \§/3 \ﬂ/s
m - =< m - m
- m =< =< =< m
’ ’ ’ ’ ’ )
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Recall that H,(.) is the homology of the complex defined in the section 3.2.2. Then we deduce of the
previous theorem the following result :

Corollary 62 Let N > 1 and (A,

*, >, <) be the free BG-algebra generated by N elements. Then
Hy(A) is N-dimensional and if n > 1, H,(A) =

(0).

3.3 Hopf algebra structure on the free bigraft algebra

In section 3.1.3, we have defined a decorated version HY, -, of Hycx. We can define on HY - a
Hopf algebra structure. If F € HY o, and v = V(F), then Lea,(F) and Roo,(F) are naturally planar
rooted forests with their edges decorated by [ and r. So HY, -, is a Hopf algebra. Its product is given by
the concatenation of planar forests and its coproduct is defined for any forest F' € Hé{}c x by :

Ag (F)= Y Leay(F)® Rooy(F) =F@1+1@F+ Y Leay(F)® Rooy(F).
vV (F) vl=V (F)

For example :

l{/. l{/. l{/. . z

Ay (V) = Mo @l+leV +.0N +1 @t r.ob ri9r 11 0.,
1 It L .

AH%CK(v\}t) = A ®1+1®1\}L f.oNM 1+ e +.ol 1o 0r 1.1 @..

Note that, unlike the cases of (HCK,BCK) and (Hyck, Bnek) (see theorems 1 and 2), this Hopf
algebra structure on HY - is not "universal" (with respect to the Bpg-operator). We will show that :
— We can define a "universal" Hopf algebra structure on the free bigraft algebra on one generator
Hpe equipped with the operator Bpg.
— With this Hopf algebra structure, Hpq is a Hopf subalgebra of HY NCOK-

3.3.1 Universal Hopf algebra on Hpg

Let us prove that (Hpg, Bpe) is an initial object in the category of couples (A, L) where A is an
algebra and L: A ® A — A any K-linear map :

Lemma 63 Let A be any algebra and let L : A® A — A be a K-linear map. Then there exists a
unique algebra morphism ¢ : Hpg — A such that ¢ o Bgg = Lo (¢ ® ¢).

Proof. Existence. We define an element ap € A for any forest F' € Hpg by induction on the degree
of F as follows :
1. a; = lA.
2. If F is a tree, there exists two forests G,H € Hpg with |G| + |H| = |F| — 1 such that F =
BBG(G® H) 3 then ap = L(aG ® CLH).
3. If Fisnot a tree, F = Fy ... F, with F; € Tgg and |F;| < |F|; then ap = ap, ...aF,.

Let ¢ : Hpg — A be the unique linear morphism such that ¢(F') = ap for any forest F'. Given two forests
F and G, let us prove that ¢(F'G) = ¢(F)p(G). If F =1 or G = 1, this is trivial. If not, F = Fy ... F,
and G=G1...Gp, # 1 and

(b(FG) =ar, ...af,ag, ---0G,, = d)(F)(b(G)
Therefore ¢ is an algebra morphism. On the other hand, for all forests F, G,
¢o BBg(F® G) = ABRo(FG) = L(ap ® ag) =Lo (¢® (b)(F ® G),
therefore ¢ o Bpg = Lo (¢ ® ¢).
Uniqueness. Let ¢ : Hgg — A be an algebra morphism such that ¥ o Bgg = Lo (¢ ® ¥). Let us

prove that ¢(F) = ap for any forest F' by induction on the degree of F. If FF =1, (F) =14 = a1. If
|F'| > 1, we have two cases :
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1. If F is a tree then F' = Bpe(G ® H) with G, H € Fpg and by induction hypothesis,
Y(F) =1oBpa(G@H)=Lo(p®¢)(G®H)=Llag ®an) = ar.
2. If F is not a tree, F' = F ... F, with F; € Tgg and by induction hypothesis,
V(F)=y(Fy)...v(F,) =ap,...ap, = ap.
So ¢(F) = ¢(F) for any forest F and ¢ = 1. a

‘We now consider

c- HBG — K
’ FeFpg — 5F’1.

€ is an algebra morphism satisfying € o Bgg = 0.

Theorem 64 Let Ay, : Hpge = Hpe ® Hpg be the unique algebra morphism such that App,, o
Bpg=Lo (AHBG X AHBG) with

I (Hpe ®Hpg) ® (Hpe @ Hpe) — Hpe @ Hpa
' (z®y)®(2®t) — Bpalz®z)@c(yt)l +22® Bpa(y ®1).

Then An,, is a coassociative coproduct and (Hpg,m), endowed with this coproduct and the previous
counit €, is a graded connected Hopf algebra.

Proof. Thanks to lemma 63, Ag,, is well defined. To prove that Hpg is a graded connected Hopf
algebra, we must prove that Ag,. is coassociative, counitary, and homogeneous of degree 0.

We first show that ¢ is a counit for Ay . Let us prove that (¢ ® Id) o Ay, (F) = F for any forest
F € Fpg by induction on the degree of F. If F' =1,

(e®1d)oApy.(1) =e(1)1 =1.

We use the Sweedler’s notation for Hpg : for all € Hpg, Agg.(z) = Zaﬁ(l) ® @, Then, if

G, H € Fpqg,
Au,.(Bpc(G® H)) = Z BBc(G(l) ® H(l)) ®5(G(2)H(2>)1 + Z GOHD g BBG(G(Z) ® H(2>)
G,H G,H
= Bpa(GeH)@1+ Y GYHY @ Bpa(G? @ HY).
G,H

Note that, for all z,y € Hpg,
Ange 0 Bpa(r ®y) = Bpa(r @ y) © 1+ (m ® Bpa) © AHpeeHs: (T © Y),
with Ax, etz (T Q®y) = IdQ@ 7R Id) o (AHye ® Ang,)(z @ y) and 7 the flip.

If Fis a tree, F = Bpg(G ® H) with G, H € Fgg. Then,

(e®Id)oAn,,(F) = (¢@1d)|Bpc(GoH)®1+Y GYHY @ Bpa(G® @ HY)
G,H
= c0Bpa(GeH)®@1+ Y e(GYHY)Bpa(G? @ H?)
G,H
= 0+ Z Bpa(e(GMGP @ e(HVYH®)
G,H
= BBG(G ® H)
F.
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If F=F ... F, with F; € Tpg. As (¢ ® Id) o Al is an algebra morphism and using the induction
hypothesis,

(e®Id)o Ay, (F) = (e®@Id)oAu,.(F1)...(e®Id)oAu,.(Fr)
= In...F,
= F.

Let us show that (Id ® €) o An,,, (F) = F for any forest F' € Fpg by induction. If F' =1,
(Id®e)o Am,.(1) =1e(1) = 1.

If Fis a tree, F = Bpg(G ® H) with G, H € Fpg and then

(Id®e)o Ay (F) = (Id®e) BBG(G®H)®1+ZG(l)H(1)®BBG(G(2)®H(2))
G.H

= Bpe(G®H)+ Z GYHWe o Bga(G? @ H?)
G.H

= Bpa(G®H)

= F

If F=F.. F, with F; € Tpg. As (Id ® €) o An,,, is an algebra morphism and using the induction
hypothesis,

(Id®e)o Ay (F) = (Id®e)oAmy.(F1)...(Id®¢e) o Amyg (Fy)
- F...F,
= F

Therefore ¢ is a counit for Ag,,,.

Let us prove that Ay, is coassociative. More precisely, we show that (Ap,, ® Id) o A, (F) =
(Id®Anpg,) oAy, (F) for any forest F' € Fpg by induction on the degree of F. If F' = 1 this is obvious.
If Fis a tree, F = Bpg(G ® H) with G, H € Fpg. Then

(AHBG ® Id) © AHBG (F)
= (AHpg ®Id) o Any, 0 Bpa(G® H)

= (Amy ®1d) | Beo(GoH) @1+ Y GYHY @ Bpg(G? @ H?)
G,H

= Bpa(GeoH)olol+ Y GYHY @ Bpg(GP o HY) @1
G,H

+ Z (GO EHOYD @ (GO (HWY?) @ Bpa(GP® @ H?),
G,H,GM) H(1)

(Id@ AHBG) OAHBG(F)
= (Id@AHBG) OAHBG OBBG(G®H)

= (Id®Amn,) | Bec(GoH) @1+ Y GYHY @ Bpg(G® @ H?)

G,H
= Bpa(GeH) @11+ GYHY @ Bpa(GP e HY) o1
G,H
4 Z GOHD & (G@YV(H)D g Bpa((GP)@ @ (H?)@).

G,H,G® H?)

We conclude with the coassociativity of Am,., applied to G and H. If F' is not a tree, F' = Fy...F,
with F; € Tpg. As (Any, ®Id) o Any, and (Id® Al ) © Any,,, are algebra morphisms and using the
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induction hypothesis,

(AHBG ® Id) o AHBG (F)

= (AHBG ®Id) OAHBG(FI)"'(AHBG ®Id) OAHBG(FH)

= Y 3 #EHYLFED)YeE)D . (FD)D e EO
FiosFo p ) ()

= ¥ S FYLLEW @ (F)V L (EO)W @ () L (F®)®
FiosFo p@) g

= (Id@AHBG)OAHBG(Fl)"'(Id@AHBG)OAHBG(Fn)

= (Id®AHBG)OAHBG(F)'

Therefore A, is coassociative.

Let us show that Ag,. is homogeneous of degree 0. Easy induction, using the fact that L is homo-
geneous of degree 1. Note that it can also be proved using proposition 66. As it is graded and connected,
it has an antipode denoted by Sy, . This ends the proof. |

Proposition 65 For all forests F € Hpg, Auye (F1) = (1 ®1) 0 Apye (F).

Proof. By induction on the degree n of F. If n = 0, F' = 1 and this is obvious. Suppose that n > 1.
We have two cases :

1. If F = Bpe(G ® H) is a tree, with G, H € Fpg such that |G|, |H| < n. Then

At (F1)
— Awne(Boa(H' ®Gh)
= Bpe(H' @GN @1+ (m® Bpg) o An,. (H' @ GT)
= Bpe(GeH) a1
+(m @ Bpg)o(Id@T@Id)o (1@ 1) 0 Ange) @ (T @ 1) 0 Anpe))(H © G)
= (teh)Bpe(GoH)®1)
+((mo(t®1)) @ (Bpao (t@f))e(Id®T®Id)o (Anys ® Ange)(H © G)
= (teh)Bpe(Ge@H)®1)
+(®f)e(m®@Bpg)o(t@T)o (Id@T @ 1d)o (Anpe ® Anye)(H © G)
= (1®1)(Bpe(GRH)®@ 14+ (m® Bpg)o(Id®T® Id)o (Any, ® Ay )(G @ H))
= (1®71)oAng(F),
using the induction hypothesis in the third equality.
2. If F = GH is a forest, with G, H € Fpg \ {1} such that |G|, |H| < n. Then

AHBG’(FT) = AHBG(HTGT)
= me@m)o(Id®T®Id) o (Auy,(H") ® Ap,, (G1))
(m@m)o(ld®T®Id)o ((f®1) o Anye(H)) @ (T ® 1) 0 Anpe(G)))
= (mo(f@f)®@(mo(f®t))o(d®7®Id)o(Any,(H)® Ang(G))
(
(
(

t@f)e(mem)o(r@r)o(ld®T®Id)o (A (H) ® Ang (G))
t@f)e(m@m)o(Id®r®Id)o (Anye(G) ® Angs(H))
T®T)OAHBG(F)7

using the induction hypothesis in the third equality.
In all cases, Ap,. (FT) = (1 ®1) 0 Au,. (F). O

We now give a combinatorial description of this coproduct :

Proposition 66 Let F' € Fpg. Then
Apye(F)=F®1+1®@F+ Y Leay(F)® Rooy(F).

v|EV(F)
In other words, Am,, is the restriction of AHﬁ\?cx : HZIGCK — H%CK ® HZJ\T,CK to Hgg and Hpg is a
Hopf subalgebra of HY - .
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Proof. Let AhBG be the unique algebra morphism from Hpg to Hpg ® Hpg defined by the formula
of proposition 66. It is easy to show that, if .G € Fp¢ :

{ A1) = 1®1,
Ah,.(Bpe(F®G)) = Bpe(F®G)®1+ (m® Bpg)o Ay, . (F®G).
By unicity in theorem 64, Ay . = App,- O

3.3.2 A Hopf pairing on Hpg

Lemma 67 Let (A,A4) be a Hopf algebra and L : A® A — A a linear morphism such that for all
a,be A,
ApoL(a®b)=La®b) @14+ (m®L)oAsgala®Db).
Then the unique algebra morphism ¢ : Hpg — A such that po Bpg = Lo (¢ ® ¢) (theorem 63) is a Hopf
algebra morphism.

Proof. Let us prove that Ay 0 ¢(F) = (¢ ® ¢) o App (F) for any forest F' € Hpg by induction on
the degree of F. If F' = 1, this is obvious. If F' is a tree, F' = Bpg(G ® H) with G, H € Fpg. Then
Apod(F) = Apo¢poBpa(Ge H)
— AxoLo(d®6)(G o H)
= L@@ eem)el+ Y (&)W (6(H)Y @ L(6(G)® @ (¢(H)®)
#(G), ¢(H)
= ¢oBpc(G®H)®¢(1)+ Z HGVHM) ® ¢ o Bpa(G? @ H?)

= (¢®9¢) | Bre(GeH)@14+ Y GYHY @ Bpa(G? @ H?)
G.H

= (¢ & ¢) o AHBG(F)’
using the induction hypothesis for the fourth equality. If F' is not a tree, F' = Fj ... F,, and then
AAOgi)(F) - AAO¢(F1)AAO¢(Fn)
= (¢® ¢) o AHBG(Fl) s (¢® ¢) o AHBG(Fn)

= (¢®¢)OAHBG(F)7

using the induction hypothesis for the second equality and A4 o ¢ and (¢ ® ¢) o Apy,,, are algebra mor-
phisms for the first and third equality.

Let us prove that co¢ = €. As eo¢ and ¢ are algebra morphisms, it suffices to show that ec¢(F') = e(F
for any tree F' € Tpg. If F = 1, this is obvious. If F = Bpg(G ® H) with G, H € Fpg, ¢(F) =0 and
cod(F) = copoBya(GeH)

— coLo(p® )G e H).
Let us prove that eo L =0 : for all a,b € A,

)

AjgoLla®b) = Laeb@l+y Mo Le® @b®)
a,b
(e®@Id)oAjgoL(a®b) = eoL(a®b)l+ Z e(@WpM)L(a® @ b®?)
a,b
= coLla®b)+ L(a®D)
= La®b)
Therefore co L =0 and co ¢ = ¢. |

Let v: K(Tpe) = K(Fpg) ® K (Fpg) be the K-linear map homogeneous of degree —1 such that for
all F,G € Fpg, v(Bpa(F ® G)) = (—1)‘G|F ® G. From ~, we define the K-linear map I" by :

F-{ Hpe — Hpe ®Hpg,
’ T1 Tn — AHBc;(Tl)---AHBG(Tnfl)’Y(Tn)
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Lemma 68 Let I'* : H%G ® H%G — H%G be the transpose of I'. Then the unique algebra morphism
®:Hpg — H%G such that ® o Bgg =T o (P ® ®) is a graded Hopf algebra morphism.
Proof. Note that I' is homogeneous of degree —1 and for all z,y € Hpg,
[(zy) = Appe (2)0(y) + ()T (2). (3.20)
Then I'* is homogeneous of degree 1. Moreover, for all f,g € H%G7
Mg (M(f@g) =T (09 1+ m@T) o Aye o (/S 0). (3.21)

Indeed, if 2,y € Hpg,

Apg (T(f@9))(z@y) (f ©9)(T(zy))
= (f©9) (A (2)T(y) +e(y)l(x))
= cW(f@9)(I(@) + Aug_song, (f © 9)(Anpe(z) @ T(y))

(MUegel+maT)olys ous (f©9)) (@oy).

With lemma 67 and formula (3.21), ® is a Hopf algebra morphism.

Let us prove that it is homogeneous of degree 0. Let F' be a forest in Hpg with n vertices. Then
®(F) is homogeneous of degree n. If n = 0, then FF = 1 and ®(F) = 1 is homogeneous of degree 0.
Assume the result is true for all forests with k < n vertices. If F' is a tree, F' = Bpg(G ® H). Then
O(F)=T*0(P(G)® P(H)). By the induction hypothesis, (G) ® ®(H) is homogeneous of degree n — 1.
As T is homogeneous of degree 1, ®(F') is homogeneous of degree n —1+1=n.If F = F, ... Fy, k > 2.
Then ®(F) = ®(Fy) ... P(F}) is homogeneous of degree |Fy|+. . .+|F)| = n by the induction hypothesis. O

Notations. For all x € Hpg, we note Ag,,, (= Zx(l) @ 2 and I(z Zx(l) ® T(2)-

Theorem 69 For all z,y € Hpg, we set (x,y) = ®(z)(y). Then :
1. (1,z) = e(x) for allx € Hpg.

2. (vy,z) = Z <x, z(l)> <y, 2(2)> for all x,y,z € Hpg.

3. (Bpa(z ®@vy), Z(x z1)> <y,z(2)> for all x,y,z € Hpg.
Moreover :
4. {(—,—) is symmetric.

5. If © and y are homogeneous of different degrees, (x,y) = 0.
6. (Stpe (%), y) = (x, Suye () for all z,y € Hpg.

Proof. First, as ® is a Hopf algebra morphism, we have for all x,y, 2z € Hpg,

(1,2) = (1)(2) = e(z) = £ 0 B(a) = B(2)(1) = (2, 1),

Z<$>Z(l)><y7z(2)> — Z@ ()b (y) (2?)

= (‘I’(x)‘I’(y))(Z)
= ®(zy)(z)
= (zy, >,

Z<$(1)’y><$(2)vz> — Z‘b B(2®)(2)
— Zq) (1) )(2)(3)
<I>( )(y2)

= (z,y2)
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and

(SHpe (7),y) = P(SHpe (2)(y) = Stpe (2(2)(y) = () (SHpe (y) = (€, SHpe () -

We obtain points 1, 2 and 6.
As ® is homogeneous of degree 0, this implies point 5.
Let x,y,2 € Hpg. Then :

(Bpg(z ®1y),2) = ®oBpglz®y)(z)
[ o (2(x) @ ®(y))(2)
(@(z) @ @(y))(I'(2))
D {zz2w) (9 22)) -

z

We obtain point 3.
It remains to prove point 4, that is to say that (—,—) is symmetric. First we show that for all
T,Y,z € HBG7

> {2y, y) (z2),2) = (&, Bra(y © 2)) .

x

We can suppose by bilinearity that z,y and z are three forests. By induction on the degree n of z. If
n =0, then z = 1 and

> {wayy) (2@, 2) = (0,9) (0,2) =0,
<Z, Bpa(y® 2)) = e(Bpa(y ® 2)) = 0.

Ifn=1,thenz=.andI'(.)=7(.) =1® 1. Then

> (zayy) () 2) = (Ly) (1L, 2) = 6,10,

xT

(z,Bpc(y®=2)) = (Bpc(1®1),Bpc(y® 2))
(

= Z 1,Bpc(y® z (1)><1 BBG(Z/®Z)(2)>
Bpag(y®z)

5BBG (y®z),0 — 51/ 15.2 1-
Suppose that the result is true for every forest = of degree < n. Two cases are possible :

1. If x is a tree, x = Bpg(2' ® 2”). First, I'(z) = (—1)|$”‘m’ ® 2" so

Y (zayy) (2, 2) = (D Ty @ 2)

_ { 0 if deg(z") # deg(z),
(1) (o, ) (o, 2) i d = deg(e”) = deg(2).

Moreover,

(z,Bpc(y®z)) = (Bpg(a'®@2"),Bpa(y®2))
= Y (¢ Brcly®2)n) (2" Becly ®2)e)

Bpa(y®z)
= ()P (@ y) (@, 2)
_ { 0 if deg(z") # deg(z),
(~1)4 (&, y) (o, 2) i d = deg(a"") = deg(2).

2. If z is a forest with at least two trees. Then x can be written x = 2’2", with the induction hypothesis
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avalaible for ' and z”. Then

<$7BBG(y®Z)> = <x/x/lvBBG(y®z)>
= Z <$/,BBG(?J®Z)(1)><x”aBBG(y®Z)(2)>

Bpc(y®z)
_ <$/7BBG(ZJ ® Z)> <$//’ 1> + Z <x/7y(1)z(1)> <CE//,BBG(?J(2) ® 2(2))>

= (2/,Bpa(y ® 2))e(z")

(1) (1) n2) 1) noy 2 noo22
(S ) ) (S o) ()

2! x!!

= (2/,Bpa(y ® 2))e(z")

+3 (Z <x/<1>,y<1>> <m/(/1)’ y(2>>> (Z <xf<2>, Z<1>> <$/(/2), Z<2>>>

3:/7x// y

- Z <x/(1)7y> <$£2)7 2> e(z”) + ;/ <a?'(1):c’('1),y> <x’(2)x’(’2), z>
= 2y (2e)2),

x

by formula (3.20) for the seventh equality.
So for all z,y, z € Hpg,

> {z),y) (z2),2) = (@, Baa(y @ 2)) .

x

Let us prove that (—, —) is symmetric. By induction on the degree n of x. If n =0, then z = 1 and

(z,y) = (Ly) =ey) =(y, 1) = (y, 7).

If deg(x) > 1, two cases are possible :

1. If z is a tree, x = Bpg(2’ @ «”). Then :

<x,y) = <BBG(xl®mH)ﬂy>

= > (@) (2" ye@)
Yy

= > W) (ye),2")
Yy

(y, Bpa(a' ® 2"))
= <y7 1‘> .

2. If = is a forest with at least two trees,  can be written = 2’2" with deg(2’), deg(2") < deg(x).
Then :

1.0

(ry) = (22" y)

= ¥ <x/,y<1>> <x~7y<2>>

Yy

- )

(y, x'm”>
= <y7 $> .

O

Note that the assertions 1-3 entirely determine (F,G) for F,G € Fpg by induction on the degree.
Therefore (—, —) is the unique pairing satisfying the assertions 1-3. So we can give the following definition :
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Definition 70 Let v : K(Tpg) — K(Fpg) ® K(Fpg) be the K-linear map homogeneous of degree
—1 such that for all F,G € Fpa, v(Bpa(F ® G)) = (~DI®|F @ G and T the K-linear map defined by :

r. Hpe — Hpg®Hpg,
’ TlTn — AHBG(Tl)...AHBG(Tn_l)"}/(Tn).

We note An ., (z) = Zaj(l) ®z® and T'(z) = Z T(1) ®(2). Then we define by induction on the degree

a Hopf algebra pairing (—, =) : Hpg X Hpg — K with the following assertions :
1. for all x € Hpg, (1,2) = (x),

2. for all z,y,z € Hpg, (xy,z) = Z <x,z(1)> <y,z(2)>,

z

3. fOT all T,Y,2 € HBG7 <BBG(‘T ®y),Z> = Z <$7Z(1)> <yvz(2)>

z

Examples. Values of the pairing (—, —) for forests of degree < 3 :

-1
SR T R S SV VA A (R A L ¢
... | 6 3 3 3 3 1 2 1 T 1 1 1
LU 3 2 2 1 1 1 1 0 1 1 0 0
b, 3 2 2 1 1 0 1 1 1 0 1 0
3 1 1 0 0 0 -1 -1 0 0 -1 -1
.| 3 1 1 0 0 1 1 1 0 -1 0 -1
v 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
Ve 2 1 1 -1 1 0 -1 0 0O 0 0 0
A 1 0 1 -1 1 0 0 2 0o 0 1 1
11 1 1 0o o 1 0o 0o 1 0 0 0
F 11 1 0o o -1 1 0 0 0 -1 0 0
11 0 1 -1 0 o o 1 0 0 1 0
11 0o o -1 -1 0o 0o 1 0 0 0 -1
Question. It is not difficult to see that (—, —) is nondegenerate in degree < 3. We conjecture that it

is nondegenerate for all degrees.

3.3.3 Relationship between the coproduct and the bigraft products

Is the coproduct just defined in the section 3.3.1 compatible with the bigraft products on Mpg ?

To answer this question, let’s first give some results in the case of the right graft algebra Mycg. As
RG-algebras are not unitary objects, we need to extend the usual tensor product in order to obtain a
copy of A and B in the tensor product of two vector spaces A and B :

ARB=(A®K)® (A® B)® (K® B).
Note that if A, B,C are three vector spaces, then we have (AQB)®C = A®(B®C).
Let A be a RG-algebra. We extend <: AQ A — A to a map <: AQA — A in the following way : for all

a€ A a<1=aand1~<a=0. Moreover, we extend the product of A to a map from (A®K)® (A& K)
to A® K by putting 1 xa=ax*x1=aforalla € Aand 1x1=1. Note that 1 < 1 is not defined.



64 CHAPITRE 3. ON THE OPERAD OF BIGRAFT ALGEBRAS

Recall the definition of a dipterous algebra (see [LRO06]). A (right) dipterous algebra is a K-vector
space A equipped with two binary operations denoted by * and < satisfying the following relations : for
all z,y,z € A,

(xxy)*xz = xx*(y=x2), (3.22)
(x<y) <z = z<(yxz). (3.23)

Dipterous algebras do not have unit for the product . If A and B are two dipterous algebras, we say
that a K-linear map f : A — B is a dipterous morphism if f(z*y) = f(z)* f(y) and f(z <y) = f(x) <
fly) for all x,y € A. We denote by Dipt-alg the category of dipterous algebras. A RG-algebra is also a
dipterous algebra. We get the following canonical functor : RG-alg — Dipt-alg.

Lemma 71 Let A and B be two RG-algebras. Then AQB is a dipterous algebra with products defined
in the following way : for a,a’ € AUK and b,b’ € BUK,

(a@b)x(a @b) = (axd)®(bxb),
(ab) < (d@V) = (axd)®(b=<V), ifborb € B,
(a®1)<(d®1l) = (a<d)®1.

Proof. The associativity of % : (AQB)® (A®B) — A®B (that is to say the relation (3.22)) is obvious.
We prove (3.23) : for all a,a’,a” € A and b, V',V € B,

(a®b) < ((d@V)* (a" @V")) (a®b) < ((a' xa")® (b xb"))
(ax(a"*xa"))® (b= xb"))

= ((axd)xad")@((b=<V)=<b")
((axa)®(b=<b)) < (" @V
( <

(
(a®b) < (d@V)) < (" @b").

This calculation is still true if b,b" or V" isequal to 1 or if ¥ = 0" =1 and b€ B.If b =b” =1 and
b € B,

(a®1)<((d@b)x(a"®@1) = (a®1)<((d xd")@V)
= (ax(a*d")@(1=<V)
- 0,

(a@1)<(d V)< (@ ®1) = ((axd)® (1 <))< (" 1)
- 0

Ifb=¥b =1and b’ € B, then a and a' are not equal to 1 and

(a®1)<((@®1)*(@" ®b") = (@®1)<(('*d") ")
= (ax(a'*d"))®(1=<b")
= O,

(a®1) < (d®1) < (d"@V") = ((a<d)®1)<(d"®2b")
= ((axd)<d)®(1=<b")
= 0

Finally if b= = 0" = 1, then a,d’ and a” are not equal to 1 and

(@@l) < (@)@ @®l) = (@a1)<((d=*ad")e1l)
(a<(a'xa"))®1

= ((a<d)=<d)®1
((a<d)®1)<(a"®1)
(

(a®1) < (d®1)) < (a"@1).

In all cases, the relation (3.23) is satisfied and A®B is a dipterous algebra. O
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Remarks. Suppose that A, B # {0}. Then (A®B, x, <) is a RG-algebra if and only if <: AQ A — A
and <: B® B — B are zero. Indeed, if AQB is a RG-algebra then for all a,a’ € A and b,V € B,
(a<d)®b = ((a<d)®1)x(1®b)
= ((a®1)<(d'®1))*(1®b)
(a®1) < (a' @b)
= (axd)®(1<Db)
= 0,

therefore, by taking b # 0, a < o’ =0 for all a,a’ € A. Moreover,

a®(b=<V) = (a@b) < (1)
= (1eb*(a®l)<(1xV)
= (19b)x*(a® (1<)
= 0,

therefore, by taking a # 0, b <V’ =0 for all b,v’ € B.

Reciprocally, if <: AQ A — A and <: BQ B — B are zero, it is clear that (A®B, *, <) is a RG-algebra.

Proposition 72 For any tree T € Mok and for any forest F € Myck,
AHNCK (T = F) = AHNC‘K (T) = AHNOK (F)
In other words, Auyor : Mok — Myocxk®Mpyck is a dipterous morphism.

Proof. Let T and F are two planar trees € Mycr. We note Agyop (T) = T@1+H10T+Y ., TH@T?)
and Apyo(F) = FR1+10F+ Y, FY @ F?). Then

AHNCK (T) = AHNCK (F)

<T®1+1®T+ZT(1)®T(2)> < <F®1+1®F+ZF(1)®F(2)>

= (T<F)®1+T®F+ZT<1>F®T<2>+1®(T<F)
+ZT<1>® ) < F) +ZF(1)®(T<F(2))

+ZT(1)F(1) ® (T( ) < F(Q))
T,F
= AHNCK(T = F)

If F=F...F, € Myck is a forest and T is again a tree € Mycx,

Ayer (T) < ARy (F)
= Auyox(T) < (AHycw (F1) - AHyor (Fn))
= (- (DHyex (T) < AHyer (F1) < AHyor (F2)) o < Alyor (Fam1)) < Alyer (Fn)
= Atyer (.. (T <F)<Fy)...< F,_1) < E,)
= Ay (T <F),

as A®B is a dipterous algebra, for the second equality. a

In fact, the right graft product is not fully compatible with the given coproduct. As Mycrg®@Mpyck
is not a RG-algebra, if ' € Myck is a forest, Agye (T < F) # AHpo i (T) < Anyox (F) in general.
For example,

AHNCK((")—<') = AHNCK('I)
ARI+1IR.I+I®. +. 01 4+..0.+.®..
(..®1+1®-.+2-®.)<(.®1+1®.)

= JdR1I+10.14+.®..+2..®.+2.® .

AHNCK(' ') = AHNCK(')
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We now focus on the case of bigraft algebras. We will encounter the same difficulties. As bigraft
algebras are not objects with unit, we consider again the extended tensor product A®B for A, B two
BG-algebras. If A is a bigraft algebra, we extend =, <: A® A — A into maps >, <: AQA — A in the
following way : for all a € A,

a>1=0, a<1=a, 1>a=a, 1<a=0.

Moreover, we extend the product of A into a map from (A & K) @ (A ® K) to A ® K by putting
lxa=ax1l=aforalla€ Aand 1x1=1. Note that relations (3.7) are now satisfied on AQA®A.

We recall (see [Ler03]) that a pre-dendriform algebra is a K-vector space A equipped with three binary
operations denoted by *, > and < satisfying the four relations : for all z,y,z € A,

(xxy)xz = xzx*(yxz),
(@xy) -y = x> (y>2),
(x<y)<z = x<(yx2z),
(xry)<2z = x> (y=<2).

In other words, (A, *,>) and (A, *, <) are dipterous algebras with the entanglement relation (z > y) <
z=x> (y < 2).

Pre-dendriform algebras do not have unit for the product . If A and B are two dipterous algebras, a K-
linear map f : A — B is a pre-dendriform morphism if f(xxy) = f(x)x f(y), f(x = y) = f(z) = f(y) and
fl@ <y) = f(z) < f(y). Let us denote by PreDend-alg the category of pre-dendriform algebras. A BG-
algebra is also a pre-dendriform algebra. We get the following canonical functor : BG-alg — PreDend-alg.

Lemma 73 Let A and B be two bigraft algebras. Then ARB is given a structure of pre-dendriform
algebra in the following way : for all a,a’ € AUK and b,b/ € BUK,

(a®b)*(a @) (axa') @ (bxb),

(a®b) = (d@V) = (axd)x (=), ifborb € B,
(@@l)=(d®1) = (a-d)®1,

(a®b) < (d ®b/) = (axd)®(B=V), ifborl € B,
(a®1) =< (' ®1) (

Proof. With lemma 71, (A®B, *, <) is a right dipterous algebra. In the same way, (A®B, x, ) is a
left dipterous algebra. It remains to show the entanglement relation : for all a,a’,a” € A and b,V',b" € B,
((a®b) = (d@V)) < (@ 2b") = ((axd)*d")®((b=1b)=<b")
= (ax(a*d")@(b= 1 <b"))
= (@eb) - (@ e b) < (@ @ b)),

This calculation is still true if b, ¥ or b’ is equal to 1 or if & = b’ =1 and b e B.If b =0 = 1 and
b’ € B,

(a®@1) = (d®1)) < (a"®b") = ((a=d)xa")® (1<)
- 0,

(a®1)=((d®1) < (@ ®@b") = (a®1)= ((d'*d")® (1 =<b"))
= 0.

If oY =b" =1 and b € B, it is the same calculation as previously. Finally if b = b =b" =1,

(a®1)=(d®1) <(@"®@1) = ((a=d)=<d)®1
= (a>(d <d"))®1
= (@)= ((d®1) <" el).

Theorem 74 For all forests F,G € Mg and for all tree T € Mpg,
AHBG(F - T < G) = AHBG(F) - AHBG (T) < AHBG (G) (324)

In other words, Ang. : Mpe — Mpa®MBpa is a pre-dendriform morphism.
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Proof. With proposition 72, we have Ap,, (T < G) = Ang. (T) < Angs (G). Moreover,

AHBG(F - T) = AHBG((FT)]L - (TT)T)
= (1®1) o Am,(TT < FY)
= (T & T) o (AHBG(TT) = AHBG(FT))
)
)

[¢]

= (T@7)o((1®71)0Ang(T)) < (T®1) 0 Aryg (F)))
= (T ®7)o (T & T) o (AHBG (F) = AHgg (T))
= AHBG (F) WAV Sy (T)7

using propositions 65 and 48. As the entanglement relation is satisfied in Mg and Mpe®Mpg, any
parenthesizing of (3.24) gives the same relation. a

Remark. As M pc®M pg is not a BG-algebra, the relation (3.24) is not true if T is a forest in general.

3.4 A good triple of operads (Ass, BG, L)

3.4.1 Good triple of operads and rigidity theorem for the right graft algebras

Recall some results on generalized bialgebra and good triple of operads (see [Lod08]).

Let A and C be two algebraic operads. A generalized bialgebra associated with A and C, or C¢-A-
bialgebra, is a K-vector space H which is an A-algebra, a C-coalgebra, and such that the operations of A
and the cooperations of C acting on H satisfy some compatibility relations.

Suppose that the following two hypothesis are fulfilled :

— There is a distributive compatibility relation for any pair (4, 1) where p is an operation and ¢ is a

cooperation.

— The free A-algebra A(V) over a K-vector space V is equipped with a C¢-A-bialgebra structure.
Then it determines an operad P := Prime¢A and a functor F' : A-alg — P-alg. The operad P is the
largest suboperad of 4 such that any P-operation applied on primitive elements gives a primitive element.
For any C°-A-bialgebra H the inclusion Prim(H) < H becomes a morphism of P-algebras. J.-L. Loday
call this whole structure a triple of operads denoted by (C, A, P).

The functor F' : A-alg — P-alg is a forgetful functor in the sense that the composition A-alg L
P-alg — Vect is the forgetful functor A-alg — Vect. This forgetful functor has a left adjoint denoted by
U : P-alg — A-alg and called the universal enveloping algebra functor.

A triple (C, A, P) is a good triple of operads if (C, A, P) satisfies the following structure theorem : for
any C°A-bialgebra H the following are equivalent :

1. The C¢-A-bialgebra H is connected.

2. There is an isomorphism of connected coalgebras H = C¢(Prim(H)).

3. There is an isomorphism of C°-A-bialgebras H = U(Prim(H)).

We now give a rigidity theorem from [Foil0] concerning right graft algebras. Consider the deconcate-
nation coproduct A 455 on Hycx : for any forest F' € Hyeog,

A.ASS(F) = Z Fi ® Fs.
F1,FoeHNnck, ,FhFo=F

Let A Ass be the coproduct on Myck obtained from A 455 by substracting its primitive part. We now
have two products m and > and one coproduct A 455 on Mycx-

Note that if A and B are two RG-algebras then A®B is a dipterous algebra (lemma 71). Recall that
(see [Foil0]) an infinitesimal right graft bialgebra is a family (A, *, <, A 4s5) Where A is a K-vector space,
x, <t AR A — Aand Ay : A — A® A are K-linear maps, with the following compatibilities :

1. (A, *,<) is a right graft algebra.
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2. Forallz,y € A:

{ ~A.Ass(m * y) (EE & 1) * A.Ass(y) + A.Ass(x) * (]- & y) +rR®y,
Agss(x <y) = Ayss(z) < (1y).

(3.25)

It is proved in [Foil0] that (Mpycx,m, <, ~A Ass) 1s an infinitesimal right graft bialgebra. In particu-
lar, with the first equality of (3.25), (MoK, Auss) is an infinitesimal bialgebra (see [LR06]). If A is an
infinitesimal right graft bialgebra, we note Prim(A) = Ker(A4ss).

Let us recall that a magmatic algebra is a K-vector space A equipped with a binary operation e,
without any relation. We do not suppose that magmatic algebras have units. The operad associated is
denoted by Mag.

L. Foissy prove in [Foil0] that for any infinitesimal right graft bialgebra, its primitive part is a Mag-
algebra. In particular, Prim(Mpyck) = K(Tycok) equipped with the product < is a Mag-algebra and
it is the free Mag-algebra generated by .

Then we have the following important result (see [Foil0]) : The triple (Ass, RG, Mag) is a good triple
of operads.

3.4.2 Infinitesimal bigraft bialgebras

In the section 3.3.3, we give the relationship between the coproduct Ag,,, defined in the section 3.3.1
and the bigraft products (see theorem 74). These relationships do not permit to define a notion of bigraft
bialgebra.

Consider an another coproduct on Hpgg, the deconcatenation coproduct A 455 : for all F € Fpg,

AASS(F): Z F1®F2.

F1,F2€Fpg,F1 Fo=F

We will show that, with this coproduct, we have good relationship with the bigraft products and we can
define a notion of bigraft bialgebra.

We give in the following proposition another definition of > and <, to be compared with lemma 73
(and we will use this definition in the following) :

Definition 75 Let A and B be two bigraft algebras. Then we define three binary operations denoted
by =, < and * on A®B in the following way : for a,a’ € AUK and b,V € BUK,

(@®b)*(a'®V) = (axd)®@(bxD),

(a®@b) = (' @) = (a=d)xb*b), ifa ord € A,
1@b)= (1) = 1 ((b=1),

(a®b) < (a ®b’) = (axd)®((b=<V), ifborb € B,
(a®1l)<(d®1l) = (a<d)®1.

Remark. With lemma 71, (A®B, , <) is a right dipterous algebra. Applying the same reasoning to
(A®B, *,>), we prove that this is a left dipterous algebra. Moreover, the entanglement relation is not
true in general : for a,a” € A and b, V', V" € B,

(a@b) = (1@V) <@ o) = (a=1)@b*V)) <(d"2b")=0
(a®b) = (1Y) < (d"2b") = (a=ad")2 bl <b")).

We now have three products, namely m, > and < and one coproduct, namely A s, on Mpa,
obtained from A 445 by substracting its primitive parts. We introduce the definition of infinitesimal
bigraft bialgebra :

Definition 76 An infinitesimal bigraft bialgebra is a family (A, *, >, <, AASS) where x, =, <: AQ A —
A, Ayss : A — AR A, with the following compatibilities :

1. (A, *%,=,<) is a bigraft algebra.
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2. Forallz,ye A :

NAASS (zxy) = (z®@1)%* ANASS(:U) + AASS(x) *(ley) +zey,
éASS(x >~ y) = (EC ®1) > AASS(y), (3.26)
Agss(x <y) = Auss(z) < (1®y).

Then the following properties illustrate the compatibility relationships :

Proposition 77 (Mgg,m,>-,-<,AAss> is an infinitesimal bigraft bialgebra. In particular, for all
z,y € Mpe,

_ AASS(xy) = (@® 1)AA8~S(y) + AASS(CC)(l ®Y) +ryY,
Ba@>y) = (2@1)» As(y), (3.27)
Apss(x <y) = Agss(z) < (1®y).

Proof. With the proposition 45, (Mg, m, =, <) is a bigraft algebra. It remains to prove the formulas
(3.27). We can restrict ourselves to F,G € Fpg \ {1}. Weput FF = Fy...F,, G = G ...G,, where the
Fy’s and the G’s are trees and G; = Bpg(Gi ® G?). Hence :

A.ASS(FG) = Z Hl ® H2
Hl,HQE]FBG\{l},HlHQZFG
= > FHy ® Hy + > Hi @ H,G+F®G
H,,H€Fpc\{1},H1H2=G H,,H€Fpcg\{1},H1Ho=F

(F® 1)AASS(G) + A.Ass(F)(l ®G)+ F®G,

=

m—

A.Ass(F} G) = A_ASS(BB(;(FG% ®G%)G2...Gm)

= Bpe(FGI®G})®@Ga...Gm+ Y Bpa(FGl®G)Ga...G;®Giyy...Gr

i=
m—1

= FrGi18Gy..Gn+ Y Fr=GGy...G;®Giy1...Gp

i=2
= (F®1) = A(G).
Remark that A gs(F1) = 70(1®1) 0 Aass(F) for all F € Fpg. So we deduce the third relation of (3.27)
from the second one in this way :
Aps(F<G) = Au((GH= FH)

70 (t®1) 0 Au(Gh = F1)
7o (fON((GT®1) = Auss(F1))
= Aus(FN) < (12G).

a

Definition 78 If A is an infinitesimal bigraft bialgebra, we note Prim(A) = Ker(Aass). In the
infinitesimal bigraft bialgebra Mpa, Prim(Mpa) = K(Tpg) and we denote by Ppg the primitive part
Of Mgg.

Recall the definition of a L-algebra introduced by P. Leroux in [Ler08§] :

Definition 79 A L-algebra is a K-vector space A equipped with two binary operations »=,<: AQ A —
A wverifying the entanglement relation :

(zry)<z=z> (y<=2),
forall x,y,z € A.

The operad L is binary, quadratic, regular and set-theoretic. We denote by L the nonsymmetric
operad associated with the regular operad £. We do not suppose that L-algebras have unit for > or <.
If A and B are two L-algebras, a L-morphism from A to B is a K-linear map f : A — B such that
flx=y)=f(z) > fly) and f(z < y) = f(x) < f(y) for all z,y € A. We denote by L-alg the category
of L-algebras.
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Proposition 80 For any infinitesimal bigraft bialgebra, its primitive part is a L-algebra.
Proof. Let A be an infinitesimal bigraft bialgebra. We put x,y € Prim(A). Then, with (3.26),

%Ass(x - y) = (NZ‘ & 1) - A.Ass(y) =0,
Agss(<y) = Aupss(z) <(1®@y)=0.

Therefore, = y,z < y € Prim(A). As we always have the relation (z > y) < z =z > (y < z) for all
x,y,z € Prim(A), Prim(A) is a L-algebra. O

In particular, (Pgg, >, <) is a L-algebra. We have even more than this :
Theorem 81 (Ppg, >, <) is the free L-algebra generated by ..

Proof. Let A be a L-algebra and a € A. Let us prove that there exists a unique morphism of £-
algebras ¢ : Ppg — A such that ¢(.) = a. We define ¢(F') for any nonempty tree F' € Ppg inductively
on the degree of F' by :

¢(’) = a
{ (F) = (- (6(F) = (.. (¢(Fy ) = (6(F) = a))...)) < $(F}))...) < 6(FF)
if F = Bpg(F}...Fy ® F{ ... F?) with the F'’s and the F?’s € Tpg.

This map is linearly extended into a map ¢ : Pgg — A. Let us show that it is a morphism of L-algebras,
that is to say ¢(F = G) = ¢(F) = ¢(G) and ¢(F < G) = ¢(F) < ¢(G) for all F,G € Tpa \ {1}.
Note F = Bpg(F} ... F} @ F2...F2), G = Bpg(G}...GL @ G3...G?) with F},...,F}, F2,..., F? and
Gi, . ..,GLG2,...,G? in Tpg. Then :

1. For ¢(F = G) = ¢(F) = ¢(G),
¢(F~G) = ¢(Bpa(FGi...GL®GT...G?))
(- ((B(F) = (9(G) = (.- (¢
G(F) = (- ((#(G7) = (- (
= o(F) - ¢(G).

2. For ¢(F < G) = ¢(F) < ¢(G),

G,) = a)...))) < 6(G))...) < ¢(GY)
Gy) = a)...) < 6(G1))...) < #(G3))

9(F <G) = ¢(Bpa(Fi...F,®F}.. . F/G))
= ((--(@F) = (.. (6(F)) = a)...)) < &(F]))...) < &(F})) < 6(G)
= o(F) < ¢(G).

So ¢ is a morphism of L-algebras.

Let ¢/ : Ppg — A be another morphism of £-algebras such that ¢/(.) = a. For any forest F}' ... F,
and F12 .. P’q2 € Fpa,

¢'(Bpa(F} ...F) @ F{ ... F?))
= ¢ ((F = (Fyy = (Fy=2)..)) < F)...) = F2)
= (@ ED) = (@ Fpoy) = (0 (Fp) = ¢ (1)) < ¢/ (FD))-..) < ¢/ (Fy)
= (- (@ (FD) = (- (¢ (Fyy) = (@ (Fy) = a))...) < ¢'(FD))...) < ¢'(F7).
So ¢ =¢'. O

Remark. We deduce from theorem 81 that dim (E(n)) = tHse for all n € N* (with the same

reasoning as in corollary 49). We find again the result already given in [Ler08].

3.4.3 Rigidity theorem for infinitesimal bigraft bialgebras

The functor (=), : {BG — alg} — {£ — alg} associates to a BG-algebra (A, m, -, <) the L-algebra
(A, >, <). Reciprocally, we define the universal enveloping bigraft algebra of a L-algebra (A, =, <) as
follows :
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Definition 82 The universal enveloping bigraft algebra of a L-algebra (A, -, <), denoted by Upg(A),
is the augmentation ideal T(A) of the tensor algebra T(A) over the K-vector space A equipped with two
operations also denoted by >~ and <, and defined by : for all p,qg € N* and a;,0; € A, 1 < i < p and
l<j=g

(a1 .. .CLp) - (b q) (a1 - ( .. (ap_l - (ap - bl)) .. ))bg .. .bq,

Lb
(ar...ap) < (br...by) = a1 ap1((-..((ap <b1) <b)...) <by). (3.28)

Then (T(A),m, =, <) is a nonunitary bigraft algebra, where m is the concatenation.

We denote by L(V) the free L-algebra over a K-vector space V. The functor £(—) is the left adjoint
to the forgetful functor from L-algebras to vector spaces. Because the operad L is regular, we get the
following result :

Proposition 83 Let V' be a K-vector space. Then the free L-algebra on V is

LV) =P K (Tpe(n) @ Ver,

n>1

equipped with the following binary operations : for all F € Tpg(n), G € Tpg(m), v1 @ ... @ v, € V&
and W ® ... Q w, € VO™,

(FRVU®...0u,) " (GRW®...0w,) = Fr-GRuQ...00, 0w ...Q Wn),
(FRURR...Q0U,) < (GRWI®...0wy,) = (F<GR1®...0U, 0w Q... Q0 Wn).

Proposition 84 The universal enveloping bigraft algebra of the free L-algebra is canonically isomor-
phic to the free bigraft algebra :
Usg(L(V)) = BG(V).

Proof. Let us prove that the functor Ugg : {£ — alg} — {BG — alg} is the left adjoint to (—). :
{BG — alg} — {L£ — alg}.

We put A a L-algebra and B a BG-algebra. Let f : A — (B)z be a morphism of L-algebras. It
determines uniquely a morphism of algebras f : T(A) — B because (B,m) is an associative algebra.
We endow T(A) with a BG-algebra structure defined by (3.28). Then f : Uzg(A) — B is a morphism of
BG-algebras : for all p,g € N* and a;,b; € A, 1 <i¢<pand1<j<gq,

f(ar...ap) = (b1...bg)) = f((a1 > (... (ap—1 > (ap > b1))...))ba...bg)
(fla) = (. (Flap-1) = (F(ap) = F(01))) .. ) F(b2) .. F(by)
= (fla) .- flap)) = (f(br) .. f(by)
= flar...ap) = f(b1...by),

and

= flar...ap) < f(by...by).

On the other hand, let g : Ugg(A) — B be a morphism of BG-algebras. From the construction of Ugg(A)
it follows that the map A — Upg(A) is a L-algebra morphism. Hence the composition § with g gives a
L-algebra morphism A — B.

These two constructions are inverse of each other, and therefore Upg is the left adjoint to (—)..

As Upg is left adjoint to (=), and £(—) is left adjoint to the forgetful functor, the composite is the
left adjoint to the forgetful functor from BG-algebras to vector spaces. Hence it is the functor BG(—). O

Theorem 85 For any infinitesimal bigraft bialgebra A over a field K, the following are equivalent :
1. A is a connected infinitesimal bigraft bialgebra,

2. A is cofree among the connected coalgebras,
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3. A is isomorphic to Ugg(Prim(A)) as an infinitesimal bigraft bialgebra.

Proof. We prove the following implications 1. = 2. = 3. = 1.

1. = 2. If A is a connected infinitesimal bigraft bialgebra, then A is isomorphic to (T(Prim(A)), m,A)
as an infinitesimal bialgebra, where T'(Prim(A)) is the augmentation ideal of the tensor algebra over
Prim(A), m is the concatenation and A is the deconcatenation (see [LRO6] for a proof). Therefore A is
cofree.

2. = 3. If A is cofree, then it is isomorphic as an infinitesimal bialgebra to (T'(Prim(A)),m,A) and
Prim(A) is a L-algebra with proposition 80. T'(Prim(A)) is a BG-algebra with the two operations = and
< defined as in (3.28) and this is exactly Ugg(Prim(A)). So A is isomorphic as an infinitesimal bialgebra
to Ugg(Prim(A)) and it is a BG-morphism by using (3.7) and (3.28).

3. = 1. By construction, Ugg(Prim(A)) is isomorphic to T(Prim(A)) as a bialgebra. Therefore A is
isomorphic to T(Prim(A)) as a bialgebra. As T(Prim(A)) is connected, A is connected. O

We deduce the following theorem :
Theorem 86 The triple (Ass, BG, L) is a good triple of operads.

Remark. Note that if A is an infinitesimal bigraft bialgebra, then (A,m,A Ass) 1S a nonunitary
infinitesimal bialgebra. Hence, if (K@® A, m, A 455) has an antipode S, then —S is an eulerian idempotent
for A and we have :

[ —aifae Prim(A),
Sta) = { 0ifae A%



Chapitre 4

Algeébres de grefles

Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a différentes sous-algébres de Hopf de H,,, dont la construction
a été inspirée par les travaux de F. Menous.

Dans [Men02], F. Menous étudie certains ensembles de probabilités, appelés moyennes induites par
J. Ecalle, associés a une variable aléatoire sur R. Une moyenne est un ensemble de "poids" indexés par
des mots sur lalphabet & deux éléments {+, —}. Pour un mot (e1,...,&,) donné (¢, = £), le poids est
simplement la probabilité d’appartenir a R au temps 1, & R®2 au temps 2, ..., & R*» au temps n. F.
Menous prouve dans [Men02] qu'un tel coefficient peut étre décomposé en une somme de coefficients
élémentaires qui sont indexés par des arbres et des foréts ordonnés. Pour cela, il construit par récurence,
avec un formalisme proche de celui du calcul moulien, un ensemble de foréts ordonnées. C’est cet ensemble,
noté G, qu’on se propose d’étudier ici.

Pour cela, nous définissons deux opérateurs de greffes BT et B™, a partir desquels nous proposons
une construction de I'ensemble G, ce qui permet de définir l’algébre B> = K[G]. Une étude combinatoire
de G permet de démontrer que B> est une algébre de Hopf et de calculer sa série formelle.

Toujours avec les opérateurs Bt et B~, on construit une suite croissante (Gl)pl de sous-ensembles

de G ce qui permet de définir des algébres B® = K[G']. Nous démontrons que pour tout i > 1, B?
est une algébre de Hopf et on obtient ainsi un "dévissage" de l'algébre de Hopf B> avec les inclusions
B! C...CB'CBf!C...CB>.

En généralisant la construction de F. Menous, nous définissons une algébre B = K[T] a partir d’un
ensemble d’arbres ordonnés T construit avec les opérateurs B+ et B~. On démontre que B est une algébre
de Hopf. On munit B d’une structure de bialgébre dupliciale dendriforme (voir [Foi07, Foil2, Lod08]) ce
qui permet, par des raisonnements proches de ceux utilisés dans [Foil2|, de montrer sa coliberté et son
auto-dualité.

On s’attache enfin & définir sur B une greffe & gauche et une greffe a droite de sorte que B est une
algébre bigreffe et on démontre qu’elle est engendrée comme algébre bigreffe par I'unique arbre de degré 1.

Le chapitre est organisé comme suit : dans la premiére partie, nous construisons, avec des opérateurs
de greffes BT et B~, un ensemble G d’arbres ordonnés et nous exhibons différentes propriétés combi-
natoires de G. A partir de cet ensemble, nous définissons I’algébre B>, nous démontrons que c’est une
algébre de Hopf et nous calculons sa série formelle. On construit ensuite des sous-algébres B! de B>,
pour ¢ € N* et on démontre que ce sont des algébres de Hopf. Dans la seconde partie, nous définissons
lalgébre B a partir d'un ensemble T lui aussi construit avec les opérateurs de greffes BT et B~. On
munit B d’une structure de bialgébre dupliciale dendriforme et cela nous permet de montrer la coliberté
et 'auto-dualité de B. Enfin, on munit B d’une structure d’algébre bigreffe et on démontre que B est
engendrée comme algébre bigreffe par 1’élément ., .

Les résultats de ce chapitre sont rassemblés dans un article intitulé Algébres de greffes publié dans
Bulletin des Sciences Mathématiques 136 (2012), no.8, 904-939.

Remarque. Dans ce chapitre, le degré d’un arbre ou d’une forét est le degré en sommets.
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4.1 Les algébres de Hopf B!

4.1.1 Construction et étude de G

Commencons par introduire deux opérateurs de greffes BT et B~ qui sont utilisés dans tout ce qui
suit. Pour cela, considérons une suite de m arbres ordonnés non vides T7,...,T,, dont la somme des
degrés est notée n. On pose :

1. B~ (Ty...T,,) larbre ordonné de degré n + 1 obtenu comme suit : on considére 711, ..., T, comme

la suite des sous-arbres d’un arbre enraciné ayant pour racine le sommet indexé par n + 1. De plus,
on conviendra que B~ (1) est égale a l’arbre ., .

2. BY(Ty...T,,) l'arbre ordonné de degré n + 1 construit en greffant le sommet indexé par n + 1
comme le fils le plus & droite de la racine de T et en considérant alors Ts,...,T,, comme la suite
des sous-arbres issus du sommet indexé par n + 1. En particulier, on notera BT (T}) = B*(T11)
I'arbre obtenu en greffant le sommet indexé par |T1|, + 1 comme le fils le plus & droite de la racine
de Ty. De plus, on conviendra que B*(1) est égale a l’arbre . .

Note. Les opérateurs BT et B~ sont différents de ceux introduits dans [CK98| par A. Connes et D.
Kreimer.

2 2 13
Exemples. B~ (17.,)="\V.", Bt('"\}*) = B+("\,* 1) = "\*, BH(13.,) ="\".

Pour toute suite € = €1,...,e, € {+, —}", avec n > 1, on définit par récurrence un ensemble G(&) qui
correspond & un ensemble de foréts ordonnées de degré n.

Si n=1, G, pour £, quelconque, est I’ensemble réduit & un seul élément, la forét de degré 1,
P'unique sommet étant évidemment indexé par 1.

Si n > 2, considérons 'ensemble G(1+en=1) déja construit.

1. Sie, = —, les éléments F de G(¢1+%») sont obtenus par la transformation suivante. On prend un
élement F' = Ty ...T,, de G(E1en=1) avec m > 1, et on considére 71, ...,T,, comme la suite
des sous-arbres d’un arbre enraciné ayant pour racine le sommet indexé par n. Cela donne ainsi
naissance & une nouvelle forét ordonnée de degré n, avec un seul arbre, égale & B~ (T} ... Ty,).

2. Si e, = +, alors comme précédement on considére un élément F’ de G(¢1+-£=-1) Nous avons alors
plusieurs possibilités pour ajouter un nouveau sommet indexé par n. Notons encore F' =Ty ... T,,,
ouTi,...,T,, est la suite des arbres qui composent la forét F’ et m > 1. On peut alors faire I'une
des transformations suivantes pour obtenir un élément de G(&1:-en),

(a) Concaténer 'unique arbre de degré 1 indexé par n a la forét T ... T,, sur la droite. Cela donne
la forét ordonnée de degré n égale & T ... Ty e -

(b) Pour 1 < i < m, greffer le sommet indexé par n comme le fils le plus a droite de la racine de
T; et considérer alors T;41,...,T,, comme la suite des sous-arbres issus du sommet indexé par
n. On obtient alors la forét ordonnée de degré n égale a Ty ... T;_1 BT (T; ... Ty,).

Voici une illustration de cette construction :

— Pourn=1:
cH) =g = {..}
— Pourn=2:
G(+’+) :G(_’+) = {.1027 I?}
cH) =g = {13}
— Pourn=3:
G+ =G = [, 18,1 12.,,000)
G(+77’+) — G(7’7’+) = {I% °3, 1\[23 }
Gt =gt = V2 i }

G =g = 2y
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— Pourn=4:
3 2803 3
Gttt — gttt = {.1.2.3.47.1.2:;.1%3,\{‘;,.113.4,.13\/;4,&,
SIS RN TR TIC VI AT X8
13 :
Gt =gt H = (1, 100\ VL )

1¢ # 2 12‘4 2 ?b“l
G gt = VL ’}é PR TAR!

1 1
G =g = iz .472{/;4}
SR

2 24 o3
Gttt =gt = OV 42,%4, L/:f" \fjl }
1 °3
Gt =gt = {2{/;3, Y2y
1002 12
Gt =gt = { \{i ji }
1
2

G- —gl=——m) = {%i}

Dans la suite, étant donné ¢ € {4+, —}"™ avec n > 1, on identifiera toujours les deux ensembles G(+e
et G(—9) (et les deux ensembles G et G(’)). On préferera, suivant les cas, dire qu’une forét appartient
4 GHH8) ou a G(—9),

Pour n > 2, considérons un élément F' de G(*1>+»-1), Notons S., (F) I’ensemble des foréts construites
a partir de F par les méthodes de construction ci-dessus, suivant la valeur de &,,. Alors,

Ge1smen) — U S, (F). (4.1)

Le lemme suivant sera utile dans la suite :

Lemme 87 Soient g,&’ € U {+,=}", avec e # €. Alors GHH2) N GH<) = .

n>1

Preuve. Soient ¢,&/ € U,>1 {+,—}", avec ¢ # £'. Tout d’abord, supposons que la suite ¢ est de
longueur n et que la suite ¢’ est de longueur n/, avec n # n’. Comme les éléments de G(+€) sont de degré
n+ 1 et ceux de G(H<) sont de degré n’ + 1, G+ NGHE) = ().

Supposons maintenant que les suites € et ¢’ sont de méme longueur n > 1 et raisonnons par récurrence
sur n. Le résultat est trivial pour n = 1. Supposons n > 2. On distingue alors deux cas :

1. Si g, # ¢, par exemple ¢, = — et ¢/, = +. Les éléments de G(*:2) sont tous des arbres dont la
racine est indexée par n4 1. L’ensemble G(+£) est constitué d’arbres et de foréts (de longueur > 2).
Par construction, les arbres de G(+£) sont de la forme BT (T} ...T,,), avec m > 1 et Ty ... T}, €

GHergnt)  En particulier, la racine de ces arbres est indexée par un entier < n + 1. Donc
GH9 NGHe) =g,

2. Sie, =&, comme € # ¢, e1,...,6n_1 # €},...,€/,_,. Par I'absurde, supposons que G(+£ N
G+=) £ . Alors il existe une foréet T ... T}, € G+e1en-1) et une forét T(...T) € GHE1en 1)
telles que Se, (7% ... Ty)NSer (T1 ... T]) # 0. En utilisant I'hypothese de récurrence, GH-e1en-1)

GHeiren1) = ), done Ty ... Ty, # T{...T/. Or

(a) siep, = ¢}, = —, S_(Th...Tyn) = {B (Th...Tn)}, S_(T7...T)) = {B~(T]...T}))}. Donc
B~ (Th...Ty) = B~ (T]...T)) et, nécessairement, m =1l et Ty ...T,, = T ...T]. On aboutit
donc a une contradiction.
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(b) sie, =eg), =+, alors

Si(Ty...T) = {BYTy...Ty),TiBY(Ty...Tp),..., Tt ... Ton1 BT (Tp),
Ti...Teni1}

(BY(T!...T)), T/B*(T}...T)),.... T\ ... T ,B*(T}),

T .. T} uni1}.

Su(T...T))

Alors il existe i € {1,...m} et j € {1,...1} tels que on a légalité T ... T, B (T;...T),)
Tj...T; B¥(T;...T]). Nécessairement, on doit avoir i = j, Ty = T7,...,T;

-1
et BY(T;...T,,) = BT (T}...T]). Or cette derniére égalité implique que m = [ et T;
T!,..., T, =T, Ici encore, cela contredit Ty ...T,, # 17 ...T].

i

Par récurrence, le résultat est ainsi démontré. O

/
71—

—

En reprenant la preuve précédente, remarquons que dans I'égalité (4.1) union est disjointe. De plus,
dans chaque ensemble S;, (F), toutes les foréts sont distinctes car elles ne sont pas de méme longueur.
Ainsi, pour tout € € {+, —}", avec n > 1, les éléments de G sont tous distincts.

Considérons les ensembles suivants :

n fois

——
G = U G@)etGO:UGH'"”"").
ee{+,—}"n>1 n>1

D’aprés le lemme 87, les deux unions précédentes sont disjointes (& l'identification prés des ensembles
G+9) et G(—9) et il n’y a donc pas de redondances dans la construction des foréts appartenant a G.

Remarquons que G n’est pas stable pour I'opération de concaténation. Par exemple, les arbres 17 et
3 appartiennent & G mais la forét 17 13 ¢ G. Cela est di au fait que Parbre de droite qui compose la
forét 12 13 a été construit avec I'opérateur B~ (13 € G(*7)). Plus précisément, on a le résultat suivant :

Lemme 88 Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. La forét Ty ...T,, appartient o G.
2.Te€GetT,..., T, c GO
En particulier, pour toute forét Ty ... T, € G, Ty, ..., Ty, appartiennent o G.

Preuve. Démontrons tout d’abord le sens direct. Soit une forét T . ..T;, appartenant & G et notons
n=|Ti|,+...+|Tml|, son degré. D’aprés le lemme 87, il existe un unique € € {+, —}" tel que Ty ... T, €
G(©). Soit i le plus grand indice tel que €; = —. Par construction, les éléments appartenant a G(1--i)
sont des arbres de la forme B~ de l'arbre vide si ¢ = 1 ou B~ d’une suite d’arbres G1,..., G} telle
que Gy ...G) € GE1fi1) si § > 2. T} contient donc un sous-arbre B~(Gy...Gy) (B~(1) si i = 1)
appartenant a G-+ Autrement dit, 3 1 > 0 tel que

! fois

—
Ty =B (..BY (B (Gr...Gy)...)...).

Ainsi, |Ty|, > 4. Par ailleurs, remarquons que si [1Fy € G@, alors Iy € GEvfiml, ) ef Fy €
GEIFl, 0 ElF L, +1F21,) | Ainsi, Ty € G et Ty, ..., T € GO.

Réciproquement, montrons que si T} € G et Ty, ..., T, € G°, alors ThTs ... T, € G par récurrence
sur |F|,, ot F'=T,...Tp,. Si [F|, =1, c’est-a-dire F' = .., alors T1 F = Th.|7,| 41, et par construction
de G, T:F € G. Soit n > 1 et supposons le résultat vérifié pour tout F tel que [F|, < n. Considé-
rons F = Ty...T,, de degré n + 1, avec Ty, ..., T}, € G°. Si |T:|, = 1, par hypothése de récurence
Ty ... Ty_1 € G et comme pour linitialisation 7175 ... Ty, 1. ITy|,+n+1 € G. Sinon, comme T}, € GO,
il existe G1,..., Gy € G° tel que T,,, = BT(G1...Gy), avec Gy ... Gy, une foret de degré |T,,|, — 1. Par
hypothese de récurrence, Ty ... Ty, 1G1...Gy € G, donc TV F = TyTy ... T, 1B (G1 ...Gy) appartient
bien & G. O

D’aprés le lemme précédent, G est stable par concaténation & gauche par des éléments de G°. Pour
GP, on ale
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Lemme 89 G°U {1} est un monoide libre pour 'opération de concaténation.

IT11,+|T2l, fois |T11, fois

Preuve. En effet, si T1Th» € G°, /T, € G (-5 1) , donc T7 € G(+""7+) CGletTy €

|Ta|,, fois
G(+”+) gGO
Réciproquement, supposons que T7,7» € G° et raisonnons par récurrence sur le degré de T5. Si

|T5|, =1, To = «. et alors T1T» € G° par construction de G°. Supposons |T3|, > 2. Comme T3 € G, il
existe G1,...,Gr € G° tels que Th = B (G1...Gy). Alors la forét T1Gy ... Gy € G° par hypothése de

récurrence, et donc 71Ty = T1 B (G ... Gy) € G, par construction de G°. a

Remarque. Posons AhO(F) = Z Lea,(F) ® Roo,(F) pour toute forét non vide
vV (F) et RYL.ERo0y(F)

F, ou R% est la racine de l’arbre le plus a gauche de la forét F. Soient T7,...,T,, m arbres non vides,

m > 1. Alors, en étudiant les coupes admissibles :

An, (B (Ty...T,)) = (Id®B )oAu,(Ty...Ty)+B (Ty...Tn)®1,
Ay,(BY(Ty...Ty) = ([Id®@BY) oAy (Ty...Ty)+BT(Ty...Ty)®1
+AL, (T1) - (B~ (Ta... Tr) @ 1).

Lemme 90 Soit T un arbre appartenant ¢ G° U {1}. Alors, pour toute coupe admissible v =V (T),
Roo,(T) € GY U {1}.

Preuve. Il suffit de montrer que, pour toute coupe simple v = V(T') et pour tout arbre T' € G° U {1},
Ro00,(T) € G U {1}. On raisonne par récurrence sur le degré n de T' € G° U {1}, le résultat étant trivial
sin=0,1,2.

Supposons n > 3. Comme T € G, il existe m > 1, Ty, ..., Ty, € G, tels que T = B+ (T} ...T,,). Soit
v = V(T) une coupe simple de T. Il y a trois cas possibles :

1. Si v = V(T1), par hypothése de récurrence, Roo,(T1) € G° U {1}. Si Roo,(T1) = 1, Roo,(T) = 1.
Si Roo,(T1) # 1, alors, avec le lemme 89, Roo,(T1)T5...T,, € G°. Ainsi on a donc Roo,(T) =
B+(ROOU(T1)T2 . Tm) € GO.

2. Siv = V(T;), avec i > 2 (on inclut ici le cas de la coupe totale qui correspond & couper I’aréte entre
le sommet indexé par n et la racine de T;). Par hypothése de récurrence, Roo,(T;) € G®U{1}. Avec
le lemme 89, T} ... Rooy(T;) ... Ty, € G°, et ainsi Rooy,(T) = BT(Ty ... Rooy(T;) ... Ty,) € GO.

3. Enfin, si on coupe laréte joignant la racine de T' (qui est aussi la racine de 77) et le sommet indexé
par n, alors Roo,(T) = T € G°.

Ainsi, dans tous les cas, Roo,(T) € G°, et on peut conclure par le principe de récurrence. O

Remarque. Par contre, étant donné un arbre T appartenant a G?, il existe certaines coupes v = V(7))
telles que Lea,(T) ¢ G° U {1}. Par exemple, considérons T1,...,T,, € G° avec m > 2, et T =
BY(Ty...T,,) € G Alors, si on réalise la coupe simple v = V(T) consistant & couper I'aréte joignant la
racine de 7' (qui est aussi la racine de 7} ) et le sommet indexé par |T'|,, Leay(T) = B™(Ty ... Ty,) € G7)
et donc ¢ G° en utilisant le lemme 87.

Soit T' un arbre enraciné plan non vide € Hycg. Une question naturelle est de savoir de combien de
facons on peut indexer les sommets de T' pour obtenir un élément de G° ou de G.

Dans le cas de G, il n’y a qu’une seule et unique indexation possible. En effet, considérons un arbre
plan T. Si T est de degré 1, le résultat est trivial. Sinon, T = Bycog(Ty...Tn) avec T1,..., Ty m
arbres non vides € Hycg et m > 1. Par hypothése de récurrence, il y a une unique indexation de
Bneg(Ty ... Thp—1) en un élément noté G de G°. Si T,, = ., comme le descendant le plus & droite de
la racine de T' doit nécessairement étre indexé par |T'|,, B*(G) est I'unique arbre de G° tel que l'arbre
plan associé (en supprimant I'indexation) soit T'. Sinon, T, = Bnck (Tm.1 - - - Tm.k)- Avec I'hypothése de
récurrence, V 1 < i < k, arbre plan T}, ; a une unique indexation en un élément noté G; de G°. Alors,
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BY(GG:...Gy) € GY, et c’est par construction 'unique arbre de G tel que I’arbre plan associé soit T
On définit ainsi une bijection entre les arbres de Hycx et les arbres de GO.

Pour le cas plus complexe de G, on a la

Proposition 91 Soit un arbre plan T € Hycx. Rappelons que, si v est un sommet de T, f(v)
désigne la fertilité de v et h(v) la hauteur de v. Notons L. la feuille la plus a gauche de T. Alors, il y a

1+ Y 11 f(v)

=0 LL—v et h(v)<i
facons d’indexer T pour obtenir un élément de G.

Preuve. Rappelons que si T est un arbre non vide de G, BT (T'1) = BT (T) est I’arbre construit en
greffant le sommet indexé par |T'|, + 1 comme le fils le plus & droite de la racine de 7. En particulier, on
ne cherchera pas dans cette preuve & simplifier un produit d’arbres en supprimant les éventuels arbres
vides.

Raisonnons par récurrence sur k = h(L%) la hauteur de Li.. Pour éviter d’alourdir les notations, on
notera indifférement un arbre appartenant & Hyc i et Uarbre (ou les arbres) obtenu aprés indexation des
sommets appartenant a G.

Si k=0, T est I’arbre plan réduit & sa racine, il y a donc une unique fagon de le numéroter, en ., .
Ceci démontre la formule au rang 0.

Sik= ]., T = BNCK(°T1 . .’Tn)7 avec T1 = BNCK(Tl,l . ..Tl,ml), e ,Tn = BNCK(Tn,l .. 'Tn,mn) (Si
T, =.,T;, = Bnck(Ti1) avec T; 1 = 1). Il y a alors deux cas possibles pour I'indexation de T :

1. Si l'indice de la racine de T est plus petit que 'indice de son descendant direct le plus & gauche.

Alors,

T=B"(...BYB" (. )Tiq1...Tim) - )Tn1- s Tom,),
avec, d’apreés le lemme 88, T4 1, ..., T.m, € G, et donc une unique fagon d’indexer les sommets de
Tias.- oy Tnm,. Ainsi T appartient & GY C G et il y a, dans ce cas, une seule fagon de numéroter

les sommets de T'.

2. Si l'indice de la racine de T est plus grand que l'indice de son descendant direct le plus & gauche.
Alors, pour tout 1 <i <mn,

n—i fois

——
BJr(. .. BJF(Bi(-lTl .. .Ti),_rlqu’l .. -Ti+1,m,;+1) . ~)Tn,1 . Tn,mn) eaG.

ou, toujours avec le lemme 88, on doit avoir T1,...,T;, Tiv1.1,-- s Tnm, € G? et il y a donc une
unique facon d’indexer leurs sommets. Ainsi, cela fait n fagons de numéroter les sommets de T dans
ce cas.

Au final, il y a 1 + n fagons d’indexer T' pour obtenir un élément de G. Le cas k = 1 est démontré car n
est égal & la fertilité de la racine de T'.

Sl k} Z 2, T = BNCK(TI .. Tn>7 avec T1 = BNCK(TLI .. -Tl,m1>7 - >Tn = BNCK(TTL,I .. -Tn,m”) (Sl
T, =.,T; = Bnck(Tiq) avec T; 1 = 1). Il y a deux cas possibles pour indexer les sommets de T :

1. Si lindice de la racine de T est plus petit que l'indice de son descendant direct le plus a gauche.
Alors, pour que T € G,

T=B"(..BY(B*(«.Ti1...Tim,) . )Tnr- - Tom,).

Avec le lemme 88, on doit avoir T11,...,Thm, € G° et il y a une unique fagon d’indexer leurs
sommets. On a ainsi une unique fagon de numéroter 1" dans ce cas.

2. Si l'indice de la racine de T est plus grand que l'indice de son descendant direct le plus & gauche.
Deux sous-cas sont possibles :
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(a) Si l'indice de la racine de T; est plus petit que l'indice de son descendant direct le plus a
gauche, c’est-a-dire si Ty = B*(... BT (.1 ...)...), alors T} € GY (avec le lemme 88), et il y a
une seule possibilité d’indexer T7. Pour tout 1 <14 < n,

n—i fois

——
BY(...BY(B™(Ty...T)Tis11 - Tis1mir) - )Tns - Tom,) € G.

D’aprés le lemme 88, T, ..., 15, Tiv11, -+ Tnm, € G° donc il y a une unique fagon de les
indexer. On a ainsi n possibilités pour indexer T' dans ce cas.

(b) Si I'indice de la racine de T} est plus grande que l'indice de son descendant direct le plus a
gauche, c’est-a-dire si

my—1 fois

——

Ty=B"(...BY(B (Th1...Tii)...)...),
k—1
pour un 1 < ¢ < my. Par hypothése de récurrence, il y a 1+ Z H f(v) fagons

i=2 LL v et 2<h(v)<i
de numéroter 73 ; pour obtenir un élément de G. Toujours avec le lemme 88, il y a une
unique fagon de numéroter 71 2,...71,m,, car on doit nécessairement avoir aprés indexation
k—1
Ti2y.. ., T1m, €GP Celadonnem; |1+ Z H f(v) | possibilités pour indexer
i=2 LL—v et 2<h(v)<i
Ti1. Comme l'indice de la racine de T doit étre plus grande que 'indice de son descendant directe
le plus a gauche, pour que T € G, on doit avoir

T=B"(...BT (B~ (Ty...T))Tit11 - - - Tit1misy) - )Tn1 - Tnm,),

ol < ¢ < n.D’apres le lemme 88, Ty, ..., T, Tiv11,- -+, Thm, € GY ont une unique indexation
k—1
possible. Ainsi, dans ce cas, ily anmy | 1+ Z H f(v) | possibilités d’indexer

=2 LY —v et 2<h(v)<i

T.
En tout, cela fait bien

possibilités pour indexer les sommets de T'. Le principe de récurrence permet de conclure. O

Dans le cas des échelles, il existe un résultat plus précis :

Corollaire 92 Pour tout n > 1 et pour tout i € {1,...,n}, il existe une unique échelle (de degré n)

i fois n—i fois
dans chaque sous-ensemble G-t ),

Preuve. Raisonnons par récurrence sur n. Le résultat étant trivial pour n = 1,2, supposons n > 3.
D’aprés ’hypothése de récurrence, pour tout ¢ € {1,...,n — 1}, il existe une unique échelle T; de degré

i fois n—1—1 fois

n — 1 dans chaque sous-ensemble G(T--->+7>---> =) En réalisant un B~, on construit n — 1 échelles
1 fois n—1 fois
———
E, =B (T;) dedegré n,et Vie {l,...,n— 1}, E; € G(Fs--s 75+ 7) De plus, toujours par hypo-
thése de récurrence, il existe une unique échelle 7' de degré n — 2 appartenant a G°. Alors, ., T € G°, en
utilisant le lemme 89, et donc E, = BT (., T) € G° et c’est par construction une échelle.

1 fois n—i fois

———
Donc Vi€ {1,...,n}, E; € G5t 7) . Dlapres le lemme 87, les échelles E; sont toutes
distinctes. Comme il existe exactement n échelles de degré n dans G (d’aprés la proposition 91), il y a

i fois n—1i fois

donc une unique échelle dans chaque sous-ensemble G-t ), pouri € {1,...,n}. Le résultat
est ainsi démontré au rang n et on conclut par le principe de récurrence. O
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4.1.2 L’algébre de Hopf B>

Notons B>® = K (G U {1}) lalgebre engendrée par G U {1}. D’aprés le lemme 88, B est engendrée
librement par les arbres appartenant a G.

Nous avons le résultat remarquable suivant :
Proposition 93 L’algebre B> est une algébre de Hopf.

Preuve. Il suffit de montrer que, en réalisant une coupe simple d’un arbre appartenant a G, la branche
et le tronc appartiennent respectivement & G et G U {1}. En effet, si ce résultat est démontré, on aura
alors le résultat pour une coupe admissible quelconque puisque B™ est engendrée par G U {1} comme
algébre. Travaillons par récurrence sur le degré des arbres. Le résultat est trivial pour n = 2,3. Au rang
n > 4, considérons un arbre T' € G de degré n, et v = V(T) une coupe simple. Il y a deux cas possibles :

1. Si Parbre est de la forme T'= B~ (T} ...Ty,) € G(+7). Par construction, la forét Ty ...T), € G et,

avec le lemme 88, Ty € G et Ty, ..., T,, € G°. Si v est la coupe totale, le résultat est trivial. Sinon,
comme v est une coupe simple de 7', il existe un unique ¢ € {1,...,m} tel que v |= V(T;) (on inclut
ici le cas de la coupe totale qui correspond a couper I’aréte entre la racine de T et celle de T;). Par

récurrence, Lea,(T;) appartient & G, car T; € G. De méme, par récurrence, Roo, (T;) appartient a
G U {1}. Alors la forét Ty ... Rooy(T;) ... T € GU {1} car :

(a) si i = 1, Roo,(T1) € GU {1} et comme T, ..., T, € G, Roo,(T1)Ty... Ty € GU {1} en
utilisant le lemme 88.
(b) sii > 2, T; € G donc, d’aprés le lemme 90, Roo,(T;) appartient & G° U {1}. Ainsi, toujours
avec le lemme 88, la forét Ty ... Rooy, (T;) ... T, appartient a G.
Donc Leay,(T) = Leay(T;) € G et Rooy(T) = B~ (T ... Rooy,(T;) ... Ty) € GU{1}.

2. Si l'arbre est de la forme T'= BT (Ty,...,T},) € G(G+1). Par construction, la forét Ty ...T,, € G,
donc Ty € G et Ty, ..., T, € G Si v est la coupe simple correspondant & couper I’aréte joignant
la racine de T (qui est la racine de T7) et le sommet indexé par n joignant les racines communes de
Ty, ..., T, alors Roo,(T) =T € G et Lea,(T) = B~ (Tz...Ty,,) € G. Le résultat est donc vérifié
dans ce cas. Sinon, comme v est une coupe simple de T, il existe un unique 7 € {1,...,m} tel que
v = V(T;) (sii > 2, le cas de la coupe totale correspond & couper l'aréte entre le sommet de T'
indexé par n et la racine de T;). Il y a alors deux cas a distinguer :

(a) Si ¢ = 1, c’est-a-dire si v = V(T1). Si v est totale, alors Lea,(T) = T et Roo,(T) = 1
et le résultat est trivial. Sinon, par récurrence, Lea,(T1) € G, et Roo,(T) étant un arbre
non vide Roo,(T1) € G. Ainsi, avec le lemme 88, Roo,(T1)Ts ... Ty € G. D’ott Rooy(T) =
Bt (Rooy(T1)Ts ... Ty,) et Leay(T) = Leay(Ty) appartiennent a G.

(b) Si¢ > 2, c’est-a-dire si v = V(T;), toujours par récurrence, Lea,(T;) € G et avec le lemme
90, Rooy(T;) € G° U {1}. Donc la forét Ty ... Rooy(T;) ... T,, € G et on a ainsi Roo,(T) =
BY(Ti...Ro0y(T;) ... Ty) et Leay(T) = Lea,(T;) qui sont des éléments de G.

Dans tous les cas, Roo,(T) € GU {1}, Lea,(T) € G.

Par récurrence, le résultat est démontré. O
Proposition 94 La série formelle de [’algébre de Hopf B> est donnée par la formule :
1 n 1

21 —4x 2

Preuve. Pour calculer la série formelle de I’algébre B°, nous introduisons quelques notations. Posons
,l%»oo le nombre de foréts de longueur i et de degré 7, et f]BOO le nombre de foréts de degré j. En particulier,

FBoo (.’E) =

f]B = E Pj . Par construction de B, on a les relations suivantes :
1<i<j
B® _
1,1 1
oo .
,E’l = 0sik>2
B® _ B>
1,n - 2f’r7,—1

B> B> B> .
k,n = fkfl,nfl +.. fn717n71 si k 2 27” > 2.
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Posons F(z) = ZfiBmxi et, pour k > 1, Fy(x) = Zf,?;oxl Comme fP =0sii <k, Fy(z) =
i>1 i>1

Z f]?;oxz Alors,

i>k

F(z) = ) Fi(a)

k>1
Fi(z) = 2zF(x)+x
F(z) = z(i:E@):x@h%%ﬂ@—m—HQWOQkZZ
i>k—1

Par différence, on obtient pour tout [ > 1 :
Fiio— Fiyi +axFp =0.

1l existe donc A(z), B(x) € Cl[[z,z~!]] tels que VI > 1,

Fi(z) = A(z) (H;W)l + B(x) (H\/;—W)l

)

d’out
1-2x—+1-4 1-2 v1—4
Fl) = Afr)—— 4 B(x) xg T (4.2)
En faisant [ = 1, 2, nous avons les deux relations suivantes :
1++v1—4x 1 1—-2x
Alz) = ——F@)+ -+ —
1—v1—-4 1 1-2
B(z) = 756F(x)+*+7$
2 2 2y1—dzx

Montrons que B(z) = 0. Si B(x) # 0, B(z) = arz* + ..., a;, # 0. De plus,

l l

Fi(e) = Aw) | =5 | 4B | T
—— ——
=x+... =1+...

donc, sil > k,

A(w) (1—\/@) — o)

2
!
1++v1—-4
B(z) (—&—295) = apz®+...

Dot Fy(z) = arx® +.... Or Fy(z) = Zfl]?iwxi, donc Fi(z) = O(z!), et aj, = 0.
>l

Ainsi B(z) = 0, et avec (4.2) et (4.3),

1—4x—\/1—4x_ 1 1

o= S@m-n ~ain 2
L 1
@ = st 0m

Au passage, on obtient la formule pour les Fj :

@ (1_m>’“.

Fk(x): m
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Finalement la série formelle de B> est donnée par :

1 1
B l0) = o = 2
O
o 2k — 2)! o 2k)!
Ainsi, pour tout k > 1, fll?k = (k—(l)'(k)—l)' et fii = 2( ( k:!))2' Voici quelques valeurs numériques :

k 112341 5 6 7 8
ffk 112] 6|20 70 | 252 | 924 | 3432
B 1]13]10|35]|126 | 462 | 1716 | 6435

Ce sont les séquences A000984 et A001700 de [Slo].

4.1.3 La sous-algébre de Hopf B!

Muni de la concaténation, 'ensemble G°U{1}, constitué de I'arbre vide et de tous les arbres construits
uniquement avec des B, est un monoide. Notons B? I’algébre unitaire engendrée par ce monoide. Si T
est un arbre appartenant a G, il existe certaines coupes v |= V(T') telles que Lea,(T) ¢ G° U {1} (voir
la remarque qui suit le lemme 90). BY n’est donc pas une cogébre. Par contre, d’aprés le lemme 90, B°
est un comodule & droite de 'algébre de Hopf B°.

Remarquons que B est isomorphe en tant qu’algébre & I'algébre (de Hopf) des arbres enracinés plans
Hyck. En effet, on a vu au paragraphe qui précéde la proposition 91 que les arbres de G° sont en
bijection avec ceux de Hyc . Cette bijection s’étend en un isomorphisme d’algébres graduées de Hyo g
dans BY. En particulier, ces deux algébres ont la méme série formelle :

1—+1—-4z
Fpo(r) = T or = Fraycx (7).

Considérons maintenant ’ensemble

n—1 fois

—_—
(G:rl _ U G(+""’+’E").

n2175n6{+7_}
Notons B! I'algebre K (G* U {1}). Alors :
Proposition 95 L’algébre B! est une algébre de Hopf.

Preuve. Il suffit de montrer que, étant donné un arbre appartenant & G', la branche et le tronc de cet
arbre, aprés avoir réalisé une coupe simple, appartiennent respectivement & G! et G* U {1}. On travaille
par récurrence sur le degré n des arbres de B!. Ceci est évident pour n < 3, en le vérifiant rapidement &
la main.

Au rang n > 4. Considérons un arbre T' € G' de degré n et v |= V(T) une coupe simple. Il y a deux

cas :

1. Si T est de la forme B= (T} ...T},) € Gt t7) avec Ty, ..., T, € G°. Si v est la coupe totale, le
résultat est trivial. Sinon, comme v est une coupe simple de T', il existe un unique i € {1,...,m} tel
que v = V(T;) (on inclut le cas de la coupe totale qui correspond & couper laréte entre la racine de
T et celle de T;). Comme T; € G°, par récurrence, Lea,(T) = Lea,(T;) € G'. D’autre part, avec le
lemme 90, T} appartenant & GY, Roo,(T;) € G°U{1}. Donc la forét T3 ... Rooy (T5) . . . T,, appartient
a G U {1}, et Roou(T) =B~ (T} ...Ro0y(T}) ... Ty) € G. Le résultat est ainsi démontré si T est
de la forme B~ (T ... T,,) € G+,

2. Si T est de la forme BH(Ty...T,,) € Gt avec Ty,...,T,, € G°. Si v est la coupe simple
correspondant & couper laréte joignant la racine de T' (qui est la racine de T}) et le sommet indexé
par n joignant les racines communes de Ty,...,Ty,, alors Roo,(T) = T1 € GY et Lea,(T) =
B=(Ty...T,,) € G!. Le résultat est donc démontré dans ce cas. Sinon, comme v est une coupe
simple de T, il existe un unique i € {1,...,m} tel que v = V(Z;) (on inclut le cas de la coupe
totale qui, si ¢ > 2, correspond a couper ’aréte entre le sommet de 7T indexé par n et la racine de
T;). Il y a alors deux cas :
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(a) Sii =1, cest-a-dire si v = V(T1). Si v est la coupe totale, alors Lea,(T) =T et Roo,(T) =1
et le résultat est établi. Sinon, par récurrence, Lea,(T) = Lea,(T1) € Gt. Avec le lemme 90,
comme Roo,(T1) est différent de I'arbre vide, Roo,(T1) € G°, donc Rooy(T1)Ts ... T, € G°.
Et ainsi Roo,(T) = Bt (Rooy(T1)Ts ... Ty,) € G° C Gt U {1}.
(b) Si i > 2. Par récurrence, comme T; € G°, Leay,(T) = Leay(T;) € G'. D’autre part, avec
le lemme 90, Roo,(T;) € G° U {1}. Donc la forét T ... Rooy(T;)...T,, appartient & G, et
Ro00,(T) = BY (T} ... Rooy(T}) ... Ty,) € GY C Gt U {1}.
Ceci démontre la stabilité de B! par coupe simple, et donc par coupe admissible, car B! est stable pour
le produit. Ainsi B! est bien une algébre de Hopf. O

Remarque. On peut voir en reprenant cette démonstration que ’algébre BY est méme un comodule
a droite de I’algébre de Hopf B!.

4.1.4 Geénéralisation de ’algébre de Hopf B!

En utilisant le méme modéle que pour la construction de I’algébre de Hopf B!, nous allons & présent
construire une infinité d’algébres de Hopf B*, pour ¢ > 2, telles qu’on ait les relations d’inclusions
suivantes :

B'CB?C...CB'CBf'C...CcB™.
Pour cela, posons, quelque soit ¢ > 2,

n—i fois

. / \
Gt = U (GH_’ ey +7€1L7i+17~~~55n).
n>1,(en—it1,.en)E{+,—}"

Notons B? = K(Gi U {1}) Remarquons que G C G'*!, Vi > 1. Comme annoncé, on a alors le
résultat suivant :

Proposition 96 Pour tout i > 1, ’algébre B est une algébre de Hopf.

Preuve. Travaillons par récurrence sur ¢ > 1. Le cas ¢ = 1 ayant déja été démontré, supposons i > 2.

Il faut montrer que B? est stable par coupe simple. Pour cela, faisons une récurrence sur le degré n
des arbres de G*. Ceci est clair pour n < 3 et découle directement du fait que B est une algébre de Hopf.

Au rang n > 4. Considérons un arbre T' € G* de degré n et v = V(T) une coupe simple. Ici encore, il
faut distinguer deux cas :

1. Si T est de la forme B~ (Ty...Ty,) € G7). D’apres le lemme 88, Ty € G et Ty, ..., T, € G°.
Comme T' € G, la forét Ty ... T, appartient 4 G'=1. En posant k = |Ty|, +...+ [T, T1 € G17F,
Supposons v différent de la coupe totale, le résultat étant trivial dans ce cas. Comme v est une
coupe simple de T, il existe un unique j € {1,...,m} tel que v |= V(I}) (on inclut le cas de la
coupe totale qui correspond & couper ’aréte entre la racine de T et celle de T};). Comme T; € G,
par récurrence, Leay,(T) = Lea,(T;) € G'. Pour Roo,(T'), on doit alors différencier deux sous-cas :

(a) Si j = 1. Ty appartient a G'~!~F. Par récurrence, Roo,(T}) est un arbre appartenant a
G117k U {1}. D’aprés le lemme 88, la forét Roo,(T1)Ts ... T,, appartient & G*~* U {1}. Donc
ROOv(T) =B~ (ROOv(Tl)Tg N Tm) S G7

(b) Sij > 2. Par le lemme 90, Roo,(T};) € G U{1}. Notons [ la somme |T5|, + ...+ |Rooy(T})|, +
oo+ |Tnl,. Alors | < k et la forét Ty ... Rooy(T}) ... Ty, appartient & G'—1T'=% C G'~1. Et
ainsi Rooy(T) = B~ (T} ... Rooy(T}) ... Ty) € G'.

Ceci termine la démonstration dans le premier cas.

2. Si T est de la forme BY(Ty...Ty,) € Gt Avec le méme raisonnement que dans le premier
cas, en notant k = [To|, + ...+ |Tl,, Tt € G717k et Ty, ..., T;, € GO. Si v est la coupe simple
correspondant a couper laréte joignant la racine de T (qui est la racine de T7) et le sommet

indexé par n joignant les racines communes de Tb, ..., T},, alors Roo,(T) = T) € G'=17F C G et
Leay(T) = B~ (Ty...Ty,) € G! C G. Le résultat est donc démontré dans ce cas. Sinon, comme v
est une coupe simple de T, il existe un unique j € {1,...,m} tel que v = V(7)) (on inclut le cas

de la coupe totale qui, si j > 2, correspond & couper 'aréte entre le sommet de T' indexé par n et
la racine de Tj). Il y a alors deux sous-cas :
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(a) Sij = 1.Dans le cas ou v est la coupe totale, Lea,(T) = T et Roo,(T') = 1 et le résultat est tri-
vial. Sinon, par récurrence, comme T} appartient & G'"1=% Lea, (T) = Lea,(T}) € G'=1=F C
G’ et Roo,(T}) est un arbre appartenant a G'~'=%. Avec le lemme 88, Roo,(T1)Ts... T}, €
G*~1. Donc Roo,(T) = Bt (Roox(T1)Ts ... Ty) € G'.

(b) Si j > 2. Comme Tj € G°, par la proposition 95, Lea,(T) = Lea,(T;) € G' C G'. Par le
lemme 90, Roo,(T;) € G®U{1}. Si on note [ la somme [T, + ...+ |R00,,( T, +- -+ 1Tl
alors | < k et la forét Ty ... Rooy(Tj) ... T,, appartient a G~ 1+-k C G 1. Ainsi Rooy,(T) =
B~ (T} ...Roo,(T}) ... T,,) € G'.

Le deuxiéme cas est donc démontré.

Nous avons ainsi obtenu, par le principe de récurrence, le résultat annoncé. O
Remarque. En reprenant la démonstration, on a, pour tout ¢ > 2, A(Bi) CB' @B
Il est alors possible de calculer le nombre d’arbres de degré k de B? :

Proposition 97 Soit k > 1. Notons, pour tout i > 1, ka le nombre d’arbres de B' de degré k.

Rappelons que fﬁ’: désigne le nombre d’arbres de B* de degré k, et f,?o le nombre de foréts de B? de
degré k. Alors, pour tout k> 1,1 > 1,

oo . .
‘ B, sik<i+1,
B* oo N 0 e8]
= B E B B . .
1,k) lik - ] fl,k—j S1 k Z 1 + 2.
1<j<k—i—1

Preuve. Fixons i € N*. La formule est évidente pour k < i+ 1 (en utilisant l'identification G =
G2 lorsque k =i 4 1). Supposons k > i + 1. Notons A* I’ensemble

feetr Vo= =api=+} C{+,-}".

Le complémentaire dans {4, —}* de A" est U A? (Punion étant disjointe) ou
0<j<k—i—1

A?:{ée{—l—,—}k|€1:--~:Ej:+et€j+1:_}g{—’_’_}k.

D’aprés le lemme 87, pour tout 0 < 7 < k—1¢—1, les ensembles {arbre de GH9) | g € Af} sont disjoints.
De plus

card ({arbre de G+ |e e {+, —}k}) e k+1,
card ({arbre de G2 | g e Af}) i f1 k—j

Alors

f1 k1 T card ({arbre de G+ lee€
= card ({arbre de G+ lee {+ }k})

—card | { arbre de Gt | ¢ € U A*

= fBes1 —card U {arbre de G2 | g € Af}

0<j<k—i—-1
= fPI:H - Z card ({arbre de G(+9 le € Agf})
0<j<k—i—1
= B k1 T Z f 1f1 k —je
0<j<k—i—1

Voici quelques valeurs numeériques :
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1. Pour les arbres :

ko[1]2]3]4]5] 6] 7] 8
Bil1]1]2] 5 [14] 42 [132] 429
B [1]2]4]10]28] 84 |264| 858
B l1]2]6]14]38] 112348 | 1122
B l1]2]6]20]50] 142|432 1374
B l1]2]6]20|70]182]532] 1654
B l1]2]6]20]70]252] 672 2004
Bel1l2]6]20]70] 252] 924 | 2508
2. Pour les foréts :
ko|1|2]3[4] 5] 6] 7 8
B [1]2|5 |14 42 [ 132 429 | 1430
B [1]3] 9 |29 97 |333] 1165 | 4135
B* [ 131137129461 1669 | 6107
B” [ 1]3 11|43 153|557 | 2065 | 7739
B[ 13|11 |43]173]637 2385 | 9059
B> [ 1]3 1143173707 | 2665 | 10179
B° [ 1]3 1143|173 707 | 2917 | 11187

4.2 L’algébre de Hopf B

4.2.1 Construction de B et premiéres propriétés
A partir d’une construction similaire & celle décrite dans la partie 4.1.1, nous allons définir une nou-
velle algébre notée B contenant ’algébre de Hopf B®°. Pour cela, on construit inductivement un ensemble

d’arbres T("€) de degré n > 1, pour ¢ € {+, —}.

Sin=1, T pour ¢ quelconque, est ’ensemble réduit & un seul élément, 'unique arbre de degré 1.

Si n > 2, supposons les ensembles T:€) construits, pour tout 1 < k < n — 1.

1. Sie = —, les arbres T" de T(™~) sont construits comme suit. On prend une forét F =T} ... T}, de
degré n — 1 construite & partir de m > 1 arbres appartenant a I’ensemble U1gk§n—1,ae{+,—} T(k-€)
et on considére 71, ...,T,, comme la suite des sous-arbres d’un arbre enraciné ayant pour racine le
sommet indexé par n. Cela donne ainsi naissance & un nouvel arbre ordonné T'= B~ (T} ... T};,) de
degré n.

2. Si € = 4+, on construit alors les arbres 7' de T(™1) par la transformation suivante. On prend une
foret F =Ty ...T,, dedegré n—1 avec Ty, ..., T, € U1§k§n71,5€{+,7} T*:€) et m > 1. On construit
alors T' en greffant le sommet indexé par n comme le fils le plus a droite de la racine de T et en
considerant Tb,...,T,, comme la suite des sous-arbres issus du sommet indexé par n. Cela donne
un nouvel arbre ordonné T'= BT (T} ...T},) de degré n.

Considérons un arbre T’ construit & partir des instructions précédentes, de degré n. Soit le sommet
indexé par n est la racine et T € T(™ ) soit le sommet indexé par n est le fils le plus a droite de la racine
et T € T(1). De plus, deux arbres de T("~) (resp. T™ 1)) sont égaux si et seulement si les foréts a partir
desquelles ils sont construits sont égales. Ainsi, les arbres construits avec les instructions précédentes sont
tous distincts. En particulier, card (T(”’H) = card (']I‘("”)), Vn>1.

On pose alors T I'ensemble |, 51 .cry -y T2 T'union étant disjointe (on identifie T(=) et T(:+)).
Voici une illustration pour n = 1,2,3 et 4 :
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T2 =D = ()
TZH = {12}
T = {13}

2
T(3’+) — {2\/;371\/;3’{?}
CED IS S F VAR
3 93 3

wan = e N g Rl B i?\f )

9 9 ) ) )

Tw_:mjﬁnﬁfjhhywhﬁ

Soit T un arbre enraciné plan non vide € Hycx. Ici aussi il est possible de dénombrer le nombre de
fagons d’indexer les sommets de T pour obtenir un élément de T :

Proposition 98 Soit T un arbre plan. On définit pour chaque sommet v de T, un entier a, par
récurrence sur la hauteur :

1. Siv est une feuille, a,, = 1.

2. Sinon,

= H Ay + Z H gyt H Qg7 |

v = v'—=v \v’—v tq v'<v’ v’ —sw—v tq v <w
lordre sur les sommets de T étant celui défini dans l’introduction.

Alors, il y a ar, fagcons d’indexer les sommets de T' pour obtenir un élément de T.

Preuve. Pour éviter d’alourdir les notations, on notera indifféremment un arbre appartenant & Hycx
et larbre (ou les arbres) obtenu aprés indexation des sommets appartenant a T.

Par récurrence sur le degré k de T € T. Si k = 1, c’est trivial. Supposons k > 2 et le résultat
vérifié au rang inférieur. On utilise les mémes notations que pour la démonstration de la proposition 91 :
T = B(T1 .. .Tn), avec Tl = B(Tl,l .. 'T17m1)’ . ,Tn = B(TnJ .. Tmmn) (Sl Tz = ., E = B(szl) avec
T;1 = 1). Comme dans la preuve de la proposition 91, on ne cherchera pas ici & simplifier un produit
d’arbres en supprimant les éventuels arbres vides. Il y a n 4 1 situations possibles au niveau de la racine
de T : pour 1 <i<n,

n—i fois

——~
B+(. . BJF(Bi(Tl oo TI)TZ+171 oo T1+17m7+1) .. ')T’I'L7l .. Tn7mn) G T,

et BY(...BY(«.Th1... Timy) - )Tni .. Tm,) € T. Pour deux valeurs distinctes de i, 'indexation des
sommets de T sera dlﬁ"erente Fixons un 0 < ¢ < n. Par hypotheése de récurrence, il y a Ry, facons
d’indexer 7} en un élément de T, pour 1 < j <i;eta Rr,, facons d’indexer 7} ; en un élément de’ T, pour

i+1<j<netl<i<m, (siTj; est différent de I’ arbre vide). Au total, il y a bien

e+ I w( T e

v —=r v'—=r \v—r tq v’ <v’ v —sw—r tq v <w

facons d’indexer les sommets de T pour obtenir un élément de T. o

Définissons ’algébre B comme Palgébre librement engendrée par 'ensemble T U {1}. On a alors la
propriété remarquable suivante :

Proposition 99 L’algébre B est une algébre de Hopf.

Preuve. Montrons que, en réalisant une coupe simple d’'un arbre appartenant & T, la branche et le
tronc appartiennent respectivement & T et T U {1}. On travaille par récurrence sur le degré des arbres.
Le résultat est trivial pour n = 1,2 et 3. Au rang n > 4. Considérons un arbre 7' € T de degré n et
v = V(T') une coupe simple. Il y a deux cas :
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1. Si larbre est de la forme T = B~ (Ty...T,,) € T(™=), avec m > 1. Par construction, 11, ..., T, €
T. Si v est la coupe totale, le résultat est évident. Sinon, comme v est une coupe simple de T,
il existe un unique ¢ € {1,...,m} tel que v = V(7;) (on inclut le cas de la coupe totale qui
correspond & couper laréte entre la racine de T et celle de T;). Par récurrence, comme T; € T,
Lea,(T) = Leay(T;) appartient & T. De méme, par récurrence Roo,(T;) appartient & TU {1} donc
la forét T ...Ro0y(T;) ... Ty, est constituée d’arbres appartenant & T U {1} et ainsi Roo,(T) =
B~ (Ti...Ro0y(T;) ... Ty) € T.

2. Si l'arbre est de la forme T = BY(Ty...T,,) € T avec m > 1. Comme précédemment,
Ti,..., Ty € T. Alors :

(a) Si v est la coupe simple correspondant & couper l'aréte joignant la racine de T (qui est la
racine de T7) et le sommet indexé par n joignant les racines communes de Ts...T,,, alors
Roo,(T) =Ty € T et Leay(T) = B~ (Ty...T,,) € T. Le résultat est donc démontré dans ce
cas.

(b) Sinon, comme v est une coupe simple de T, il existe un unique ¢ € {1,...,m} tel que v = V(T;)
(on inclut le cas de la coupe totale qui, si i > 2, correspond a couper aréte entre le sommet
de T indexé par n et la racine de T}). Deux cas sont & distinguer :

i. Sii = 1. Si v | V(T1) est la coupe totale, alors Roo,(T) = 1 et Lea,(T) = T et
résultat est trivial. Sinon, par récurrence, Lea,(T) = Leay(T1) € T et Roo,(T1) €
donc Roo,(T) = Bt (Rooy(T1)Ts ... Ty,) € T.

ii. Si4 > 2. Par récurrence, Lea,(T) = Lea,(T;) appartient a T et Roo,(T;) appartient a
T U {1}. Donc Roo,(T) = B (T} ... Rooy(T;) ... Ty,) € T.

Ainsi, dans tous les cas, Roo,(T) € T U {1} et Lea,(T) € T, et on peut conclure par le principe de
récurrence. O

le
T,

Remarque. Les relations d’inclusion suivantes sont évidement vérifiées :
B°C...CB'C...C B®CB.

Rappelons que BY est la sous-algébre de B engendrée par les arbres construits uniquement avec des B7.
De la méme fagon, on peut définir une sous-algébre de B en considérant la sous-algébre engendrée par les
arbres de B qui sont construits uniquement avec des B~. Notons-la B; (cette terminologie est justifiée
par le théoréme 112). Elle est clairement stable par coupe admissible, ¢’est donc une algébre de Hopf.
Il existe un isomorphisme d’algébres de Hopf entre B; et Hycox : & chaque arbre de Hyck il y a une
seule et unique fagon de numéroter les sommets (en numérotant les sommets dans la direction "sud-est") ;
cela définit une bijection entre les arbres de B; et les arbres de Hyog qui s’étend en un isomorphisme
d’algébres graduées respectant le coproduit.

Il est possible de calculer la série formelle de ’algébre B :

Proposition 100 La série formelle de l’algébre de Hopf B est donnée par la formule :

1+ 2—1—6x+ a2
h 4z '

Fh(x)

Preuve. Notons f2 le nombre de foréts de degré n de B et ffn le nombre d’arbres de degré n. On
déduit de la construction de B les relations suivantes :

o=
f11?1 =1
B, = 2f2 sin>2

Introduisons la convention suivante : ff; = 0 et f = 1. On pose alors Fg(z) = 3,5, frez" et
Te(x) = 3,50 fD,2". Lalgebre étant libre,

1

Fb(x)zziijiixz5.

Alors :

R P A TR

n>2 n>1
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Donc : T§(z) 4+ (z — 1)Tg(z) + = = 0. Comme fB; =0,

1—2—+v1—6x+ 22
Te(z) = 5 et Fp(z)

142 —V1—6x+ a2

4x

Voici quelques valeurs numériques :

k[1]2)3]4] 5] 6 7 8
fB.11]2]6 [22] 90 | 3941806 | 8558
Bl 1]3]11]45]197 | 903 | 4279 | 20793

Ce sont les séquences A006318 et A001003 de [Slo].

4.2.2 Coliberté de B

Introduisons une nouvelle opération sur B :

Etant données deux foréts non vides F et G appartenant a B, on définit une forét F X\ G en greffant
a la feuille la plus & droite de F la forét G et en indexant les sommets comme suit : on laisse les indices
de F inferieurs strictement & 'indice de sa feuille la plus & droite invariants ; on numérote ensuite la forét
G en préservant 'ordre d’origine de ses indices; on finit alors en numérotant le reste des sommets non
encore indexés de F' en préservant ici encore l'ordre d’origine des indices dans F'. Si F' est une forét de
B, on pose 1 N\ F = F'N 1= F. Par linéarité, on définit ainsi une nouvelle opération \: B x B — B.

Remarque. Dans le cas particulier ot F = .., ., \. G = B~ (G;...G,), pour toute foret G =
Gy...G, €B.

Exemples. On illustre ci-dessous 'opération ~_ :

4 3
©e1e2e3 \ I% - -1-2}:5; ©1e2e3 \ Ié - -1-2&; °1e2 \ °1e2 - -12.\/:13
1\{.‘2 18 23 1 IZ 2¢ #3 2 IZ
Ié ’\ el e2 - Z 2 \ o1 - \/2 1 \ o1 - \/1
i > 3
.113 \ I% == -1%2 Ié ’\ I% - Ez I% ’\ o] e - \{(11

Il faut montrer que B est stable par 'opération de greffe \_ainsi définie. Par définition de la greffe,
il suffit de montrer le résultat lorsque F' est un arbre non vide et G = G ..., une forét non vide de
B. Comme B est librement engendrée par T U {1} en tant qu’algebre, Gi,...,G, € T. Si F est 'arbre
constitué d’un unique sommet, alors F N\ G = B~ (G1...G,) € T C B. Supposons maintenant F' de
degré > 2. Alors, la branche de F' sur laquelle on greffe G comporte au moins deux sommets. Il y a deux
cas a distinguer :

1. Si lindice de la feuille la plus & droite de F' (celle ou on greffe) est plus grand que l'indice de
son pére. Dans ce cas, cette feuille a été insérée lors de la construction de F' par un BT(...,1).
Pour obtenir arbre F' \_G, il suffit alors de reproduire les opérations faites pour construire F' a
un changement prés, en remplagant BT (...1) par BT(...Gy...Gy,). Ainsi, F \_ G appartient a

T C B.
2. Si l'indice de la feuille la plus & droite de F' est plus petit que l'indice de son pére. Dans ce cas,
cette feuille a été insérée lors de la construction de F' par un B~ (H; ... Hg.1) ot Hy,..., Hg, o1

est la suite des sous-arbres issus du méme sommet de F', le pére de la feuille la plus & droite de
F'. Par construction, Hy,...,H; € T. Pour obtenir I’arbre F \_ G, il suffit alors de reproduire
les opérations faites pour construire F' & un changement preés, en remplagant B~ (Hy ... Hy.. ) par
B~ (Hy...H;B (Gy...Gy)). Donc F\_ G appartient aussi & T C B dans ce cas.

Le lemme qui suit est évident :
Lemme 101 Pour toutes foréts F,G,H € B,

(FNG)NH = FXN(GN H),
(FG)NH = F(G~_H).
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Rappelons la définition suivante (voir par exemple [Foil2, Lod08]) :

Définition 102 Une algebre dupliciale est un triplet (A, *,\), ot A est un espace vectoriel et x,\:
AR A — A, avec les axiomes suivants : pour tout x,y,z € A,

(xxy)*xz = xx*(yx2z),
ENy)Nz = N (y\ 2),

Ainsi, (B)4 munit de la concaténation et de \_est une algébre dupliciale.
Proposition 103 (B;); est l'algébre dupliciale libre générée par l’élément . .

Preuve. Soit A une algébre dupliciale et soit a € A. Il s’agit de montrer qu’il existe un unique
morphisme d’algébres dupliciales ¢ : (B;)+ — A tel que ¢(..) = a. On définit ¢(F') pour toute forét non
vide F € (B;)+ inductivement sur le degré de F :

¢(' 1) = a,
o(Ty... Ty) = ¢(Th)...¢(T) si k> 2,
OB (Ty...T)) = aN\ o(Ty...Tp) sik > 1,
avec T1, ..., T, € TNB;. Comme le produit dans A est associatif, ¢ est bien définie. ¢ s’étend par linéarité

en une application ¢ : (B;)1 — A. Montrons que c’est un morphisme d’algébres dupliciales. Par le second
point, ¢(FG) = ¢(F)d(G) pour toutes foréts F,G € (B;)4. Il reste a prouver que ¢(F N\ G) = ¢(F) N\,
@¢(G) pour toutes foréts F,G € (B;)y+. On pose F = Fy ... Fy, avec k > 1 et Fy,...,F, € TN By;. Par
récurrence sur le degré n de Fy. Sin = 1, alors F, = ., et, en notant G = G1...G,,, avec m > 1 et
Gy,...,G, €TNB;:

HFNG) = ¢((Fr...Fr_1.)\G)
— G(Fi...Fu1 B (G1...Gm))
= G(Fr...Fo)$(B~(C1...Gm))
= (Fr. . Fe) (@™ &Gy ...Gm))
= ¢(F1... Fr1)(o(Fx) \ 0(G))
= o(F)\ ¢(G).

Soit n > 2 et supposons le résultat vérifié si le degré de Fj, est strictement inferieur & n. Fy, € TNB;, donc
Fy, est de la forme F, = B~ (Hy ... H;) avecl > 1 et Hy,...,H; € TNBy;. Alors, en utilisant ’hypothése
de récurrence sur la forét H = Hy ... H; :

HEFNG) = o(Fr...Fr 1B (Hy...H)\ G)
= ¢(F,...Fy_1)o(B~(Hy... H\ Q)
= ¢(F1... Fr1)(a\ ¢(H\ G))
= ¢(F1)...0(Fe-1)(a ™\ (o(H) \ ¢(G)))
= ¢(F1)...o(Fk—1)((a \ ¢(H)) \ ¢(GQ))
= ¢(F1)...0(Fr—1)(o(Fr) N\ ¢(G))
= (¢(F1) ... ¢(Fr—1)p(Fr)) N\ o(G)
= o(F)\ ¢(G)).

Ainsi ¢ est un morphisme d’algébres dupliciales.

Soit ¢ : (B;)+ — A un deuxiéme morphisme d’algébres dupliciales tel que ¢'(..) = a. Pour tout
arbre non vide T1,...,T, € TNBy, ¢'(T1...Tx) = &' (T1)... ¢ (Tk) et ¢' (B~ (T1...Tx)) = ¢'(«1 N
(Th...Ty)) = a’\ qﬁ'(Tl T%). Donc ¢ = ¢'. 0

Définition 104 Pour toute forét non vide F € (B)4, notons L, la feuille la plus & droite de F. On
pose :

AL(F) = Z Leay(F) ® Roo, (F),
v|EV(F) et L. €Leay(F)
A (F) = > Leay (F) ® Rooy(F).

v|EV(F) et L. €Rooy(F)
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Remarquons que A + A, = A.

Lemme 105 Pour tout F € (B),,

(AL ®@Id)oAL(F) = (Id®A)oAL(F),
(AL @Id)o AL(F) = (Id®A.)oAL(F), (4.4)
(AId)oAr(F) = (Id®Ay)o A, (F).

En d’autres termes, (B)4 est une coalgébre dendriforme.

Preuve. Soit F une forét non vide de B. Par coassociativité de A, on peut poser :
(A Id)o A(F)=({Id®A) o A(F) =) FY o F® g F®,
ou FM F@ FG) gont des sous-foréts non vides de F. Alors :

A ®@Id)oA(F)= (Id® A)o AL(F) = FO @ @ g pG)
=< =< < )
Lr.er®)

(Ar @Id)o AL(F)=(Id® A ) oA (F)= Y FYeF®gF®,
Ly.eF(?)

(A@Id)o A (F)=(Ido A )oA (F)= Y FYeF®eF®.
Ly.eF(®)

Notations. Soit (4, A, A, ) une coalgébre dendriforme.
1. On notera Primyy(A) = Ker(Ay) N Ker(AL).

2. Nous utiliserons les notations de Sweedler suivantes : pour tout a € A,

Ala) =d @d”, As(a)=d,®@d’, A (a)=d ®@ad]

Proposition 106 1. Soit x,y € (B),. Alors :
§<(3:y) = yr+ayes" +ay, @yl +yL @ay’ + 2y, @y’ (45)
Ar(zy) = z@y+a'@c"y+ayl @yl +yl @yl + 'yl @ "yl

En d’autres termes, (B) est une bialgébre codendriforme.
2. Soit z,y € (B)4. Alors :

Al(zNy) = y@r+yl @\ vl +al Nyl +alya,
~ +T YL QX N Y=<, (4.6)
ArzNy) = gz N+l @zl Ny+alyl @zl N .

Preuve. Il suffit de prouver ces formules pour x = F, y = G des foréts non vides € T. Commen-
cons par prouver les premiéres formules, a savoir AL(FG) et A, (FG). Pour toute coupe admissible
v | V(FQG), soit v’ la restriction de v a F' et v” la restriction de v & G. Alors v’ = V(F) et v” = V(G).
Par ailleurs, v’ et v” ne sont pas simultanément totales, ni simultanément vides.

Pour AL(FG) : soit v | V(FGQ), telle que Rpg = Rg appartient a Lea,(FG). Comme Rg €
Leay (GQ), v est non vide. On a alors cing possibilités pour v :

— v est vide et v” est totale : cela donne le terme G ® F.

— v’ est non vide et v” est totale : alors v’ |= V(F), et cela donne le terme F'G ® F”.

— v’ est vide et v” est non totale : comme R¢ € Lea, (G), cela donne le terme G', ® FG”,.

— v’ est totale et v” est non totale : comme R¢g € Lea, (G), cela donne le terme FG', ® G”,.

— v’ |EV(F) et v” sont non totales : comme Rg € Lea,(G), cela donne le terme F'G’, @ F"'G",.

Intérressons nous a présent & A, (FG). Soit v |= V(FQ), telle que Rpe = R appartient a Roo, (FG).
Comme Rg € Roo,(G), v” n’est pas totale. Il y a cinq possibilités pour v :

— v’ est totale et v est vide : cela donne le terme F ® G.

— v est non totale et v” est vide : alors v’ |= V(F), et cela donne le terme F' ® F"G.
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— v’ est totale et v” est non vide : comme Rg € Roo, (G), cela donne le terme FGL @ GL.

— v’ est vide et v” est non totale : comme Rg € Roo, (G), cela donne le terme G{ ® FG{.

— v’ |=E V(F) et v” sont non totales : comme Rg € Roo,(G), cela donne le terme F'G{ ® F"G{.
Pour une coupe admissible v |E= V(F '\ G), soit v’ la restriction & v de F et soit v” I'unique coupe
admissible de G telle que Lea, (G) est la sous-forét de Lea, (F N\ G) formée par les sommets qui appar-
tiennent & V(G). Remarquons que, v n’étant pas totale, v’ n’est pas totale.

Calculons AL (F X_G). Soit v | V(F X G), telle que Rpx ¢ = Rg appartient a Lea, (F < G).
Comme Rg € Leaq, (G), v" est non vide. Il y a quatre possibilités pour v :

— v’ est vide et v” est totale : cela donne le terme G ® F.

— v est vide et v” est non totale : alors v” |E= V(G) et Rg € Leay(G), et cela donne le terme
G, FN G-.

— v’ est non vide et v”’ est totale : on a alors deux sous-cas :
— Lea, (F') contient Rp : cela donne le terme F/, \ G ® F.
— Ro0,/(F) contient Rp : cela donne le terme F{. G ® F!.

— v’ est non vide et v” est non totale : alors Rp n’appartient pas & Lea, (F), Rg appartient a
Lea,(G), et cela donne le terme F{ G', @ F!' \ G”..

Pour terminer, il reste a calculer A, (F X G). Soit v |= V(F \_G), telle que Rpx_¢ = R¢ appartient
a Roo,(F N G). Comme Rg € Roo,(G), v” n’est pas totale. Donc v’ ne contient pas Rp. Il y a trois
possibilités pour v :

— v’ est vide : alors v” |l= V(G) et Roo, (G) contient Rg, et cela donne le terme G{. @ F'’N\ G{.

— v’ est non vide et v” est vide : alors Rp € Roo, (F') et on obtient le terme F! @ F{' N\ G.

— v’ est non vide et v” est non vide : alors Rp € Rooy (F), Rg € Rooy(G) et on obtient le terme
FLG_ @ F!\ G_.
O

Rappelons la définition suivante :

Définition 107 Une bialgebre dupliciale dendriforme est une famille (A, *,’\, AL, A>), ol A est un
espace vectoriel, x, N\: AQ A — A et AL, Ay 1 A— A® A, avec les propriétés suivantes :

1. (A, %,\) est une algébre dupliciale (axiomes (4.4)).
2. (A, AL, A,) est une coalgebre dendriforme (axiomes (4.4)).
3. Les compatibilités de la proposition 106 sont satisfaites (axiomes (4.5) et (4.6)).

Nous avons besoin du théoréme de rigidité suivant, démontré dans [Foil2],

Théoréme 108 Soit A une bialgébre dupliciale dendriforme. On suppose que A est graduée et connexe,
c’est-a-dire que Ag = (0). Soit (pa)aep une base de Prim,.(A) formée par des éléments homogeénes, in-
dexés par un ensemble gradué D. Il existe un unique isomorphisme de bialgébres dupliciales dendriformes

graduées :
b (chKﬂ — A
’ o d, d E D — pd
On en déduit alors le résultat suivant :

Théoréme 109 1] existe un ensemble gradué D tel que (B)i est isomorphe a (HRYox)+ comme
bialgebres dupliciales dendriformes graduées.

La série formelle de D est donnée par :

Cela donne :
k [1]2]3]4]|5]|6]| 7] 8
DI, [1]1]2]6]22]90 | 394 | 1806

On retrouve les nombres de Schroeder, correspondants a la séquence A006318 de [Slo].

Corollaire 110 L’algébre de Hopf B est libre (ce qu’on savait déja, librement engendrée par T),
colibre et auto-duale.
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4.2.3 Structure d’algébre bigreffe de B

Définissons a présent une nouvelle loi de composition interne sur (B) qui va permettre de munir B
d’une structure d’algébre de greffes 4 gauche unitaire.

Etant donnés deux arbres non vides 7 et G de T, on définit un arbre T = G en greffant par la
gauche T sur la racine de G et en indexant les sommets comme suit : on conserve l'indexation des
sommets de T et on numérote ensuite les sommets de G dans leurs ordres de départ mais en décalant
leurs indices par le nombre de sommets de 7T'. Considérons maintenant une forét 77 ...7), et un arbre
G,avecn > 1et Ty,...,T,,G € T (tous non vides), on définit 'arbre (T} ...T,) > G en le posant
égal ATy = (Ty = (... (T, = G)...)). Etant données deux foréts non vides Ty ...T, et Gy ...G,,, avec
nm>1letTy,...,T,,G1,...,Gpn € T,onpose (T ... T,) = (G1...Gp) = (Th ... Ty) = G1)Gs ... Gy
En étendant par linéarité >, on définit ainsi une nouvelle opération sur (B).. On utilisera la convention
suivante : siT € (B)y, 1 >T=TetT >1=0.

Exemples. Illustrons ci-dessous 'opération > :

1 - I% - 1.\[23 e1e2 - o1 - 1\/;2 o1 - -113 - I; Ig

1 2 R 3

15 = 115 = 21\[34-5 ele2e3 > 1 = 1\V43 1 }? = 1\}24

1g o3 I2 5 214

1v23 = el = \{i gl o= o = 1‘\(4\3 e1e2 }? = 1.@35
Montrons que (B)4 est bien stable pour la loi . Il suffit de voir que si T et G sont deux arbres € T,
larbre T > G définit précédemment est encore un élément de T. Pour cela, notons Gy, ...,G,, la suite
des sous-arbres issus de la racine de G, et G; 1,. .., Gy m, la suite des sous-arbres issus de la racine de G;,

pour tout ¢ € {1,...,n}. Il y a alors deux cas :

1. SiG=B"(...B"(«1G11...G1my) .- .)Gn-..Gpm, ), alors par définition de >,
T»G= B+( .. B+(B_(T)G171 C Gl,ml) .. ~)Gn,1 R Gn,mn)

et ceci est bien un élément de T.

2. Siil existe un 1 < ¢ < n tel que
n—1 fois

—
G = B+( .. B+(B_(G1 - Gi)GiJrl’l R Gi+1,mi+1) .. -)Gn,l R Gmmn),

alors par définition de >,
n—i fois

—
TG = B+( .. B+(Bi(TG1 - Gi)Gi+1,1 - Gi+1,m7~,+1) .. ~)Gn,1 - Gnvmn),

et ceci est ici encore un élément de T.

Ainsi (B)4 est stable pour 'opération .
Remarque. Pour toute forét non vide Ty ... T, € (B) 4, (Th ... Tp) = «» = B (T1...Ty).
La propriété suivante vient directement de la définition de > :

Lemme 111 Etant donné F,G,H € (B),,

(FG)-H = F > (G»H), (4.7)
(F-G)H = F > (GH). (4.8)

Remarque. L’opération > n’est pas associative. Par exemple,

(=) = =1 = 7
3
(1)1 = 13 >0 = }f.

Gréce au lemme 111, (B); muni de la concaténation et de > est une algébre de greffes a gauche.
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Théoréme 112 (B)), est l'algebre de greffes a gauche libre engendrée par 1’élément . ,

Preuve. Soit A une algébre de greffes & gauche et soit a € A. Il faut montrer qu’il existe un unique
morphisme d’algébres de greffes a gauche ¢ : (B;)1 — A tel que ¢(..) = a. On définit ¢(F) pour toute
forét non vide F € (B;) inductivement sur le degré de F :

¢’(‘1) a,
o(Th...T) = o(Th)...o(Tk) sik > 2,
(B~ (T...Tv)) = &(Ti...Ty)=asik>1.

Comme le produit * dans A est associatif, ¢ est bien définie. ¢ s’étend par linéarité en une application
¢ : (B);+ — A. Montrons que c’est un morphisme d’algébres de greffes a gauche. Par le second point,
d(FG) = ¢(F)¢(G) pour toutes foréts F,G € (B;)4. Considérons deux foréts non vides F' et G. Il faut
prouver que ¢(F = G) = ¢(F) > ¢(G). On travaille par induction sur le degré n de G. Sin=1,G = ..,
et :

O(F = G) = 9(B~(F)) = (F) = a = 6(F) = 6(G).

Supposons le résultat vérifié pour toutes foréts de degré < n. Considérons alors G € (B;) une forét de
degré n > 2 et une forét non vide F = Fy ... F, € (B;);+. Notons k la longueur de G. Il y a deux cas
suivant la longueur k de G :

L. Sik>2 G=0...Gy Alors

P(F=G) = ¢((Fi...Fpn) = (G1...Gy))
= ¢(((F1 Fp) = G1)G2...Gy)
= ¢((F1...Fp) = G1)¢(Ga) ... ¢(Gy)
= (¢(F1...Fn) = ¢(G1))9p(G2) ... ¢(Gr)

= oF) - ( (G1)9(G2) ... #(Gr))
= o(F) - ¢(G),
en utilisant I’hypothése de récurrence a la quatriéme égalité.
2. Sik =1, G est un arbre de degré n > 2, donc G = B~ (G;...G)), avec G1,...,G; € (B;)y et I > 1.

(
(

Alors
O(F~G) = ¢((Fr...Fy) =B (G1...G)))
= (B~ ( EpnGr.. . GY))
= ¢(Fy...F, Gl .G)) = a
= (¢(F1...Fn)o(Gr1...GY)) =
= o(F ( (G1...Gy) = a)

(F) >~
= o(F)» ¢(B ( - G))
= o(F) = ¢(G).

Ainsi, dans tous les cas, ¢(F = G) = ¢(F) = ¢(G). Par le principe de récurrence, cette formule est donc
démontrée pour toute forét F,G € (B;) .

Soit ¢’ : (B;)+ — A un deuxiéme morphisme d’algébres de greffes & gauche tel que ¢'(..) = a. Soient
k>1letTy,..., T, € GNB,. Alors ¢'(T ... Tx) = ¢'(T1) ... ¢'(Tk). De plus,

¢ (B~ (Ty...Ty)) & ((Ty... Ty) = «1)
= ¢(Th...Tx) = ¢'(+1)
& (Ty...Ty) = a.

Donc ¢’ = ¢ et ceci termine la démonstration. O

On peut aussi définir une opération <: (B); x (B); — (B)4. Cela va permettre de munir B d’une
structure d’algebre de greffes & droite unitaire.

Etant donnés deux arbres non vides T et G appartenant a T, on définit un arbre 7' < G en greffant
par la droite G sur la racine de T et en indexant les sommets comme suit : on conserve 'indexation des
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sommets de T', puis on numérote les sommets de G différents de la racine de G en conservant ’ordre
initial, et on termine en numérotant la racine de G' (par |T|, + |G|,). Considérons maintenant un arbre
T et une forét Gy ...Gy, avec T, Gy, ...,Gy, € T, on définit 'arbre T' < (G; ... G,,) en le posant égal a
(...((T < G1) = G3)... < G,,). Etant données deux foréts non vides Ty ... T}, et Gy ... G,,, avec n,m > 1
et T1,...,17,,Gq,...,G,, € T, on pose (Tl Tn) < (Gl Gm) =T Tn—l(Tn < (Gl Gm)) En
étendant par linéarité <, ceci définit une nouvelle opération sur (B)y. SiT € (B)y,onpose T <1=T
et 1 <T =0.

Exemples. Nous illustrons ci-dessous 1’opération < :
_ 3ovo 4 2 _ 2‘v° 4 2 _ i §
©]e2 _< e]1e2 - 1 2 ‘113 _< *1 - 1 3 1 _< I1 - 1

34 o4 \}3 3
2¢ #3 2¢ 4 20904
e e2 < \/1 = o1 \{Z I? =< I? = 1 o1 < ©1e2e3 - W.l

3

4 R p4 4

2 3 2\?}5 2 1423 2\>[5 2 }é 2\)5
I1 < -112 = 1 I1 < .\[2 = 1 I1 < 2 = 1

Vérifions que (B)4 est bien stable par <. Il suffit de montrer que si T et G sont deux arbres non
vides appartenant a T, 'arbre T" < G définit précédemment est encore un élément de T. Si G = ..,
T < G = B™(T) appartient a T. Supposons maintenant que |G|, > 2. On note Gy, ..., G, la suite des
sous-arbres issus de la racine de G, et G; 1, ..., G m, la suite des sous-arbres issus de la racine de G; pour
tout ¢ € {1,...,n} (si G; = .1, alors m; = 1 et G, ,,,, = 1). Il y a alors plusieurs cas :

1.SiG=B"(...B"(«:G11...G1my) - )Gn1...Gurm,), 00 G11,...,Gpm, € T par construction.
Alors, pour tout i € {1,...,n}, G; =B (Gi1...Gim,;) €T, et donc

T <G=B"(TG;...Gp)

est un élément de (B),..

2. Siil existe un 1 < ¢ < n tel que

n—i fois
—_——N—
G = B+( .. B+(Bi(G1 A Gi)Gi—i-l,l e Gi+1,mi+1) .. -)Gn,l e Gmmn),

avec par construction Gi,...,Gi,Git1,1,-..,Gnm, € T. Alors, pour tout 1 +1 < j < n, G; =
B=(Gj1...Gjm;) €T, et donc

T<G= B+(TG1...G1‘GZ'+1 Gn)

est un élément de (B)4.

Ainsi, dans tout les cas, (B). est stable par I'opération <.

Remarque. Soient n > 1 et 71,...,T, n arbres non vides € (B);. Alors

T < Bi(TQTn) = B+(T1 Tn)

Le lemme suivant est évident :
Lemme 113 Etant donné F,G,H € (B),,

F<(GH) = (F<G)=<H, (4.9)
F(G=<H) = (FG)<H. (4.10)

Remarque. Comme pour >, < n’est pas associative. Par exemple,

2
o1 ‘<(01 ‘<01) = 01‘<I§ = }:1;,
(1 = e1) < es 12 <. A

Ainsi, grace au lemme 113, (B); muni de la concaténation et de < est une algébre de greffes a droite.

Notons (B,.)+ lalgebre de greffes a droite engendrée par 1’élément ., . Alors :
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Théoréme 114 (B,); est libre.

Preuve. Il faut montrer que si T3 ... T, est une forét non vide appartenant a (B,)y (avec m > 2)
alors Th,..., Ty, € (B;)1. Raisonnons par récurrence sur le degré n = |Ti|, + ... + |T},|, de la forét
T ...Tp, le cas n = 1 étant trivial. Supposons Ty ...T,, € (B,)+ de degré n > 2. Par construction de
B,, il existe F1,Fy € (B,)y telque Ty ... T, = FyFy ouTy ... T, = F1 < F.

1. SiTy... T, = FAF,, Fy et Fy étant non vides, il existe ¢ € {1,...,m — 1} tel que F; =T7...T; et
Fy = Tj1...Ty,. Par hypothése de récurrence, comme |Fi|, < n et |F3|, <n, Th,...,T; € (B,)4
et Tiy1,...,T;m € (B,)+ ce qui démontre le résultat dans ce cas.

2.81Ty...T,, = F1 < Fy, en notant Gy ...Gg laforét Fy,onaTy... T 1T = G1...Gr-1(G <
F,). Nécessairement, k = m, Vi € {1,...,m — 1}, T; = G; et T,, = G,,, < F. Par hypothése de
récurrence, comme ||, <n, Gi,...,Gnp € (By)4. Done, Vi € {1,...,m -1}, T; = G; € (B,)4.
De plus, G, Fo € (B,) 4, donc Ty, = G, < Fy € (B, ).

Dans tout les cas, T, ..., Ty € (B;)+. On conclut par le principe de récurrence. |

Voici par exemple les arbres appartenant & B,. de degré < 4 :

5 3 2{/ 2, o3 I 3 1 g
2¢ 3 2 4 304 4 2 4
1,-1, %,E:f, 1 1 1 7\{1;\/1 7411'
Remarquons que B, n’est ni une algébre de Hopf ni une sous-algébre de B*°.

Remarque. Pour toute forét F, G, H € (B)4,
(F-G)<H=F>(G=<H). (4.11)

On déduit immédiatement de cette remarque et des lemmes 111 et 113 que (B); munit de la conca-
ténation, de > et de < est une algébre bigreffe. Plus précisément :

Théoréme 115 (B), est engendrée comme algebre bigreffe par l’élément ., .

Preuve. 1l suffit de montrer que tout les arbres appartenant a T peuvent étre construit a partir de .,
avec les opérations m, > et <. Raisonnons par récurrence sur le degré, le résultat étant évidement vrai
au rang 1. Soit T € T de degré n > 2. Il y a deux cas :

1.SiT = B (Ty...Tk), avec T1,..., T, € T de degré < n et k > 1. Par hypothése de récur-

rence, 11,..., T, peuvent étre construits & partir de ., avec les opérations m, = et <. Alors
T=(Ty...Ty) » .. peut aussi étre construit dans ce cas a partir de ., avec m, > et <.

2. SiT =B™(Ty...Ty),avec T, ..., T} € T de degré < n et k > 1. Toujours par récurrence, 11, ..., Ty

peuvent étre construits & partir de ., avecm, = et <. Sik=1,T = BY(Ty) =Ty < ., et le résultat

est démontré. Sinon
T=1T ~<B7(T2Tk) =T < ((TQTk) - .1)

et T peut ici encore étre construit & partir de ., avec m, > et <.

Le principe de récurrence permet de conclure. O

Remarque. En comparant la dimension de B et de ’algébre bigreffe libre Hps engendrée par un
générateur, on en déduit que (B); n’est pas librement engendrée comme algébre bigreffe par I’élément
.1. En effet, on a par exemple,

2

<1 <) =1 = < (=)
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STRUCTURES HOPF-ALGEBRIQUES ET OPERADIQUES SUR DIFFERENTES FAMILLES
D’ARBRES.

RESUME : Nous introduisons les notions de foréts préordonnées et préordonnées en tas, généralisant
les constructions des foréts ordonnées et ordonnées en tas. On démontre que les algébres des foréts
préordonnées et préordonnées en tas sont des algébres de Hopf pour le coproduit de coupes et on construit
un morphisme d’algébres de Hopf dans l’algébre des mots tassés. Ensuite, nous définissons un autre
coproduit sur les foréts préordonnées donné par la contraction d’arétes et nous donnons une description
combinatoire de morphismes définis sur des algébres de Hopf de foréts et a valeurs dans les algébres
de Hopf de battages et de battages contractants. Par ailleurs, nous introduisons la notion d’algébre
bigreffe, généralisant les notions d’algébres de greffes a gauche et & droite. Nous décrivons ’algébre
bigreffe libre engendrée par un générateur et nous munissons cette algébre d’une structure d’algébre de
Hopf et d’un couplage. Nous étudions ensuite le dual de Koszul de 'operade bigreffe et nous donnons une
description combinatoire de 1’algébre bigreffe dual engendrée par un générateur. A ’aide d’une méthode de
réécriture, nous prouvons que l'opérade bigreffe est Koszul. Nous définissons la notion de bialgébre bigreffe
infinitésimale et nous prouvons un analogue des théorémes de Poincaré-Birkhoff-Witt et de Cartier-
Milnor-Moore pour les bialgébres bigreffe infinitésimales connexes. Pour finir, & partir de deux opérateurs
de greffes, nous construisons des algébres de Hopf d’arbres enracinés et ordonnés B?, i € N*, B> et B
vérifiant les relations d’inclusions B! C ... B* C Bi*! C ... C B® C B. On munit B d’une structure de
bialgébre dupliciale dendriforme et on en déduit que B est colibre et auto-duale. Nous démontrons que
B est engendrée comme algébre bigreffe par un générateur.

HOPF-ALGEBRAICS AND OPERADICS STRUCTURES ON DIFFERENT FAMILIES OF TREES.

ABSTRACT : We introduce the notions of preordered and heap-preordered forests, generalizing the
construction of ordered and heap-ordered forests. We prove that the algebras of preordered and heap-
preordered forests are Hopf for the cut coproduct, and we construct a Hopf morphism to the Hopf
algebra of packed words. In addition, we define another coproduct on the preordered forests given by the
contraction of edges, and we give a combinatorial description of morphims defined on Hopf algebras of
forests with values in the Hopf algebras of shuffes or quasi-shuffles. Moreover, we introduce the notion
of bigraft algebra, generalizing the notions of left and right graft algebras. We describe the free bigraft
algebra generated by one generator and we endow this algebra with a Hopf algebra structure, and a
pairing. Next, we study the Koszul dual of the bigraft operad and we give a combinatorial description of
the free dual bigraft algebra generated by one generator. With the help of a rewriting method, we prove
that the bigraft operad is Koszul. We define the notion of infinitesimal bigraft bialgebra and we prove
an analogue of Poincaré-Birkhoff-Witt and Cartier-Milnor-Moore theorems for connected infinitesimal
bigraft bialgebras. Finally, with two grafting operators, we construct Hopf algebras of rooted and ordered
trees B?, i € N*, B® and B satisfying the inclusion relations B! C ...B* C Bi*! C ... C B® C B. We
endow B with a structure of duplicial dendriform bialgebra and we deduce that B is cofree and self-dual.
We prove that B is generated as bigraft algebra by one generator.
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