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Résumé. Le calcul moulien a été introduit par Jean Ecalle au cours de ses nombreux travaux,
aussi bien dans le domaine des formes normales de champs de vecteurs que dans I’étude de
singularités, ou plus récemment pour démontrer certaines propriétés algébriques des polyzétas.
Les moules sont des objets on ne peut plus concret : ce sont des "fonctions & un nombre variable
de variables". Aprés avoir rappelé les notions d’algébre tensorielle et cotensorielle, on définit
les moules et les principales opérations algébriques sur ces objets via les séries formelles non
commutatives associées. On donne la traduction des diverses propriétés algébriques des séries
(primitives/group-like) sur les moules associés conduisant aux symétries alternal /symétral. Pour
finir, on s’interesse au probléme de la recherche de formes normales de champs de vecteurs locaux
de C”. On donne une version moulienne de la démonstration du théoréme classique de Poincarré.
Outre 'apport conceptuel, cette démonstration donne une forme explicite du normalisateur et
permet de montrer ’existence de coefficients universels.
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1 Préliminaires

1.1 Les algébres de Hopf tensorielle et cotensorielle

Soit X un alphabet. On note X™* ’ensemble des mots construits sur X. Un élément de X* sera
noté x = (x1,...,2,) avec x; € X. La longueur d’une suite z se note I(z) = n. On indicera les
éléments de X* sous la forme 2, et ses composantes comme z' = (24, ...,z}). On note zlez? la

suite obtenue par concaténation des suites z! et z2 (ou 2122 si aucune confusion n’est possible).
Enfin le mot vide sera noté 1.

1.1.1 L’algébre tensorielle

Soit T'(X) la K-algébre non commutative engendrée par les mots sur X*. Soit A le mor-
phisme d’algébres uniquement déterminé par la formule A(z) =2 ® 1 4+ 1 ® = pour tout z € X,
et ¢ le morphisme d’algébres a valeurs dans K qui envoie chaque x € X sur 0 et 1 sur 1. Alors
(T'(X), A, ) est une bigébre cocommutative. Elle est de plus graduée par la longueur et connexe.
C’est donc une algébre de Hopf, antipode S étant donnée par S(z) = —z pour z € X. On
Pappelle I'algébre de Hopf tensorielle (ou de concaténation).

Décrivons de maniére plus précise le coproduit de T'(X). Nous allons utiliser les notations
suivantes : soient xy,...,x, € X. Pour toute partie I = {i1,..., i} C{1,...,n},aveci; < ... <
ik, on pose x; = (%, ..., ;). En particulier, zg = 1.

Proposition 1 Soient x1,...,x, € X (n>1). Alors :

A((z1,...,my)) = Z Ty Tpe.

IC{1,...,n}

Preuve. Par récurrence sur n. C’est immédiat si n = 1. Supposons le résultat vrai au rang
n— 1.

A((xy,...,zn) = A((x1,...,20-1))A(zp)

= Z 2@z | (tn @1 +1® )

1{1,..n—1}
= E LTy @ Lpe + E Ty Q Ljely
IC{1,..;n—1} IC{1,..;n—1}
= E T ZLre.
IC{1,...,n}

|

L’algébre T(X) est munie d’une graduation naturelle par la longueur; on appelle T'(X)"
I’ensemble des combinaisons linéaires de mots de longueur n. Alors

+oo
T(X)=EPrx)"
n=0
Prenons le complété par rapport a cette graduation que ’on note

—_— +OO
T(X) =[] T
n=0
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Un élément S d’un tel complété peut étre représenté par une série formelle

+oo

+o00
S:ZOY:Z > Mz,

n=0 \zeX*n

avec Y,, € T'(X)"; nous noterons cette somme de maniére condensée

ZM’..

o —

Un élément de T'(X) est entiérement déterminé par la donnée de ses coefficients M*®.
On définit le produit tensoriel complété

T(X)BT(X) = [[T(X)" o T(X)",

et on note que le coproduit A s’étend aux complétés.

—

Dans la suite, la K-algébre T'(X) des séries formelles non commutatives formée sur X* sera
plutot noté K ((X)) et A = (K((X)),A,¢).

1.1.2 L’algébres cotensorielle

On étudie a présent coT'(X), le dual gradué de T'(X). T'(X) étant non commutative et cocom-
mutative, coT (X) est commutative et non cocommutative. Nous allons en donner une description.

Comme dual gradué de T'(X), coT(X) est le groupe abélien libre de base les mots € X*. Il
est muni de la graduation donnée par la longueur. Le crochet de dualité entre T'(X) et coT(X)
est donné par :

T(X) x coT(X) — K, (z',2%) = 6,1 42.

On définit le produit et le coproduit sur coT'(X) par dualité :

(z' ®2* Ag(2®)) = (2'2%,2°
(z', mg(2?® 1)) = (A(z'), 2’ ®2?)

~—

18
)

ot le crochet de dualité est défini naturellement sur (T(X)®T'(X)) x (coT(X) ® coT (X)) comme
suit :

(T(X) @ T(X)) x (coT(X) ® coT (X)) — K, (2! @ 2%, 2° @ 21) = 6,1 130,2 1.

On explicite le produit et le coproduit dans coT (X)) :

(z' ®2® Ag(2®)) = (2'2?2%)
= 5&@"’@3
0 si (') +1(z?) # U(2),
T\ Oatatal, a2l et o sinOD.

Dans tous les cas :

1(z®)
(&' ® 22, A(e?)) = <x1 oz, Y ot adead, .. .x?(x3)> :
i=0
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Le coproduit dans coT'(X) est donc le coproduit de déconcaténation. Pour le produit mygy, :

(2!, ma(z®®2?)) = (A", 2’ ®2%)
= Z <£}®£}C,Q2 ®£3>
[g{lv“'vl(ﬁl)}

- Z 5@} 2 5@}6 a3

Ig{lv"'vl(ll)}
0 sil(zh) # U(z?) + U(z?),

= Z (&}&2(5&}6&3 sinon.
IC{L,....(e")}card(1)=1(z?)

Ainsi, par exemple :

<($1, xg),msh(xl ® x2)> = <$1 Q T2, x1 ® $2> + <$2 QRx1, 01 ® $2>

= 1’
(w2, 1), msp(21 ® 2)) = (T2 @ 71,71 @ T2) + (T1 @ T2, 71 ® T2) = 1,
donc mgp (1 ® x2) = (21, x2) + (22, 21). Autre exemple :

(21,22, 73), mgp((21, T2) ® 3))
((z1,22) ® 23, (21, 72) ® x3) + (21, 23) @ T2, (71, 72) ® 3)
+ (3, 21) ® 22, (21, 22) ® 3)

1
= ((z1,23,22), mgp((T1,72) ® 3))
((z3, 21, 22), msp((z1, 22) ® x3))

et (z,mgp((z1,22) ® x3)) = 0 pour toute autre mot x. Donc mgp, ((z1,x2) ® x3) = (z1,x2,x3) +
(71, 73, 72) + (23, 71, T2).

De facon générale, on a ainsi montré que :
1 2 1 2
msp(z' @ z”) =2 Xep (1)

oll Xy désigne le produit de battage de deux mots, que 'on décrit briévement. Le produit de

battage de deux mots ! = (z1,...,2L) et 22 = (22,...,22) est la somme de toutes les per-
mutations de (x%, R x%, ..., x2), avec multiplicité, pour lesquelles les lettres de x! et celles

de 22 apparaissent dans leur ordre initial. Par exemple, (x1) X (22,23, 24) = (21, T2, T3, 24) +
(x9,x1, w3, 24) + (T2, 23,21, 24) + (22, 23,24, 1). On résume toutes ces propriétés dans le

Théoréme 2 Le dual gradué de l’algeébre de Hopf T(X) est donné par l’algébre de Hopf
graduée connexe col(X) commutative et non-cocommutative. Le produit et le coproduit sont

donnés, pour tout mots ' = (z1,...,z},), 2> = (2241, ..., 2% ,,) et a® = (23,...,23) par :
man(z' @2%) =z' xp2’= > s (2)
s€sh(z!,z?)
n
Baleh) = Skt Ol ®
=0

ot dans (2) sh(z',2?) désigne l’ensemble des battages de z* et 2. Lunité est le mot vide 1 et la
counité envoie tout mot non-vide sur 0. L’antipode est donné par S(x) = —x pour tout x € X.
(coT(X), mgn, Asp) est appelée lalgébre de Hopf cotensorielle (ou algébre de Hopf de battage).
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1.2 Algébre de dérivations

Soit A une K-algébre non associative quelconque. Une dérivation D (ou opérateur différentiel
d’ordre 1) sur A est une application linéaire de A dans A satisfaisant

D(zy) = D(x)y + zD(y).

On note Der(A) 'ensemble des dérivations sur A. C’est une K-algébre de Lie, pour le crochet
[D1, Ds] = D1 o Dy — Dy o Dy, appelée algébre de Lie des dérivations ou algébre des dérivations
de A.

On note K((Der(A))) 'anneau des séries formelles sur I'alphabet infini Der(A). Précisons
que nous considérons l'identité id4 comme l'unique opérateur différentiel d’ordre 0, et nous
'identifions avec I’élément 1 € K. De cette maniére, tous les éléments de K((Der(A))) sont des
opérateurs sur A.

On peut munir 'algébre K((Der(A))) d’une structure de cogébre.

Counité. On note € 'homomorphisme
e:K{((Der(A))) = K (4)

défini en associant a chaque série formelle de K((Der(A))) son terme constant.

Coproduit. A toute dérivation D € K((Der(A))) on associe un opérateur de A ® A dans
A® A, noté D, par B
D(p@y) =Dy +¢ @ Dy.

Si Dy et Ds sont deux dérivations, on construit une application naturelle de A ® A dans A ® A
notée Dy ® Do, définit par
(D1® D2)(¢ @ 1)) = D1 ® Day.

Finalement, on définit une application linéaire A de Der(A) dans Der(A) ® Der(A) par

Der(A) e Der(A) ® Der(A),
D — D®1+1®D.

On note que
D = A(D).
De plus, en notant u I'opérateur linéaire de A ® A dans A défini par ¢ R 1) — ¢ - 1), on a 1'égalité
Dopu=po A(D)

On étend A aux mots en l'alphabet (infini) Der(A) en posant A(1) = 1®1 et par la formule de
récurrence

A(B1B3) = A(B1)A(Bs).
Lemme 3 Le triplet D = (K((Der(A))),A,e) est une cogébre.

Preuve. Par récurrence sur 'ordre des opérateurs. Pour 1, les axiomes sur les cogébres sont
clairement vérifiés. Soit D € D une dérivation. On a

(idp®e)o A(D) = (idp®e)(D®1+1® D)
= D
(e®idp)(D®1+1® D)
= (€®ZdD)OA(D)
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et
(idp @ A)o A(D) = (idp®A)(D®1+1®D)
= D®1l1+1D®1+1®1®D)
= (A®idp)(D®1+1®D)
= (A®idp)o A(D).
Soit B = Dj o Dyo...oD,. Supposons que les axiomes sont satisfaits pour tout opérateur

différentiel d’ordre < r (on vient de voir que ¢’est vrai pour r = 1). Posons B’ = Dy o...0D,_;.
On a alors

(idp ®¢) o A(B) =

ou on utilise le fait que (idp ® €) et (¢ ® idp) sont des homomorphismes de K-algébres et
I’hypothése de récurrence a été utilisée a la troisiéme égalité.
De méme, pour le deuxiéme axiome sur le coproduit, on a

(idp® A) o A(B) = ( )
= (idp®A)
( )
( )

On termine par linéarité. O

2 Calcul Moulien

On définit les moules et les principales opérations algébriques sur ces objets via les séries
formelles non-commutatives associées. On donne la traduction des diverses propriétés algébriques
des séries (primitives/group-like) sur les moules associés pour 'algébre de Hopf A conduisant aux
symétries alternal /symetral.

2.1 Moules

Soit X un alphabet. On utilise les méme notations qu’au paragraphe 1.1. La plupart des textes
sur le calcul moulien donne la "définition" suivante : les moules sont des fonctions a un nombre
variable de variables. L’avantage de cette pseudo définition est qu’elle est assez "parlante", et que
I’on voit assez bien ce qui se cache sous ce type d’objet. Nous donnons ici la définition suivante :

Définition 4 Soit X un alphabet et K un corps. Un moule sur X a valeur dans K est une
application linéaire, notée M*®, de T'(X) dans K.

La notation M*® pour désigner une application de T(X) dans K n’est pas usuelle, mais elle
coincide avec la notation utilisée par Jean Ecalle.

Par convention, un moule M*® étant donné, on note M% la quantité M*®(z) pour tout x € X*.
Les différentes propriétés des moules (alternalité, symétralité) proviennent de la contraction

avec des opérateurs non commutatifs vérifiants certaines colois spécifiques. Ces opérateurs inter-
viennent naturellement dans 1’étude des champs de vecteurs locaux de C”.
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Définition 5 Soit A une algébre sur un corps de caractéristique zero K. Soit B une algébre
d’opérateurs sur A, non commutatifs, munie de la composition (usuelle). On appelle comoule une
application linéaire de T(X) dans B. On note

x* 82 B

r — By=2DB, ...B.

On notera un comoule B,. L’objet "contracté" d’un moule et d’un comoule se note alors
Py = Z M?*®B,, é¢tant entendu que la somme est faite sur toutes les suites possibles de X*.

L]
Remarquons que les moules sont en correspondance bijective avec les séries formelles non com-

mutatives de K((X)). En effet, & tout moule M*® sur X, on associe la série S(M) = Z Mg
reX*
et vice versa.

La structure d’algebre de K((X)) se transporte sur ’ensemble des moules sur X a valeur
dans K, noté Mg (X) :

Proposition 6 L’ensemble Mg(X), muni des opérations
1. addition : §®* = M*® + N°® c’est-a-dire S£ = M* 4+ N,V € X*
2. produit : §* = M® x N* cest-a-dire S = Y M* N*' vz € X*,
zlez2=x
forme une algébre non commutative.
L’opération produit est associative. L’élément neutre pour le produit est le moule 1° défini par

12=1sixz=0 et 1 =0 sinon .

Nous allons voir que ce passage des séries aux coefficients est souvent intéressant dans de
nombreuses applications. Par ailleurs, les différentes propriétés algébriques des séries S(M) se
lisent complétement sur le moule associé, ce qui justifie a posteriori la terminologie.

Notons le résultat suivant :

Lemme 7 L’ensemble des moules M*® tels que MP # 0 forment un groupe, noté Mg x(X),
pour lopération de multiplication.

Preuve. Soient M* et N* deux moules dans Mg  (X). On note A* = M*® x N°*. Par défi-
nition, on a A = MPN?. Comme M? # 0 et N? £ 0, on en déduit A? # 0.

La carractérisation des moules ayant un inverse multiplicatif se fait par récurrence sur la
longueur des suites. Soit M*® un moule possédant un inverse multiplicatif noté N°®, alors on doit
avoir 1* = M*® x N°, soit

12= Y mENT
zlaz’=zx
On a donc une réccurence pour déterminer le moule N*® via la relation
x xb arz? 0 nrz
1= = g M* N*= 4+ MPN*.
zla?=z,z1#£0
.y . 2. LN .
La condition z! # ) fait que les moules N2~ intervenant dans la somme sont associés a des suites

de longueur inférieur & celle de z. On peut donc trouver, de maniére itérative, ’expression du
moule N*® si et seulement si M? £ 0. O
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Soit M*® € Mg «(X). On notera (M*)~! le moule inverse.

On peut aussi introduire une opération, appelée composition, qui est I’analogue non commu-
tatif de la substitution des séries formelles. Supposons ici que X est un ensemble d’éléments X,
indexés par € un semi-groupe’.

Définition 8 Soit Q un semi-groupe. On note || - || Uapplication de Q* dans Q définie pour
tout w = wq ...w, par

lwl|=wi+...+w.

Soient ®ps et Py les deux séries formelles associées aux moules M*® et N°® :

(DM = Z Mﬂ@v
weN*

oy = ) Nw.
weN*

L’ensemble K((X)) est gradué par || - ||. La composante homogéne de degré o' € Q de la
série non commutative ®; = Z M¥“w est la quantité
weN*
Y, = Z M*%w.

weQ, [lwl|=w’

Ona: @) = Z(I)“]Q
weN

Définition 9 Soit X un ensemble d’éléments X, indexés par un semi-groupe 2. Soient M*®
et N® deuzx moules dans Mg (Q2) et ®pr, O leurs séries génératrices associées. La substitution
de ® dans Py, notée Ppy o Oy, est définie par

pody = Y MDY, (5)
weN*

ot D% est donné par 5 = PR ... Y pourw = wy ...w,. Le moule composé M®oN® € Mxg(S)
est alors définit par la relation :

pody = » (M*oN*)w. (6)
weN*

L’opération de composition des moules est associative, car la substitution dans 1’algébre des
séries formelles 'est. En utilisant || - ||, on peut donner une formule pour le moule composé de
deux moules :

Lemme 10 Soit X un ensemble d’éléments X, indexés par un semi-groupe ) et M®, N*
deuz moules dans Mg (Q). Alors (M® o N*)? = MY et pour w € O tel que l(w) > 1 :

1H T

(M® o N*)< = Z Ml llomll et e

r>lwl. wr=wwi#)

'Pour simplifier Pexposé, on remplacera parfois la lettre z, par 1’élément du semi-groupe w. Dans la suite,
lorsque des w apparaitront, il faudra comprendre qu’on a considérer un semi-groupe pour coder I'alphabet X.
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Preuve. Il suffit de développer I'expression (5). On a

Dpody = Y MUY
weN*
(7)
— ST meer > Nl > N<"
wW=w1...wr EQ wleQ* ||lw!||=w; W e, ||lw” ||=wr

Il reste & réécrire (7) sous la forme ZP'O. Pour cela, fixons w € Q*. Le coefficient dans (7)

[ ]
pour toute décomposition

IS

|
1€
IS

de w est donné par

T

Ml el et e

Donc

1 T

pY — Z Ml el et e ’

r>lw=wl. . .w"wi#)

ce qui termine la preuve. O

Définition 11 L’élément neutre pour la composition est le moule noté I® et définit par

I,:{ 1 sil(e) =1,

0 sinon ,

ot l(e) est lapplication longueur de la suite.

On a alors le

Théoréme 12 L’algébre des moules muni des opérations (4, x,0) est une algébre & compo-
sition, c’est-a-dire

i) (M®*+ N®)o A®* = (M®o A®)+ (N®o A®),

ii) (M® x N®)o A®* = (M*®o A®) x (N®o A®).

Preuve. Soit w = wq...w, € Q*. On a

lH s

((M. +N.) OA.)H — Z (MHQ
21wl wi=w,wi#0

= (M*oA%) + (N0 A",

Aol pllt ety got g

ce qui prouve la premiére assertion.
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Pour ii), on a

s

(M® x N*) o A*)2 = Z (M® x Nl -l gt g

_ 3 (§:A4wﬂ.uwwA;wﬂﬂnwww>_Aw{_,Aws

S
— Z Ml el got - gef gl Tl ]l got g

s

w:
— [ Z Mlleilllefll gt gef

p2lwl. wh=wtwi#0

x E Nl sl gws - gwd

g>1,wh . wi=w? wi#)

- ¥ «mrko@)«N*oAvﬁ)

2.2 Eléments primitifs et group-like de A

Notons C'(X) I'ensemble des couples de suites de X* ; on note un couple de suites (z';2%) =
((z1,...,2L); (23,...,22)). A chaque x € X*, soit C; le sous-ensemble de C'(X) de couples de

) n Y n
suites "engendré" par A(zx), c’est-a-dire apparaissant dans ’expression de A(x).
g p ) PP

Exemples.
e Pour =0, 0n a

A=A =101=0c0

donc

Cyp ={(0;0)} .

e Pourr=1,0na
Alz)=z1+1®x

donc
Cp = {(z;0), (D; )} .
e Pour r =2, onazxz=(r1,12) et

A(ziza) = A(x1)A(z2)
(21®@1+1®@71)(22®1+1® 12)
2102 @1+ 22 @11 + 21 ® a2+ 1 1122
= 200+ +11 Q12+ ® 2.

donc

Corm(ar.20) = {(&; 0), (z1322), (22321) , (B32) } .
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Soit & = (z1,...,x,) € X*. L’action de A sur z donne une expression de la forme
A)=z@l+loz+ Y z'@d (8)
<£1;£2>€5£

ot Oy = Cp\{(z: 0), (0;2)}.

Proposition 13 Soit (z';22) un couple de suites. L’ensemble des mots s telles que (z'; x?)
soit dans Cy est donné par l'ensemble de battage sh(z!, z?).

Preuve. En effet,

(zh2%) € Cs & (A(s),2' ®2%) =1 (s,2' xg,2%) =1 & s € sh(z', 2?).

Définition 14 Un moule M® est dit alternal si M® = 0 et

ME Xt = N M =0, vzl 2? e X*\ {1},

z€sh(zl,z?)

Autrement dit, M® est une e-dérivation de l’algébre de Hopf coT(X), c’est-a-dire
ME Xsnz® Mﬁle(QZ) + 5@1)M§2’ vzl z? € X*.

Le but de ce qui suit est de démontrer que 'alternalité d’un moule exprime sa primitivité en
tant qu’élément de la cogeébre A. On a déja le

Lemme 15 Un élément primitif P € A a un terme constant égal a 0.

Preuve. En effet, si le terme constant de P (c’est-a-dire le coefficient de 1) est égal a a € K,
alors le terme constant de A(P) est égal & a(1 ® 1) alors que le terme constant de P®1+1® P
est égal A a® 14+ 1 ® a. Si P est primitif, on adonc a ® 1 + 1 ® a = a(1 ® 1). On en déduit

(a+1)®(a+1) = a®a+a®1+1®a+1®1
a®a+a(l®l)+1®1
= (@+a+1)(101),

soit, (a +1)2 =a?+a+1, et donc a = 0. O

Proposition 16 On note X*" ’ensemble des mots de longueur r construits sur X . L’élément

Z M=%z est un élément primitif si et seulement si pour tout couple de suites (z';z?) avec
IEX*’T
(2 =n>0,l(z>)=m>0n+m=r, ona

> ME=o. (9)

zesh(z!,2?)

Preuve. Posons
P = Mg,
IEX*’T
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En utilisant (8), on voit que

AP)=A[ ) Maz| = > M°A(z)
reX* xeX* (10)
= Y M2a®l+l®g)+R,
QEX*’T

= P®1+1®P+R,

ou

R = Z M= Z ' @ 2?

geXxmT <x1,12>€5£

= > M= | 2! ®2?,
21 #£0,22#0,1(z')+l(z2)=r \zEsh(z!z?)

— Z ME Xshz® g1 g 0.2

x1£0,22#0,1(z1)+1(z2)=r

Par définition, Z MZgx est un élément primitif si et seulement si R = 0, c’est-a-dire si on a
TEX*T
la condition (9). O

Théoréme 17 Un élément P = Z MZ%x € A est un élément primitif si et seulement si le
reX*
moule associé M*® est un moule alternal.

Preuve. On peut écrire P comme somme de composantes homogénes P = E P,. Orsi P,

n>0
est primitif pour chaque n > 0,

AP)=) A(P)=> (P,®1+18P,)=PR1+1QP,

n>0 n>0

donc P est primitif. Inversement, si P est primitif, alors

A(P) = Pel1+1@P =) A(P)
n>0
- Z(Pn®1+1®Pn+Rn)

n>0

= P1l+1@P+)» Rn.
n>0

Donc Z R, =0, et comme il s’agit d’une série formelle non commutative, chaque partie homo-
n>0
géne R, = 0. On obtient donc A(P,) = P,®1+1®P, pour tout n > 0, c’est-a-dire P, est primitif.

On peut donc raisonner composante homogéne par composante homogéne. Supposons donc
P primitif; alors chaque P, est primitif, et par la proposition 16, la partie homogéne M, du
moule M*® est alors alternal. Donc M*® est alternal. Inversement, si M*® est alternal, alors chaque
My Vest, donc P, est primitif, donc P est primitif. |

Rappelons qu’un élément P € K((X)) est group-like s’il vérifie A(P) = P ® P. On a tout
d’abord le lemme suivant :
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Lemme 18 Si P € K((X)) est group-like, alors :
i) P n’est pas un polynome.
ii) le terme constant de P est égal a 1.

Preuve. Soit donc P € K((X)) un élément group-like.

i) Définissons la "longueur" d’un produit tensoriel P; ® P» de deux mondémes comme étant
la somme n + m ou n est la longueur de P; en tant que monoéme et m la longueur de Ps.
Soit P un polynéme de K((X)) et soit M le mondme le plus long apparaissant dans P.
Alors on voit que la longueur de chaque terme apparaissant dans A(P) est inférieure ou
égale a la longueur de M, alors que le terme M ® M, deux fois trop long, apparait dans
P ® P. Ceci montre que si un élément de K((X)) a une chance d’étre group-like, il doit
s’agir d’une série formelle.

ii) De méme, A(P) fait apparaitre des couples (1;z) ou (z;1), ce qui n’est possible dans
A(P) = P ® P que si on fait intervenir la suite vide. La série P doit donc avoir un terme
constant a # 0. La condition A(P) = P ® P implique alors que ce terme constant vérifie
a(l®1l)=a®a, et donc a = 1.

O

Considérons donc les moules de la forme

Z M*z,

reX*

avec MY = 1.

Définition 19 Un moule M*® est dit symétral si

ME R = ST e = M M vl 2? e X7

zesh(z!,2?)

c’est-a-dire si M® est un morphisme d’algébres de coT(X) dans K.

Théoréme 20 Un élément Z M%x € A est group-like si et seulement si M*® est un moule
xeX*
symeétral.

Preuve. Soit P=1+Q =1+ Z M%x. Alors
z#0D

AP) = 1®1+ > MAz),,
zeXA\{1}

= 191+Qel+10Q+ Y M2 Y ez’|,
zeX*\{1}

= 101+Q®1+12Q+ > > ME| e’
z1#0,22#0 \z€sh(z!,z?)

= 191+Q®1+19Q+ > ME X2 gl @ 02,
z1#£0,227£0
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D’autre part, A(P) =101+ Q®14+1®Q +Q ® Q, avec

QeQ= Y M MZz'®i’
2! 02240

Ainsi, P est group-like si et seulement si M LI VeV 52, c’est-a-dire si M® est symétral. O
La propriété de symétralité est stable pour la multiplication. Plus précisément,

Proposition 21 Les ensembles des moules symétrals, muni de la multiplication, est un sous-
groupe de Mx « (X). De plus, linverse multiplicatif d’un moule symétral M*® est donné pour tout
x € X* par

(Mz)—l _ (_1)1(2)]\/_[7"61t(£)7

ot ret : X* — X* est l'involution qui a tout mot x = (x1,...,xy,) associe ret(z) = (Tp,...,x1).

Preuve. Considérons deux moules symétrals M*® et N°®. Ce sont des morphismes d’algébres
de coT'(X) dans K, c’est-a-dire des caractéres de coT(X). Alors, si z!, 22 € X*,

(M® x N*)(z! xgo22) = mo(M*®N®)oAg(z! x4 z?)
= mo (M®*®N*)oAsyomgy(zt ® 2?)
= mo (M. ®N.) o (msh®msh) OAsh(El ®£2)
- > MY %z NY? X an2?
yly?=al z12%=z2
= S MY MENYNZ
Ly2=gl 21,242

— (M* x N*)(@h)(M® x N*)(z?).

Ainsi le moule M*® x N°® est symétral. L’inverse multiplicatif d’'un moule symétral M*® est alors
donné par M® o S, qui est bien un moule symétral : si 2!, 22 € X*,

(Mo o Ssh)(gl X sh, QQ) _ M£2><Sh§1 _ M£2M£1 _ leMQQ,
On peut alors expliciter (MZ)~! : si x € X*,

(M®0S) () = MOV @)
(—1)H@) ppretla),

3 Théorie des formes normales de champs de vecteurs

Le but de cette partie est de montrer le langage des moules et comoules en action sur le
probléme de la recherche des formes normales de champs de vecteurs de C¥. On démontre la
version moulienne du théoréme classique de Poincaré pour les champs de vecteurs analytiques
locaux. Cette démonstration donne une expression explicite du normalisateur? et permet de
mettre en évidence des coefficients "universels" dans ce probléme, qui sont justement des moules.
On s’interesse enfin a la convergence des séries mouliennes ainsi obtenues.

2(est-a-dire du changement de variable.
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3.1 Champs de vecteurs

Soit v € N*. On considére un champ de vecteur de C¥ de la forme

X = Z X0,
i=1

ot on note 0y, = 0/0,, la dérivée partielle par rapport a z; et ou X; : C¥ — C est une série
analytique en les z1,...,z,, ce qu’on notera X; € C{zx}.

Nous étudions les champs de vecteurs locauz, c’est-a-dire tels que
Xi(0)=0, Vie{1,...,v}.

On cherche a "simplifier" I’équation différentielle z = X (z), c’est-a-dire a la transformer, par
un changement de variable adéquat, en une équation plus simple, qu’on sache éventuellement
résoudre ; dans tous les cas on cherche ainsi & obtenir une classification des champs de vecteurs :
c’est la recherche d’une forme normale.

On commence par donner la décomposition homogéne d’un champ de vecteurs X. Pour
n € Z", on notera z™ le produit | ...x}». Un opérateur différentiel homogéne de degré n =
(n1,...,ny), noté D, vérifie : pour m € Z", il existe un ¢, ,, complexe tel que :

Dy (z™) = Cn,mxﬂ+m- (11)

On décompose alors le champ X sous la forme de sa partie linéaire et d’'une somme d’opérateurs
différentiels homogénes. Ecrivons pour cela

XZ(.T) = Z bi7£x£,

weN¥

ot les b; ., sont des complexes. Alors

X(z) = ZU: Z bi w0y,

i=1 weN¥

v
o
= § § bi,gwfl xzaxz )

i=1 weN¥

oW, = (w1,...,w; — 1,...,wy,) est également le degré de 'opérateur bi&:ﬂ@ixiaxi. On remarque
ici que ce degré est un v-uplet d’entiers positifs sauf au plus un qui vaut —1. Ainsi,

X(l‘) = Z i Z bi,gx@ixiaxi

neZ” i=1 weNv,o,=n

(12)
v
S 31 I SR PYS

nezZ” =1 \weN’©,=n

La somme ﬁiﬂ = Z bi | est bien finie car elle contient au plus un seul terme. La partie
weNY &, =n

linéaire correspond au degré n = (0,...,0) et on obtient donc :

X=X+ ), D (13)

nEA(X)
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o A(X) est l'alphabet du champs X, c’est-a-dire I'ensemble des degrés des opérateurs diffé-
rentiels homogénes intervenant dans la décomposition de X. Ces degrés sont donc des v-uplets

d’entiers positifs sauf un au plus qui vaut —1. De plus, pour n dans A(X), ZV: n; > 1.
i=1
Exemple. Soit X (z,y) un champ de vecteurs de C? de la forme
X(z,y) = \vdy + Bydy + (azz® + anzy + apay®)0y + (baoz? + brizy + boay?)dy.
ouaj; €C,bj; cCpouri+j=2, 47N
La décomposition (13) s’écrit
X = Xjin + D1o+ Doy +D_12+ Dy 1,

ot Xyin = A0y + Py, et

Diog = agr?dy, + biiwyd,,
Do1 = a11yzds + boay?0y,
D_is = apy’ds,
Dy 1 = b20m23y.

On a donc A(X) = {(1,0),(0,1),(-1,2),(2,-1)}.

Dans la suite, on supposera toujours que la partie linéaire du champ est sous forme diagonale,
c’est-a-dire

Xiin = Z AiZiO;
i=1
ot A = (Aq,...,\,) est le spectre de Xyy,.

Le champ est alors dit sous forme préparé par Ecalle. Cette condition n’est pas restrictive si
on se place dans la classe des champs de vecteurs formels. En effet, en suivant Martinet [6], tout
champ de vecteur formel peut, via un difféomorphisme formel, se mettre sous la forme

X = Xjin + Xn,

ot Xy, est linéaire diagonale et Xy est nilpotent, avec [Xj,, Xn| = 0. Evidemment, le champ
Xn n’est déterminé que modulo I'action du groupe des difféomorphismes formels laissant Xj;,
invariant.

On a alors la notion de champ de vecteur résonant :

Définition 22 Etant donné un champ de vecteur X dont le spectre de la partie linéaire Xy,
est A= (A1,..., ) € C¥, on dit que X vérifie une relation de résonance, ou est résonant, si :

ds = (s1,...,8) € A(X)",||w |= 0,
0t w = (w1,...,w,) € C" est le vecteur défini par w; = s;-A,i=1,...,7.

Comme X est un champ de vecteurs, c’est une dérivation sur l'algébre des séries formelles
C[[z]] en v variables. Les D,, sont donc des dérivations et d’aprés la décomposition (12) :

D,, = xﬂiﬂiﬂwiﬁxi, ﬂiﬂ e C,

i=1
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et le coefficient ¢, de 'écriture (11) vaut :
v
Cnm = Zﬂlﬂml =p%-m.
i=1
Enfin, on remarquera qu’'un tel opérateur peut s’écrire de la maniére suivante :
14
Dﬁ = Z Dﬁ(xl)arza
i=1
ot Dy, (x;) est la fonction donnée par 'action de D, sur la fonction z — ;.

3.2 Conjugaison des champs de vecteurs analytiques locaux

Soit X un champ de vecteur sous forme préparée. On regarde 'effet d’un changement de
variable (formel ou non) sur X. On note x les variables initiales dans lesquelles est explicité X.

On considére un changement de variable x = h(y). On note © 'opérateur de substitution
associé a h, défini pour tout ¢ € C[[z]] par

Op=poh, O lp=¢oh L.
On a alors la
Proposition 23 L’opérateur de changement de variable © est un automorphisme de C[[x]].

Preuve. L’application © est C-linéaire, et h étant un difféomorphisme de C[[z]], I'application
¢ +— ¢ o h~! est bien définie et correspond a4 ©~!. Par ailleurs, on a

Opy) = (¢¥)oh
= (¢oh)(Poh)
O(¢)0(¥),
et © est bien un morphisme de C[[z]]. O

Remarque. Connaissant I’automorphisme O, on retrouve le changement de variable associé
en appliquant © & I’application identité de CV.

Définition 24 Soit X un champ de vecteur analytique local de CV. Un champ Xconj est dit
conjugué de X, s’il existe un changement de variable h tel que

Xconj = @X@_17
ot © est l'opérateur de substitution associé€ a h.

L’origine de ces équations de conjugaison est la suivante : Un champ de vecteur X en x est
une dérivation sur les germes de fonctions en z. Soit A un difféomorphisme. L’image de X par
h~1 3 est un champ de vecteur en y = h=!(z), donc une dérivation sur les germes de fonctions en
y. Notons X n; ce champ image. Comment lui donner un sens ? Soit ¢ un germe de fonction en
h~=1(z), alors ¢poh~! est un germe de fonction en x. On peut faire agir X dessus, et on obtient le
germe X (¢poh™t) en x. Comme Xon;(¢) doit étre un germe en h=1(z), on transporte X (poh™1)
par h & droite, soit X (¢ o h™!) o h. Cette fonction est définie sur un voisinage de y = h™1(x),
c’est donc un germe de fonctions en y. Une définition est donc Xeonj(¢) = ©XO71(¢) pour tout

3Rappelons que I’on cherche un changement de variable z = h(y), ou = est le systéme de coordonnées initial.
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germe de fonctions ¢ en h(z), ot © est 'automorphisme de substitution associé & h. On renvoie
a [5] pour plus de détails.

La conjugaison est dite formelle (resp. analytique) si le changement de variables associé
est formel (resp. analytique). L’opérateur © est appelé le normalisateur du champ X. Lorsque
Xconj = Xiin, on parle de linéarisation.

Remarque. On peut imposer des contraintes sur la forme des objets conjugués. Si le champ
conjugué ne contient que des termes résonnants, on parle de prénormalisation. Si de plus, le
nombre de ces termes est minimal parmis toutes les formes prénormales, on parle de normalisa-
tion. On renvoie a 2] pour plus de détails.

Soit X un champ de vecteur analytique local, d’alphabet A(X). Commengons par écrire X
sous forme moulienne :

X = Xlin + ZI.DM
ou I® est le moule élément neutre pour la composition des moules.

Soit Na un automorphisme de conjuguaison de X. Comme Na est un automorphisme de
C[[z]], on peut le chercher sous la forme

Na = Na®Dy,
SEA(X)*

avec Na® un moule symétral.
Via ce changement de variables, on obtient un objet conjugué de la forme

Xconj = Xlin + Z CaiDga
SEA(X)*

ott le moule Ca® est alternal.
Dans ce cas, Xconj est bien une dérivation de C[[z]].

L’équation de conjugaison pour un champ de vecteur s’écrit donc en terme moulien sous la
forme

Xiin+ Y _Ca®Dy = (Z Na‘D.> (sz +) I‘D.) (Z(Na')lD.> . (14)
Théoréme 25 L’équation de conjugaison (14) est équivalente a l’équation moulienne
Na® x 7(Na™1)* + Na® x I* x (Na™)* = Ca®,
ot 37 est la dérivation moulienne définie par
(VM®)= = (A || w []) M=
La démonstration de ce théoréme repose sur le lemme suivant :

Lemme 26 Soient ¢(x) = Z amz™ € Cl[z]], et B,i, i =1,...,r, une famille d’opérateurs
meNY
différentiels homogeénes de degré n* € 7V satisfaisant

i

B,i(z™) = L™t g € C. (15)

“Rappelons qu’ici la notion d’éléments primitifs (resp. group-like) correspond aux dérivations (resp. automor-
phismes) de l’algébre sous-jacente.
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1

r 1
Bpo(x) =B, .. Z am( ﬂn m+nT) o T:L%+nr+...+n2)$m+n +otnl

Preuve. On a

B, =B, ... Byo(x Zam ot - By (2™),
et la formule (15) permet de conclure.
On en déduit le corollaire suivant :
Corollaire 27 Pour toute suite n, on a
XiinBr = (A | n H)Bﬂ + Bn Xiin-

Preuve. On a, en utilisant (16) :

1

Bﬂ¢($) = Z am(ﬁg:)(ﬂ;l;;:lr) . ( :ln+n7"+m+n2)l'm+nr+“'+nl ‘

m

Comme X, (™) = (A-m)z™, on en déduit
XiinBno(z Zam B7)( m+nr)...( Z;_mr_h__mg)(g-(m—i—nr—i—...—i—n

soit

1

1))xm+n”r...+n1

n” n m+n"+...4+nt
XlinBQ¢(x) = Zam /6 m—i—n’“) e ( m+nr+,_.+n2)(3' H n H)x et

1 ” 1
+ Z am(B%)( m+nr) (B2 ) (A - m) g et

= H@H) n®(2) + BnXiind ().

Preuve. (du théoréme 25) On a, en utilisant le corollaire 27

Xiin (Z M'D.) =Y VUM*Dy+ > M*DyXp.
La multiplication a gauche par © donne
0X;;n® ' = 0° x v(0°) Dy + > 0°(0°) ' DeXiin.
Comme ©°(0°)~! =1° on a
Z @.(@.)71D0Xlin = Xlina

soit

0X,1m0~" Z@' x 7(0%) " Do + Xiin.

19

(16)

)
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On a donc
Xiin+ Y _Ca®D, = <Z Na°D.> (le +)° I'D.) <Z(Na')1D.>
- <Z Na'D.) (X1in) <Z(Na')1D.>
+ <Z Na'D.> (Z I’D.) (Z(Na°)1p.>
= ZNa X v(Na‘):lD. + Xiin —I-.ZN(I. x I* x (Na®)"'D,.
Ceci termine la démonstration. O

3.3 Linéarisation formelle

Dans cette section, on redémontre le théoréme de linéarisation formelle de Poincaré. L’outil
moulien permet de renouveler son approche, en mettant en évidence des coefficients "universels"
de linéarisation, qui n’apparaissaient pas dans la littérature classique du sujet.

Considérons le cas "idéal" de la linéarisation, c’est-a-dire celui pour lequel on a X,or = Xjin.
On cherche alors le normalisateur Na tel que

Xjin = NaXNa™!,

ou, ce qui revient au méme
X = Na 'X;;, Na.

Par construction, nous supposons que Na est de la forme

Na =) Na*D.,

c’est-a-dire dans D. On a Na~! = Z(Na')_lD.. L’équation de linéarisation donne

[ ]
(Z(N(L.)_ID.> Xlin (Z N(I.D.) - Xlin + Z I.D.,
° ° °
ou I*® est toujours le moule élément neutre pour la composition.
On en déduit ’égalité suivante sur les moules, en reprenant le calcul fait dans la preuve du

théoréeme 25,

(Na®)™' x yNa® = I°,

ou v/ est la dérivation sur I'algébre des moules définie par (VM*®)¥ = (A || w ||)M%. On a donc

la formule de récurrence® suivante :

v Na® = Na® x I°. (17)

Nous avons donc la version explicite® suivante du théoréme de Poincaré :

5Comme nous allons le voir, cette formule définit le moule Na® par récurrence sur la longueur des mots, ce
qui n’est pas évident a priori.
5Le normalisateur est donné explicitement.
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Théoréme 28 Soit X = Xj;, + Z D,, un champ de vecteur local de C¥ non résonnant
neA(X)
sous forme bien préparé. Alors, X est formellement linéarisable, par un automorphisme formel
de Cl[[z]] de la forme

Na=> Na*D.,

avec pour tout s = (s1,...,8,) € A(X)*,

1
wi(wr +w2). (W ... +wr)’

Na2 =

oU w; = 8; A

Preuve. On calcule Na® par récurrence sur la longueur des suites. On a Na? = 1 par
hypotheése. Pour I(s) = 1, on a, avec (17),

(A || s |)Na® = Na*1® + Na°1° =1,

d’ot, comme par définition w = (A- || s |)

Na’ = l
-

Pour i(s) =r, s = (s1,...,5r), on a la relation de récurrence

(A || S H)Na,§ = Na®$r=1]°

d’otl, comme X est non résonnant, et donc (A- || s ||) =|| w || 0, on a

Na2 = 71 Na®t5r—1,
| w

Une simple récurrence donne la formule générale de Na®, a savoir

1
wl(wl—I—wg)...(wl—l—...—i—wr)'

Na® =

Comme Na® vérifie 'équation (17), on sait que le moule Na® est symétral (voir |2]| pour une
démonstration), ¢’est-a-dire que I'objet Na est un automorphisme formel de C[[z]]. Ceci termine
la démonstration de ce théoréme. |

Remarque. L'opérateur Na est un objet formel. Son éventuelle convergence est étudiée a la
section 3.4.

On peut qualifier le moule Na® de coefficient "universel", et ceci pour au moins deux raisons :
— Deux champs de vecteurs de méme partie linéaire et de méme alphabet ont exactement le
méme moule de linéarisation.
— Tous champs de vecteurs non résonnants se linéarisent par le "méme" changement de
variable, en ce sens que ’expression formelle du moule © est fixe.
Le calcul moulien permet donc d’isoler dans le probléme de linéarisation, ce qui est intrinséque,
de ce qui ne l’est pas.

Remarque. Il existe un théoréme analogue dans le cas résonnants, c’est le théoréme de
Poincaré-Dulac (voir par exemple [2, 4]).
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3.4 Problémes de convergence

Un probléme important dans la normalisation des champs de vecteurs est celui de la conver-
gence/divergence de 'automorphisme de conjugaison. Nous montrons ici la convergence dans le
cas du théoréeme de Poincaré (théoreme 28).

Commencons par définir une norme :

Définition 29 Soient U et V' deux voisinages compacts de O dans C¥, tels que V- C U. Pour
tout germe de fonction ¢ de C¥ en 0, on définit

| ¢ llv=sup | ¢(z) | .
zeU
De méme, pour tout opérateur P de C¥ dans lui-méme, on définit

| Plluy=sup | P(o) |lv .
¢ | llollu<t

On dit que la série d’opérateurs ZPE est normalement convergente si la famille (|| Py, ||)n
n
est sommable pour une paire (U, V) au moins.

Vue la forme du moule intervenant dans le probléme de linéarisation du théoréme de Poincaré,
cette convergence ne peut avoir lieu que sous une contrainte sur la vitesse a laquelle les A- || n ||
peuvent s’approcher de 0 lorsque || n || augmente. Cette "vitesse" dépend essentiellement de la
disposition des valeurs propres du spectre de la partie linéaire du champ. C’est ce qui motive la
définition suivante :

Définition 30 Soit A = (A1,...,\,) une collection de valeurs propres dans C”. On définit :

— le domaine de Poincaré P comme l’ensemble des A dont [’enveloppe convexe ne contient
pas 0.

— le domaine de Siegel S comme le complémentaire du précédent.

Une condition de controle trés forte du spectre est ’absence de petits diviseurs.

Définition 31 On dit que le champ X ne contient pas de petits diviseurs s’il existe une
constante C' > 0, telle que
Ywe D, |w|>C,

ot Q={w|3Ine AX), w=A-n}.

Si le champ ne posséde pas de petits diviseurs, il est nécessairement non résonnant, donc
formellement linéarisable d’apres le théoréme de Poincaré (théoréme 28). La convergence de la
série normalisante est assurée par le théoréme suivant :

Théoréme 32 Soit X un champ de vecteur ne contenant pas de petits diviseurs, et dont le
spectre est dans le domaine de Poincaré. Alors, 'automorphisme de linéarisation du théoréme
de Poincaré (théoréme 28) est analytique, c’est-a-dire qu’il existe un changement de variable
analytique qui linéarise le champ au voisinage de 0.

Preuve. La premiére étape consiste & se ramener, via un changement de variable analytique
(en fait, méme algébrique) a une situation ou I'alphabet est tel que les w sont tous de partie réelle
positive. C’est finalement uniquement ce fait qui assure la convergence de la normalisation”.

"Nous allons le voir, ceci implique que les combinaisons linéaires des w € £, intervenant dans le moule de
linéarisation, ne peuvent pas étre trop petites.
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Comme les valeurs propres \; sont dans P, elles sont toutes dans le méme demi-plan ouvert
Py = {z € C, Re(ze?) > 0},

pour un certain § € R. On peut donc, via une rotation, se ramener au cas ot toutes les valeurs
propres sont dans le demi-plan {Re(z) > 0}. Il existe donc une constante p > 0 telle que pour
tout i, Re(A;) > p. Une conséquence importante est qu’il n’existe qu'un nombre fini de w €
tels que Re(w) < 0. En effet, un tel w s’écrit A-n pour un n € A(X), avec, par exemple, ng = —1
pour un certain s € {1,...,v}, les autres n; étant positifs. On a alors :

0 > Re(w) = —Re(Xs) + ZmRe(Ai),
i#£s

donc

Re(Xs) > Zn, P,
iF£S

et il n'y a qu’un nombre fini de n;, ¢ # s vérifiant cette inégalité.

On peut alors effectuer un changement de variable polynomial (car il n’y a qu’un nombre fini
de w & éliminer) pour obtenir le champ X sous la forme :

X=Xin+ Y B,
neP(X)

ot P(X) est le nouvel alphabet tel que
Vn € P(X),Re(A-n) > 0.

Nous avons le lemme suivant :

Lemme 33 Pour toute suite n = (n',...,n") de longueur r, on a
| Na™ |< FCT [ (Na™h)2 |< FIcT C1 >0, (18)
| Balloy< 110y ™ || Bus llozy - || Bur luys Ca >0, (19)
| B lluv < (Cop)™, Cuy >0, (20)
c(N) < (Cs)N, C5 >0, (21)

ot |n|=ni+...4n, et N(n) =| n' | +...4 | n" | est le poids de n; ¢(N) est le nombre de
mots de poids N.

Preuve. (du lemme) On admettra (19), (20) et (21). Prouvons (18). Considérons donc une
suite n = (n',...,n") de longueur r. Par hypothése, tous les w € € sont de parties réelles
strictement positives. Par ailleurs, I’absence de petits diviseurs impose que pour tout w, | w |>
C > 0. On a donc

VYw € P(X), Re(w) > C.

On en déduit pour tout r,

|lwi+...+wr |> Re(w1 + ... +wp) >rC.
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On a donc

n
| Na*|< riCr’

|

De méme, | (Na™ )2 |< 5.

On peut alors démontrer la convergence normale du normalisateur Na. On a, en notant N
le poids de n,
1
r!CY

1 N ~N

IN

| Na*By, | I Bt oy - || Bur oy OF

<

Pour un bon choix de (U, V'), on peut rendre Cp - aussi petit qu’on veut. On peut donc supposer
Cyyv < 1. Comme on a toujours 7 < N & (Cy )Y < (Cpy)". Donc

1
| Na"B, ||< @(CU,V)TC%V-
1

Par conséquent, on a

I Z Na™By [luy < Z | Na*By, |lu,v
I(n)=r,N(n)=N H)=r,N(m)=N
C(N) r N
= (Cuv)"Cy
(C203)N (Cyv)”
= C{ °

Si C1 > 1, le dénominateur tend vers +o0o et le numérateur vers 0 lorsque r tend vers +o0o et la
série est normalement convergente. Si C; < 1, comme r < N, on a

1.1
cr — o

La encore, la série est normalement convergente. Dans tous les cas, on a donc la convergence
normale de la série E Na®B, et donc un changement de variable analytique. Ceci termine la

preuve du théoréeme 32. a

L’existence de petits diviseurs conduit a des difficultés analytiques sérieuses (voir [2]). Men-
tionnons 'existence de la méthode d’arborification/coarborification permettant de démontrer la
convergence (lorsque c’est le cas) des séries formelles construites via le calcul moulien. Les séries
obtenues par le calcul moulien se prettent mal a ’analyse. Une semi-norme sur les opérateurs
de C{x} étant donné, on obtient, en général, de trés mauvaises estimations sur la semi-norme
de la série. Cet artefact est dii a la majoration directe d’opérateurs de la forme B ... B, qui ne
sont pas homogénes. Une idée est donc de reécrire la série en faisant apparaitre des opérateurs
homogenes. Le codage de ce procédé est la méthode d’arborification introduite par J. Ecalle (voir
encore [2| pour plus de détails).
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