ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

Correction - DM 14 (B)
T A faire pour le Lundi 24 Février

Exercice 1 (EML 2019)
1. A est triangulaire supérieure donc ses valeurs propres se lisent sur sa diagonale.

1
Ainsi Sp(A) ={=,1,2}.
11s1 p( ) {27 ) }
Comme 0 n’est pas valeur propre de A, A est inversible.

x
2. On cherche les sous-espaces propres de A. Soit X = |y | € #351(R).
z

1 x/2—y+2=0,
X €eEi)A) = <A—§Ig>X:0 = 0=0,

32/2=0
_ 2y
{x_Zy’ — X=|y]|, yeR.
z=0.
0
2
Ainsi, Ey/9(A) = Vect[ 1 } (on obtient une base de Ej/y(A) car c’est une famille libre, un
0
vecteur non nul, et génératrice).
—-y+z2z=0,
X e€FEi(Ad) = (A—Ig)X:O = —y/2=0,
z =

1
Ainsi, F1(A) = Vect[ 0 } (on obtient une base de E;(A) car ¢’est une famille libre, un vecteur
0

non nul, et génératrice).

—r—y+2=0,
X € By(4) (A—213)X:O = { —3y/2=0,
0=0
. X
— {Z_x’ — X=[0], zeR.
y=20.

1
Ainsi, Fa(A) = Vect[ 0 } (on obtient une base de E2(A) car ¢’est une famille libre, un vecteur
1

non nul, et génératrice).
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6.

Par concaténation des bases des sous-espaces propres E j»(A), E1(A) et Ea(A) (valeurs propres
2 1 1
distinctes), 11,10],({0 est une famille libre de .#53 1 (R). Comme le cardinal de cette
0 0 1
famille est égal & la dimension de .#31(R), c’est une base de .#31(R) constituée de vecteurs
1/2 0 0
propres de A. Donc A est donc diagonalisable et ona A = PDPlavece D= 0 1 0] et
0 0 2

11
P = 0 0
01

O = N

La matrice D est diagonale de coefficients diagonaux tous non-nuls, elle est donc inversible et
son inverse est la matrice diagonale constituée des inverses des coefficients diagonaux de D :

2 0 0
D'=101 o0
00 1/2

Le calcul donne Q% = I3 et QDQ = D~ .

Remarquons d’abord que d’apres la question précédente, QQ.QQ = I3, c’est-a-dire que @) est in-
versible et Q71 = Q.

Par aillears A = PDP~! donc At = (PDP™ Y™t = (P~ H)~'D P~ = PD-1P~L Or
D~! = QDQ d’apres la question précédente, donc

A== PQDQP ' = PQDQ P!,
Enfin D = P~ AP donc
A7l = PQ(PT'AP)QT' Pt = PQPTTAPQT' P! = (PQPTHA(PQPT) .
Ainsi, si ’on note R = PQP~!,ona A~ = RAR™!, c’est-a-dire que A et A~! sont semblables.

1 0 0
On a f(1,0,0) = (1,0,0), f(0,1,0) = (0,0,1) et f(0,0,1) = (0,—1,2) donc M = |0 0 -1
01 2
1 0 0
M est inversible si et seulement si (L2 <> L3z) |0 1 2 | est inversible, ce qui est le cas
00 -1

puisqu’il s’agit d’une matrice triangulaire de coefficients diagonaux tous non-nuls. Ainsi, M est
inversible.

(a) Ona f(u1) =w et f(u2) = ua.
(b) On cherche us sous la forme ug = (z,y, 2) .

T 0 0=0,
f(ug)—ugqu R (M—Ig) y| = 1 < —y—z=1,
z —1 y+z=-—1.
= z=-y-—1.
Ainsi on peut par exemple choisir x =0,y =0, 2z = —1 et ug = (0,0, —1) convient.

(c) Soit (a,b,c) € R3 tel que auy + bus + cuz = (0,0,0). Alors

a+0b+0.c=0,
0.a+b+0.c=0,
0a—b—c=0,

d’olt a = b = ¢ = 0. Ainsi la famille (u1,u9,us) est libre. De plus elle est constituée de
trois vecteurs dans R3, c’est donc une base de R3.
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7.

10.

11.

(a) On a montré précédemment que f(u;) = wu; et f(u2) = uz et on a choisi uz tel que
f(ug) —uz = ug, c’est-a-dire f(us) = ug+us. Ainsi la matrice de f dans la base (uy,ug, us3)
1 00
est Miy=10 1 1
0 0 1
Déterminons maintenant My : on a f(u1) = uy, f(—uz) = —f(uz) = —uy par linéarité de
1 0 0
f et f(U3) = —(—UQ) +wus,donc My=(0 1 -1
00 1

(b) M et Mj représentent le méme endomorphisme f dans deux bases différentes, elles sont
donc semblables (en effet si on note 7" la matrice de passage de By a Bo alors My = T~ M T
d’apres la formule de changement de base).

Le calcul donne MMy = I5.

On vient de montrer que MMy = I3. Donc M; est inversible et M| 1 — M.

M et My représentent le méme endomorphisme f donc M et Ms sont semblables. Par ailleurs
M1 et M, ! représentent le méme endomorphisme f~! donc M1 et M 1 sont semblables.
Autrement dit M ~! et My sont semblables puisque M; L= M.

Finalement on a montré que M et M ™! sont toutes deux semblables & la méme matrice M.
Ainsi par transitivité, M et M~! sont semblables.
T est triangulaire supérieure de coefficients diagonaux tous non-nuls, donc T est inversible.

Montrons par I'absurde que T n’est pas diagonalisable. Supposons T diagonalisable. T étant
triangulaire, ses valeurs propres se lisent sur sa diagonale, donc 1 est 'unique valeur propre de
T. Ainsi puisque 7T est diagonalisable, il existe une matrice inversible P telle que 7= PDP~!

1 00
ouD=10 1 0| =1I5. Ainsi T = PI3P~! = PP~! = I3, ce qui contredit la définition de 7.
0 0 1

Ainsi, T n’est pas diagonalisable.
(a) Le calcul donne N3 = 03. Ainsi,
(I3+N)I3—N+N?)=I3—~N+N?*4+N-N? 4+ N> =L+ N3 =1Is.
(b) On vient de montrer que (I3 + N)(I3 — N + N?) = I3. Donc I3 + N = T est inversible et
71 :I3—N+N2.

(a) On vérifie par le calcul que N? # 03, donc g2 n’est pas I’endomorphisme nul, donc il existe
u € R3 tel que g%(u) # 0. En revanche N® = 03 donc ¢ est I’endomorphisme nul, en
particulier g3(u) = 0.

(b) Soit (a,b,c) € R3 tel que

ag?(u) 4 bg(u) + cu = 0.

En appliquant g? et par linéarité de g2, on obtient
ag'(u) + bg*(u) + cg*(u) = g*(0) = 0

Puisque ¢g(u) = g*(u) = 0, il reste cg?(u) = 0. Or g*(u) # 0 donc ¢ = 0. L’équation
initiale se récrit donc :
ag®(u) + bg(u) = 0.

En appliquant g qui est linéaire, on obtient alors :
ag®(u) + bg*(u) = 0,

c’est-a-dire bg?(u) = 0 car g*(u) = 0. Or g?(u) # 0, donc b = 0.
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Finalement, il reste ag?(u) = 0, d’ott a = 0 car g?(u) # 0. On a donc montré que a = b =
¢ =0, et la famille B3 est libre. Comme il s’agit par ailleurs d’une famille de trois vecteurs
de R3, B3 est une base de R3.

(¢) On a g(g*(u)) = ¢*(u) =0, g(g(v)) = ¢*(v), et g(u) = g(u) donc la matrice de g dans la

)
0
base Bs est : M3 = [0
0

0
1
0
(d) Le calcul donne N2 — N = (

O O =
O = O
|
S

Or M3 et N sont semblables car elles représentent le méme endomorphisme g dans des
bases différentes. Ainsi, N2 — N et N sont semblables.

12. D’apres la question précédente, il existe une matrice U inversible telle que N = U~}(N? — N)U .
En remarquant que I3 = U~'U , on peut alors écrire

T=L+N=U'W+UYN?-N)U=U I3+ N?—-N)U.

Or d’apres la question ??), T-! = I3+ N2 — N, donc T = U~ 'T~'U . Autrement dit, T et T~!
sont semblables.

Exercice 2 (EML 2011)
1. X (qui ne s’intéresse qu’au premier essai) est le nombre de joueurs, parmi n, atteignant la cible
au premier essai, indépendamment les uns des autres et avec une méme probabilité p. Donc
X < B(n,p) et E(X) =np, V(X) =npg..

2. Pour chaque joueur, la probabilité de ne pas atteindre la cible (E; pour échec au i-ieme essai)
est :
P(BE1NEy) =P (E) P (Fs) =q°
par indépendance.
Donc la probabilité de 'atteindre au moins une fois est P (m) =1-q%
Comme précédemment, Z — B (n, 1-— q2), E(Z)=n (1 — q2) et V(Z) =ng? (1 — q2).
3. Y est donc le nombre de joueur atteignant au moins une fois la cible, mais pas la premiere fois :
c’est le nombre de ceux 'atteignant uniquement la seconde fois.
Pour chaque joueur, la probabilité est P (E1 N Sy) = P (E;) P (S2) = pq par indépendance.
Donc Y < B (n,pq) .

4. (a) X et Y ne sont pas indépendantes :
(X =n)N (Y =n))estimpossibledonc P (X =n)N (Y =n))=0# P (X =n) P (Y =n).
(b) Deux possibilités pour calculer la covariance du couple (X,Y) :

e Sion utilise Koenig-Huygens, Cov (X,Y) = E(XY)—FE (X) E (Y) demande de calculer
E (X,Y), ce qui semble laborieux.

e Si on utilise la variance d’une somme :

V(Z)=V(X+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov (X,Y),
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on a :

Cov(X,Y) =

=
X
|
<
=
|
<
s

¢* (1 —¢*) — npq (1 — pq) — npq)
ng(qg(1—q)(1+q)—p(1—pg) —p)

ngp(q(1+q) —1+pg—1)

RN RN RN =N -
—

= inqp(Q+q2—2+(1—Q)Q)

= —np’q
Remarquons que la covariance négative est cohérente : plus X est grand, plus Y risque
d’étre petit.

(a) Voici la fonction demandée :

1 [def simulX(n, p):

2 x=0

3 for k in range(n):

1 if rd.random() < p:
5 x = x+1

6 return(x)

(b) La fonction mystere définie trois vecteurs x, y et xy de 10000 coefficients. A ’aide de la
boucle for, on remplie ces vecteurs de 10000 simulations de X, de Y et de XY. En faisant
la moyenne sur 10000 simulations, on obtient par la loi faible des grands nombres une
approximation de E(XY') — E(X)* E(Y), c’est-a-dire par Koenig-Huygens, de Cov(X,Y).
Ainsi, cette fonction mystere devrait retourner une approximation de Cov(X,Y), c’est-a-
dire une valeur proche de —np?q.

1
6. On a U () = N*, pour tout n € N*, P(U =n) =¢" 'p, E(U) = ) et V(U)= ]%

(a) (U =mn),y est un systeme complet d’événements, donc pour tout ¢ € [0; +oof,

P(T>t) = P(U(U—n)ﬁ(T>t))

n=1

= Z P(( N (T >t)) (par incompatibilité)

= Z Py—n) (T >t) P(U =n) (probas composées)

n=1
_ Ze—nt n-1, _b Z
I 2 1 fi —t
= Ty, (série géom conv car [e 'q| < 1)
Ainsi, Vt € [0;+oc, P(T > t) = _pet
’ ’ ’ Cl-get

(b) La fonction de répartition de T' est donc donnée pour tout ¢ > 0 par :

pe’

F)=PT<t)=1-1T 5
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Comme F' (fonction de répartition) est croissante et positive et que F' (0) =1 — P 0,

l—gq
alors F' (t) = 0 pour tout ¢ < 0.

(¢) F est donc continue
e sur [0;+oo[car 1 —qge ' #£0;
e sur |—oo, 0] fonction nulle ;
ecn(0 car F(t)=0—0=F(0).
Donc la fonction de répartition de T est continue sur R et C! sur R* et T est & densité.
Une densité est F” 1a ou F est C'. Pour ¢t > 0 :
—t

pe
Ft)y=1-——
®) 1l—qge?
et
I () = _p—e‘t (1 — qe‘t) —qetet _ pet
(1—get)? (1—get)?
Ainsi, T est a densité et une densité est
—t
pe .
— sit>0
F) =13 gty
0 sit<0

8. (a) Pour tout n € N* et pour tout z € [0; +00],
Pu—n)(Z >2) = Py—p (UT > z) = Ppy—p) (T > z/n) = e M = 77,

(b) On repasse par les probabilités totales (méme raisonnement qu’a la 7.(a)) :

P(Z > z) ZP =n)Py—n) (Z >z)=¢€" ZP =n)=e¢e¢ ~*

n=1

car (U =n),y est un SCE.
On a donc pour tout z > 0 (en notant G la fonction de répartition de Z),

G(z)=P(Z<2z)=1-PZ>z=1—¢".
Comme G est continue, G(0) = lim G(z) =
z—0t

Comme G est croissante de R dans [0, 1], G(z) = 0 pour tout z < 0.
Finalement,
l1—e® s12z2>0
G(z) = { 0 siz<0
ou 'on reconnait que Z suit une loi £ (1).

(c) Pour tout n € N* et z € [0; +00[, on a avec la formule des probabilités composées :

P((U=n)N(Z>2z) = PU=n)Py—p)(Z>=z)
= P{U=n)e”*
= PU=n)P(Z>=z)

Exercice 3 (EML 2017)
1. (a) La fonction f est deux fois dérivables sur |0; +oo[ et on a pour tout z > 0 :

f/(.%') — % — 2 et f//(m) =% & %
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(b) Pour tout x > 0, on a f”(z) > 0 donc f’ est strictement croissante sur ]0; +oo].
On a:

/ x € / x € / 1
_ = _ = — — = 4o et 1) = —e/1=0.
fl(x)=e iL'O_>+ oo, fl(x)=e iy +ooet f/(1)=e" —¢/

D’oui le tableau de variation de f’ :

T 0 1 +o00
f(x) +
+00
() /0/
—00
2. On a :
f(z) =e® —eln(z) 0—+> +oo, f(z) =€"(1 — elnéf)) +—> +o00 (par c.c.) et f(1) =e! —eln(1) =e.
D’ou le tableau de variation de f :
Y 0 1 +00
f(z) - 0 +
+00 +00
e

3. En +o0, In(x) est négligeable devant e* donc f(x) o e’ et f a une "allure exponentielle” en
oo

400. On obtient la courbe représentative de f :

graphe de
160

120
100 4
B0 =

80 <

4. (a) u est dérivable sur ]0; +oo] et u'(x) = (f'(x) — ) = f"(x) — 1.
Or, pour tout z > 0, f"(z) =e* + % > €% > 1. Donc v/ (x) = f"(x) — 1 > 0 sur ]0; +o0].
x
Ainsi, u est strictement croissante sur ]0; +o0l.

(b) Calculons tout d’abord les limite de u :
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e x
——) = +00.

x.e* er

e
lim u(z) = —occ et lim wu(z) = lim <em - —— :c) = lim €* (1 -
z—0t r—+00 T—+00 x Z——+00

u est continue et strictement croissante sur ]0; +o00[, donc u réalise une bijection de ]0; +o0[
dans R (par le théoreme de la bijection).

0 € R donc 0 admet un unique antécédent a €]0; +o00| par u. Autrement dit, I’équation
u(z) =0« f(x) = z admet une unique solution « €]0; 4o0|.

De plus, u(l) = =1 <0et u(2) =e*— £ —-2>7,3—1,4—2 >0, donc u(1) < u(a) < u(2)
et comme u est strictement croissante, 1 < o < 2.

5. Notons P(n) la propriété : "u,, existe et u, > 2.

Héré.

Ccl.

6. (a)

(b)

i. up = 2 donc P(0) est vraie.

Soit n € N. Supposons P(n) vraie et montrons P(n + 1).

Par hypothese de récurrence, u, > 2 > 0, donc u,41 = f(uy,) est bien défini et u,y; =
fuy) > e > 2 d’apres la question 2. Donc P(n + 1) est vraie.

Par le principe de récurrence, pour tout n € N, u,, existe et u,, > 2.

g est dérivable sur [2;+oo] et ¢'(z) = (f(z) — ) = f'(x) — 1.
Or f’ est croissante sur [2;4o00[, donc si z > 2 :

2,8
g'(x):f/(:c)—l2]”(2)—1:62—27127,3—’771:4,9>0.
Ainsi, g est strictement croissante sur [2; +o0[.

g est croissante sur [2; +oo] et g(2) = f(2) —2 > e —2 > 0 donc, pour tout z > 2, g(z) >0
et f(z) > x.
Or, pour tout n € N, u,, > 2 donc up4+1 = f(un) > uy,. La suite (up)nen est croissante.

7. La suite (up)nen étant croissante, elle est convergente ou elle tend vers +oco. Démontrons par
I’absurde qu’elle n’est pas convergente.

Comme u, > 2 et upt1 = f(uy), si la suite (u,) admettait une limite finie ¢, on aurait ¢ > 2
et f(¢) =/ (par continuité de f). Comme d’apres 6.(a), I’équation f(¢) = ¢ n’a pas de solution
dans [2; 4+00[, une telle limite ¢ n’est pas possible, donc la suite (u,),en est divergente et on a
donc limy,_ 4 oo Uy = +00.

8. Voici le programme demandé :

9. (a)

(b)

1|U =2

2 |IN =20

3 |while U < A:

4 U = np.exp(U)-np.exp(1l)*np.log(U)
5 N = N+1

6 | print (N)

e Pour 2In(z) < z : Posons h(z) =2In(z) —x. On a h'(x) = 2/x — 1 < 0 sur [2;4o0].
Donc h est décroissante et pour tout > 2, h(zx) < h(2) =2In(2) -2 < 2x0,6—2 < 0.

e’ e’ , e’ 2,7
e Pour z < 3 Posonsk(x):x—g. Onak(m)zl—g <1l- 3 < 0 sur [2; +o0.
2
7,3
Donc k est décroissante et pour tout « > 2, k(x) < k(2) =2 — % <2- 5)) < 0.
T
On a donc démontré que : Vo € [2;+00[, 2In(z) <z < %.

Unt1 = fup) =€ —e x In(uy).
Un

u
D’apres ce qui précede : e > 3u, et In(u,) < 7” donc —eln(uy,) > —e X 5
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On obtient alors, en ajoutant les 2 inégalités :

Unp 6—e

Upt1 = €' — e x In(uy) > 3u, — e X 5 = Up.
6—c¢ i
(c) Comme Vn € N, upy1 > u, >0, on a aussi :
1 2 1
0< < X —.

Upt1  G6—e  uy
On pourrait alors démontrer par récurrence (a faire) que :

1 2 |
Vn € N, 0<§< ) X —.
Up, 6—ce uo

Or, comme

2 n
€] — 1; 1], la série de terme général <6 ) est convergente.

— € — e

. . o . 1 .
Par comparaison de séries a termes positifs, la série de terme général — est elle aussi
Unp,
convergente.

“+o0o
10. f est continue sur [1,+oo[ donc / f(x)dx est impropre en +oo.
1

En +oo, In(x) est négligeable devant e* donc f(x) o e’ > 0.

+o0 A
Or lintégrale / e“dx est divergente, car / dr =e? —e' — +o0.

+oo
Par comparaison d’intégrales de fonctions positives, / f(x)dx est elle aussi divergente.
1

+o0o
11. z— est continue sur [2, +oo[ donc / ——dx est impropre en +00.
2

f(z)
1/f(x) x? z?

1/z2 e —eln(z)  e* oo 0 (parcc,) .

1
f(x)

+oo
Or l'intégrale / —dx est convergente (Riemann de parametre 2 > 1).
2 x

“+oo
Par comparaison d’intégrales de fonctions positives, / ——dux est elle aussi convergente.
2

f(z)
12. On a:

NF(z,y) = f'(z) —y et RF(x,y) = f(y) —=

Donc (z,y) est un point critique de F' si, et seulement si,

{ HF(x,y) =0 @{ f@)—y=0
Rl (z,y) =0 fly)—z=0
Par différence de ces deux équations, f'(x) —y — f'(y) + x =0 donc f'(z) +x = f'(y) + y.

Or, pour tout z €]1;+o0], (f'(z) +z) = f’(x) +1 > 0 donc la fonction z — f'(x) + x est
bijective donc injective sur |1; 4o00[. L’équation f’'(z) + x = f'(y) + y implique donc que z = y.

Le systeme a résoudre équivaut donc a

y=x

{ f'(a) ==

dont I'unique solution est le point (a,a), ot a est 'unique solution de f'(x) = z définie a la
question 4.
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13. (a) On a:

01 F(w,y) = ["(x) , 03,F (w,y) = ["(y) et 0 yF(w,y) = 03, F(w,y) = —1.

La matrice hessienne de F' en («, «) est donc

= (fﬂ—(f ) f”_év)) '

(b) Cherchons les valeurs propres de H.

A€ Sp(H) < H — M\ est non inversible

RN
& ffa)=A)*-1=0

& (@)= A=D(f"(a) =A+1)=0
s A=f"(a)—1oul=f"(a) +1

Or nous avons démontré dans la partie I que pour tout = > 0, f”(x) > 1. Ainsi, H admet
deux valeurs propres strictement positives donc F' admet un minimum local en (a, o).

10



