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Correction - DM 18
T A rendre le Vendredi 28 Mars

Exercice 1 (EML 2014)
1. La fonction inverse est de classe C? sur R* ; en composant avec I'exponentielle de classe C3 sur
R%, en multipliant par I'identité de classe C? sur R% et en sommant, on obtient que ¢ est de
classe C? sur R% . De plus on a pour tout x > 0 :

Qol(x):ex_ <€;+$X2€i> :6x+6% <—1>
e T

Ensuite on a :

x? x 2 E
Enfin :
! ! =3 143 3z +1
o"(z) = e~ [_I,Q@”l” X ?—Fe% X 564] — % fer X ;5 Ty 1:;5— L

2. Pour tout z > 0, ¢’ (z) > 0 comme somme et produit de quantités strictement positives. On en
déduit que ¢” est strictement croissante sur R¥ .

De plus

1
cp”(l):e—exﬁz().

On en déduit que ¢”(z) < 0 sur ]0;1[ et ¢”(x) > 0 sur ]1;+o0], puis que ¢’ est strictement
décroissante sur |0; 1] et strictement croissante sur [1; 4o00].

Enfin ¢’ admet donc un minimum strict en x = 1, et on calcule :
, 1
P(l)=e+e I_l =e
donc on obtient bien : pour tout x > 0,
¢(x) = ¢'(1) =e.

3. Tout d’abord lorsque z tend vers 0, e* converge vers 1.

AN . ’ 1
On s’occupe de la deuxieme partie : = tend vers 0, et par composée, e= tend vers +o0o donc on
a une forme indéterminée. Deux possibilités pour la lever :

e tout passer dans ’exponentielle :

1 1 xzlnx+1
rex = elnx+z = € x
Or zlnx —— 0 par croissances comparées donc zlnx + 1 1, zlnatl 400 et
z—0 z—0 x z—0
enfin :
1 zlnz+1
rer =e = —— +00.
z—0
e le changement de variable y = % :
. 1 el
lim zer = lim — = +o0
z—0+ y—too Yy

par croissances comparées.
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Dans tous les cas on obtient finalement par somme :

lim ¢(x) = —o0.

z—0t

4. Au voisinage de +00 on a :

olx) et 1
= —+er —— 40
X x r—+00

x . , 1 4 ..
car & ——— 400 par croissances comparées et ez —— 1 par composée de limites.
) r—+00

On en déduit que :

p(x) oo
xT T—++00

p(r) =z X
comme produit de deux facteurs dont la limite est +oo.

5. On passe tout a gauche :
o(x) > ex <= p(z) —ex > 0.

Or la fonction f(x) = ¢(x) — ex est dérivable sur [3; +ool, et sa dérivée vaut :
flx)=¢'(x) —e>0 car ¢'(x)>e.
La fonction f est donc croissante sur [3;+oo[, et f(3) = ¢(3) —3e. Or :
15<pB)<16 e 6<3e<9 donc —9<—-3e<—6

et enfin
15-9=6< f(3) <16 —6=10

donc f(3) > 0, et par croissance de f, pour tout > 3, f(z) > 3 et enfin :

p(r) > ex.

6. ¢ est de classe C? (question 1), on étudie alors le signe de ¢”(z) : on a vu précédemment qu’elle
est strictement négative avant 1, nulle en 1 et strictement positive aprées 1 : on en déduit que le
seul point ol ¢” s’annule et change de signe, donc le seul point d’inflexion de ¢, est le point :

(L (1)) = (1;0).
La tangente en ce point a alors pour équation (¢ y est dérivable) :

?J:SO(l)-i-sO/(l)(x—l)=0—i—e(x—1):ea?—e.

7. On a vu que ¢'(z) > e > 0 sur RY donc ¢ est strictement croissante sur RY .

e(z)

Comme lim+ p(z) = —o0 et lim = 400, la courbe C admet une asymptote verticale
z—0

T—>+00
d’équation x = 0 au voisinage de 0 et une branche parabolique verticale en +oc. Enfin on a le

tableau suivant :

x 0 1 +00
@' () +
“+00
onl2) o
—0
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10.

11.

Il reste a tracer la tangente en 1 en prenant deux points et a faire attention de traverser cette
tangente (changement de concave & convexe) pour représenter la courbe de f. Enfin on finit
avec une branche parabolique verticale (type exponentielle).

On remarque que la surface représentative de f semble avoir un point selle, ce qui est confirmé par
les courbes de niveaux: C’est un maximum local quand on ne fait varier que = (dans la direction
horizontale) donc 01 f = 0 en ce point, c¢’est un minimum local dans la direction vertical donc
O2f = 0 en ce point.

Ce point serait donc un point critique de f mais pas un extremum local de f car quelle que soit
la boule autour de ce point, il y aura toujours des valeurs au dessus et en dessous de son image.
Ce point critique serait atteint aux coordonnées (1;2,7) environ.

On note U = Rx]0; +o0[ et on considere 'application: f: U — R, (z,y) — xy — e* In(y).
On hachure la partie du plan au-dessus de I'axe des abscisses (en excluant ’axe lui-méme).

f est un produit et une somme de fonctions de classe C? sur U (fonctions d'une variable de

classe C? sur leurs intervalles de définitions) donc elle est de classe C2 sur U. On a de plus pour
tout (z,y) € U :
eac

ANy =y -y et BNy =c-—

puis

er et

8%71(f)(x,y) = —e" ln(y) ’ 8%72(]0)(%,3/) =1- ; et 62272(']0)(1‘,:[/) = 5

<

(z,y) est un point critique de f si et seulement si il annule les deux dérivées partielles premieres.
On voit tout de suite que y # 1 donc In(y) # 0 (sinon la premiére dérivée partielle donne 1),
et que x > 0 car z = % est un quotient de deux facteurs strictement positifs. On peut alors
résoudre rigoureusement :

O (f)(w,y) =0 y—etn(y) =0 __ | =gy
{%UX%MZO = x = =0 TG =0
r __ Y
— ‘ LY ¢ =y
Iny __ _ 1 0
v =0 Iy
— {97 {ﬁ‘@<: Y
7= Ty ny=; y= e
e = - (2) =0
— T = C T {(p
y:@% Yy =ex=z Yy =e€x

12. On a vu que ¢ est strictement croissante et p(1) = 0, donc 'unique solution de 1’équation

o(r) =0est z = 1.

On obtient donc que (z,y) est un point critique de f si et seulement si :

(o0 L famt fem

1 1
Yy=ex= Yy=e= y=e€

donc I'unique point critique de f est le point (1,e).

13. En ce point critique, on calcule la Hessienne puis on cherche ses valeurs propres :

vnwa= (o 1)
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14.

15.

qui est diagonale donc ses valeurs propres sont ses valeurs diagonales, —e et 1/e; elles sont de
signes opposés donc f n’admet pas d’extremum local en (1, e).

Les seuls extrema locaux possibles sur un ouvert sont les points critiques. Aucun autre point ne
peut étre extremum local, donc il n’y a aucun extremum local sur U.

Montrons par récurrence sur n que, pour tout n de N, u,, existe et u, > 3e™.

Ini. ug existe et vaut 3 par hypotheses; or 3e? = 3 donc ug > 3€°, et la propriété est vraie au
rang 0.

Héré. Soit n € N. On suppose que u,, existe et u, > 3e”.

16.

Alors u, > 3e™ > 0, donc u,, appartient a I’ensemble de définition de ¢; on en déduit que
Un+1 = p(uy,) existe bien.

De plus on a vu que pour tout = > 3, p(x) > ex. Or on sait que u, > 3e” > 3e® = 3, donc
on peut 'appliquer en u, et :

Ups1 = @(un) > € X u, > e x 3e™ = 3e"T!

et la propriété est vraie au rang n + 1.
Ccl. Pour tout n € N, u,, existe et : u, > 3e™.
Montrons par récurrence sur n que, pour tout n de N, up 1 > uy.

Ini. u1 = p(ug) = ¢(3) > 15 > 3 = ug donc la propriété est vraie au rang n = 0. (L’énoncé
donnait ¢(3) > 15 un peut plus tot).

Héré. Soit n € N. On suppose que upy1 > Uy, alors en composant par ¢ strictement croissante

on obtient :
O(unt1) > @(uy)  donc  Upio > Upi

et la propriété est vraie au rang n + 1.

Ccl. Pour tout n € N, uy41 > u, et la suite (u,) est donc strictement croissante.

Enfin on a vu que u,, > 3e™ et lim 3e™ = 400 donc par théoréeme d’encadrement,

n——+oo
lim wu, = 4oo.
n—-+00
17. Voici le programme demandé :
1|lu=3
2 |ln =0
3 [while u <= 10%*3 :
4 u = np.exp(u)-urnp.exp(1/uw)
5 n = n+l
6 |print(n)

18.

19.

On a vu que pour tout n, u, > 3e" > 0 donc par décroissance de I'inverse sur R’ , pour tout

n €N,
1 1 1

0< — < —=—(e )"
Uy €™ 3( )
Or |e7!| < 1 donc le majorant est le terme général d'une série géométrique convergente; de plus
les deux termes généraux sont a termes positifs, donc le théoréeme de comparaison s’applique, et

la série de terme général ui est convergente.
n

Voici le programme demandé :
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1 [def phi(x):
2 return np.exp(x)-x*np.exp(1/x)

4 |U = np.zeros(10)

5 |U[0] = 3

for k in range(9):
U[k+1] = phi(U[k])

© oo ~ [=2]

S = np.cumsum(np.ones(10)/U)
10 |n = np.arange(0, 10)

11 |plt.plot(n, S, '+')

12 | plt.show()

On remarque que la série i semble converger tres rapidement vers [ ~ 0, 4.

n>0
Exercice 2 (EDHEC 2013)
1. (a) On calcule :

1 1 1 0 00

A2=[0 0 0 |#0 et A=[0 0 0

-1 -1 -1 0 00

(b) Passons par le noyau de A :

T 20 +y+22=0
X=1y| € Ker(A) <= AX =0 = —r—y—2=0
z —z—2z=0

qu’on résout avec les pivots : Ly <> L3, Lo < Lo+ 2L, L3+ L3y — L :

—zx—2=0 —x—2z=0 _ —z -1
= —r—y—2=0 < —y=0 <:>{$__S = X=|0|=2]0
2r+y+22=0 y=20 y= z 1
—1
donc Ker(A) = Vect 0 et Ker(f) = Vect[(—1,0,1)].
1

On en déduit que la famille (a) avec a = (—1,0, 1) est génératrice de Ker(f). Or elle est
libre car composée d’'un seul vecteur, non nul. C’est donc une base de Ker(f).
Calculons a présent 'image de f. En se servant de la matrice A on obtient :

Im(f) = VeCt[f(el)af(QZ)a f(e?))} = VeCt[(27 -1, _1); (17 _1>O); (23 -1, _1)]
= Vect[(2,-1,-1);(1,-1,0)]
En posant
b=(2,—1,-1) et c=(1,-1,0)

la famille (b,c) est donc génératrice de I f et libre car elle comporte deux vecteurs non
colinéaires, c’est donc une base de Im(f).

Remarque : on pouvait aussi obtenir dim(/m(f)) = 2 avec le théoréeme du rang ce qui
permet de conclure sans la liberté.

On connait déja Ker(f), déterminons Im(f?). On utilise A? pour obtenir :

Im(f?) = Vect[fQ(el),fQ(eg),f2(63)] = Vect[(l,O, —1),(1,0,-1),(1,0, —1)]
= Vect[(1,0,-1)]

et on reconnait (1,0,—1) = —a donc :

Im(f?) = Vect(—a) = Vect(a) = Ker(f)



ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

2.

(a)

(b)

Le polynéme P(x) = 3 est annulateur de M, et admet pour unique racine 0.
On en déduit que la seule valeur propre possible de M est 0.

Supposons que 0 ne soit pas valeur propre de M, alors M est inversible et admet un inverse
M-
On multiplie alors par M ! I'égalité M3 =0 :

M loM3 =0 M?=0

ce qui est absurde puisque M? # 0 par hypotheses.
On en déduit que 0 est bien valeur propre de M.

M admet 0 pour unique valeur propre. Supposons qu’elle soit diagonalisable. Alors M est
semblable a une matrice diagonale dont la diagonale ne comporte que des valeurs propres
de M, c’est donc la matrice nulle.

D’ou il existe P inversible telle que :
M=PoP =0

donc M = 0 ce qui est absurde (on aurait alors M? = 0).
On en déduit que M n’est pas diagonalisable.

g% est une application non nulle donc il existe u € R? tel que g?(u) # 0.

Cette famille admet trois vecteurs de R? qui est de dimension 3, donc il suffit de prouver
qu’elle est libre pour que ce soit une base.

Soient a, b, ¢ des réels tels que au + bg(u) + cg?(u) = 0.
Il nous faut au moins trois équations pour obtenir les valeurs de a, b et ¢, on va les obtenir
en composant par g :

glau + bg(u) + cg*(u)) =0 donc  ag(u) +bg*(u) +¢x0=0
puis (on recommence) :
g(ag(u) +bg*(u)) = g(0)  donc  ag*(u) =0

Or g%(u) # 0, on a donc :

au + bg(u) + cg?(u) =0 +bg(u) + cg®(u) = 0 cg®(u) =0 +c=0
ag(u) +bg*(u) =0 < bg*(u) =0 & b=0 < b=0
ag?(u) =0 a=0 a=0 a=

La famille (u, g(u), g?(u)) est donc libre et admet 3 vecteurs, c’est une base de R3.

On a g(u) = Ou + 1g(u) + 0g°(u), glg(u)] = g*(u) = Ou + Og(u) + 1g*(u) et glg*(u)] =
g%(u) = 0 donc :

0 00
N=1[|1 00
010

On a en utilisant la base B’ :

Im(g) = Vect(glul; glg(w)]; glg®(u)]) = Vect [g(u); g*(u); 0] = Vect [g(u); g*(u)]

et la famille [g(u); g*(u)] est donc génératrice de Im(g).
De plus elle est libre car ¢’est une sous-famille de la base (donc famille libre) B, donc ¢’est
une base de I'm(g) qui est de dimension 2.

On en déduit par théoréme du rang que Ker(g) est de dimension 1, donc de la forme
Vect(a') ou @’ est un vecteur quelconque non nul de Ker(g).



ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

Or on conglait un tel vecteur : g[g?(u)] = g®(u) = 0 donc ¢g?(u) € Ker(g) et g?(u) # 0 par
question a).
On en déduit que Ker(g) = Vect[g?(u)].
Déterminons enfin I'm(g?) :
Im(g?) = Veet(g*[ul; ¢*[9(w)]; °[9° (w)]) = Vect[g*(u): g°(u): g (w)] = Vect[g*(u)]
car g*(u) = 0 et g*(u) = g(¢*(u)) = g(0) = 0.

On en déduit bien le résultat cherché :

Im(g?) = Vect [92(u)] = Ker(g).

Exercice 3 (EDHEC 2012) ,
1. (a) Pour tout z € R,ona —z € Ret f(—z) = \|—z|e *=%)" = f(x). Donc f est paire.
(b) On passe par 'intégrale partielle, avec M — +o0 :

M by 2 M A 2 —1 by 2 M ]. )\MQ ].
/ Alz|e ™ dx :/ Axe  dr = | —e =——e" +-—
0 0 2 0

+oo 1
Donc () dz, impropre en 400, converge et vaut 7
0

+oo +0o0
(c) Par parité, on a donc / f(z)de =2 (x)dx = 1. De plus, f est continue sur R
- 0

oo
et positive. Donc f est une densité de probabilité.

2. (a) Sans passer par l'intégral partielle puisque 1’on ne nous demande pas de calculer I'intégrale,
on passe par comparaison :

zAze _ yghere? _ (xQ)Q

1/x? ST 0

car X2 =0 (e’\X) et donc \z2e = = o (x%)

too g
De plus / —dx converge (Riemann).
1 X

+oo
Donc par comparaison de fonctions positives, l'intégrale / xf (x) dx, impropre en 400
0

est convergente.

+oo
(b) Comme la fonction x — 2 f (x) est elle impaire alors / xf (x) dr converge et est nulle.
—0o0

Ainsi, X a une espérance et £ (X) = 0.

M 2

3. (a) Sur lintégrale partielle / 22 re % dx avec
0

v (z) = Aze " que 'on a déja primitivé u (z) = —%G_AIQ et v(z) =227 (2) =2z

Les fonction u et v étant C* :

0
M 1 (M
= SAM? gy Aze M dg
2 AJo
ﬁll
2\

+o0 1
Donc / 2% f (x) dx converge et vaut R
0
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+oo

1
(b) Par parité, / 22 f (z) dz converge et vaut 3

1
Donc E (X?) = X et X a une variance V (X) = E (X?) — E(X)* =

— 00
1
R
4. (a) Y(Q) =R; donc Fy(z) =0si x < 0. Pour tout x € Ry :
P(Y<z)=P(X*<z)=P(X|<Vz)=P (-2 <X < a)
Comme X est a densité, on obtient finalement

0 siz <O

FY(i)Z{ Fx (Vz)— Fx (—/z) siz>0

(b) Fx est C! sur R donc Fy est C! sur R* (z > 0 pour la racine) et une densité est fy (z) =
Fj, (z) siz >0 et si z <0 (probleme de dérivabilité en 0) et pour z > 0 :

(@) = P (Va) gz + P (+Va) 5z = 5= (£ (VE) + 1 (~v2)
- 2\2/5 (Vz) = \}EA\/&AW — Xexp (—Az).

o 0 siz <0
Ainsi, fy($)—{ Nexp(—Az) siz >0 et Y — e (M.

(¢c) Onadonc E (X?) =E(Y) = % dou V(X)=E(X?) = % puisque E (X) = 0.

1
5. (a) On pose W = —Xln(l —U). Pour tout z € R :

(W <) = <—/1\ln(1 )< x) — (1=U > exp(=\z)) = (U < 1 — exp (—Az))

et donc
P(W<z)=P({U<1—exp(—Az)) = Fy (1 —exp(—Ax))
0 sixz <0
La fonction de répartition de U est définie par : Fy (z) =< x siz €[0,1] Or, pour tout
1 siz>1

x>0onal<exp(—Azr)<letl>1-—exp(—Az)>0donc P(W <z)=1-—-exp(—\z).
Et si x <0 alors exp(—Ax) > 1et 1 —exp(—Az) <0 donc P(W < x) =0 et on reconnait
bien la fonction de répartition de € (A).
Ainsi, W — € (A).

(b) Soit U < Ujgy alors W — £ ()) et comme VY = |X]| alors vV suivra la méme loi que
| XT.

def simullX|(lambda):
u = rd.random()
w = -np.log(1l-u)/lambda
return np.sqrt(w)

- w [ -

(¢) P(X >0)= [t f(z)dx et par parité = [°__ f(z)dz= P (X <0).

Connaissant | X|, reste & simuler X = =+ |X| avec équiprobabilté des valeur £
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1 |def simulX(lambda):

2 xabs = simul|X| (lambda)
3 if rd.random()<1/2:

4 return xabs

5 else:

6 return -xabs

6. (a) Une densité de Y est : fy = { )\exp(z—Ax) Sslla;gz%
On a
n n
L\ = H Aexp (—Axg) = \"exp (—)\Zxk>
k=1 k=1
Donc :

In(L(A) =nln(X) = A> a
k=1

(b) On considere la fonction ¢ définie pour tout réel de |0, +oo] par :
©(A) =nln(\) — )\Zxk
k=1

¢ est dérivable sur |0, +oof et

PN =5 o= —i
k=1
donc
A 0 n/ > xy +00
¢'(A) + 0 -
o) / \

et ¢ a un maximum unique en z = ———.
D>k
k=1
Comme ¢ (A) =1In (L (\)), et que In est strictement croissante sur ]0, 4+o00[ alors z sera aussi
un maximum pour la fonction L.
too
7. (a) Par le théoreme de transfert, Z, a une espérance si / — fn (t) dt converge absolument

— 00
ce qui équivaut ici a la convergence simple, tout étant positif).
q q g ple, 1%

0
Or/ tf, (£)dt = 0 et

A" n An—l
tn—le—)\t — tn—2€—)\t =

(n—1)! n—1(n—2)! n

n
t

() =73 " faet ()
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donc

n n

+oo +oo
/0 o (1) dt = \ 1/0 Facr (8)dt = A

+oo

Ainsi, / tfn (t) dt converge et vaut )\Ll donc Z,, a une espérance et £ (Z,) = A n T
o n— n—
(b) Z! est un estimateur sans biais de A si £ (Z],) = \.

—1
Soit Z! =

—1 —1
Z, alors B (7)) = “—~F (" Zn> =\
n n

-1
Ainsi, Z), = i

Z,, sera un estimateur sans biais de .

10



