ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

Correction du TD 5
F Variables aléatoires discretes

Correction de ’exercice 24

1. (a) (X2 = O) = R1 N Ry, (XQ = 1) = (R1 N BQ) U (Bl N Rg), (XQ = 2) = B1 N Bs.
(b) X2(Q) = {0,1,2}.
Avec la formules des probabilités composées, on a :

1

P(X9=0)=P(R1NRy) = P(Ry)Pr,(R2) = 3"

[SCRIN )

X

N =

Par incompatibilité puis avec la formules des probabilités composées, on a :

P(Xo=1) = P((RiNB2)U(B1NRy))=P(RNBz)+ P(B1NRy)

1 1 1 1 1
= P Pr, (B P(By)P =X -4 -X=-=—.
(R1)Pr, (B2) + P(B1)Pp (R2) = 5 x g+ 5 x5 =3
Avec la formules des probabilités composées, on a :
1 2 1
P(X2 = 2) = P(Bl ﬁBQ) = P(Bl)PBl(BQ) = 5 X § = g

On remarque que Xo — U([0,2]). Donc X2 admet une espérance et une variance et on a :

042 (2-0)(2-0+2) 2
(Xe) = =5 et ViX) 12 3
2. (a) Avec la formules des probabilités composées, on a :
1 2 3 1
P(Xg = 0) = P(R1 N Ry ﬂRg) = P(Rl)PRl(Rg)PleRQ(Rg) = 5 X g X Z = Z
1 2 3 1
P(Xg = 3) = P(Bl N By ﬂBg) = P(Bl)PBl(BQ)PBlmBQ(BS) = 5 X g X Z = Z

(b) Avec le SCE (XQ = 'L.)OSZ‘SQ, on a :
2
H&ZDZf%U@FON&Zﬂ
2
= Z P((X2=1)N(X3=1)) (par incompatibilité)

= Z P(X2 = j)P(x,—j (X3 =k) (probabilités composées).
=0

Calcul de P(x,—0)(X3 =1)

On constate que 'on a obtenu aucune boule blanche durant les deux premiers tirages et
on souhaite obtenir une boule blanche dans les trois premiers tirages. Nous disposons donc

de 3 boules rouges et de 1 boule blanche a I'issue de la deuxieme pioche et on obtient une

1
boule blanche au troisieme tirage donc P x,—o) (X3 = 1) = T

Calcul de Pix,—1)(X3 =1)

On constate que 'on a obtenu une boule blanche durant les deux premiers tirages et on
souhaite obtenir une boule blanche dans les trois premiers tirages. Nous disposons donc de

2 boules rouges et de 2 boules blanches a l'issue de la deuxieme pioche et on obtient une
2
boule rouge au troisieme tirage donc P x,—1)(X3 =1) = T
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(b)

Calcul de P x,—0)(X3 =1)

On constate que 'on a obtenu deux boules blanches durant les deux premiers tirages et
on souhaite obtenir une boule blanche dans les trois premiers tirages, ce qui est impossible
donc P(X2:2)(X3 = 1) = 0.

L. 1 1 1 2 1 3 1
AmSI’Ona‘P(X3_1)_§XZ+§XZ+§XO_3X4_Z
Comme (X3 = i)p<i<3 est un SCE, on a :
1
P(X3:2):1—P(X3:O)—P(X3:1)—P(X3:3):Z.

On a ainsi démontré que X3 — U([0, 3]).

Xn(©2) = [0,n]
D’apres la formule des probabilités composées, on a :

P(Xn = 0) = n...N Rn) = P<R1>PR1 (RQ) - PRﬂT...ﬂRn,l(Rn)
n—1 n 1

X ... X X = .
n n+1 n-+1

wlin

En considérant le systeme complet d’événements (X,—1 = i)o<i<n—1 :

n—1

On obtient alors :

= Z P(Xn-1=1)Px,_,—i)(Xn =1) (probas composées)
i=0

Or, si 'on veut obtenir k boules blanches durant les n tirages, il est indispensable d’avoir
obtenu k boules blanches durant les (n — 1) premiers tirages (donc le n-iéme tirage donne
une boule rouge) ou l'on a obtenu k£ — 1 boules blanches durant les (n — 1) premiers tirages
(donc le n-ieme tirage fournit une boule blanche). Donc les probabilités conditionnelles
Px,_,=i)(Xy = i) sont nulles sauf si i =k — 1 ousii=k.

On en déduit que

P(Xp=k)=P(Xp1=k—-1)Px, —k—1)(Xn=k) + P(Xp-1=k)Px,_,=i)(Xn = k)

Calcul de P(Xn,lzk—l)(Xn =k)

On a obtenu k — 1 boules blanches durant les (n— 1) premiers tirages et on souhaite obtenir
k boules blanches dans les n premiers tirages. Nous disposons donc de (kK — 1) +1 = k
boules blanches et de (n + 1) — k = n — k + 1 boules rouges a l'issue de la (n — 1)-iéme
pioche (qui compte 2+ (n — 1) = n + 1 boules) et on obtient une boule blanche au n-ieme

tirage donc P(x, ,—p—1)(Xn = k) = REE
n
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Calcul de Prx, ,—p)(Xn = k)

On a obtenu k boules blanches durant les (n — 1) premiers tirages et on souhaite obtenir &
boules blanches dans les n premiers tirages. Nous disposons donc de k + 1 boules blanches
et de (n+ 1) — (k+ 1) = n — k boules rouges a l'issue de la (n — 1)-iéme pioche (qui
compte 2 4+ (n — 1) = n 4+ 1 boules) et on obtient une boule rouge au n-iéme tirage donc

n J—
Pix, 1=k (Xn=k) = nrl
1
(d) Posons P(n) : "Vk € [1,n], P(X, =k) = - 1”.
. . 1 1
Ini. (P2) est vraie car P(Xo =1) = P(Xo =2) = 3T 3ET

Héré. Soit n > 2. Supposons que P(n) vraie. Montrons que P(n + 1) est aussi vraie.
Pour tout 1 < k < n, on a avec les questions 3.(b) et 3.(c) et en utilisant I’hypothese
de récurrence,

P(Xny1=k) = PXp=k—1)Px,=p—1)(Xnt1 = k) + P(Xp = k) P(x, =) (Xnt1 = k)
1 k 1 n+1—k n+1 1

X X = = )
n+1 n—|—2+n—|—1 n+2 n+1)(n+2) n+2

La formule est donc pour tout 1 < k < n. Pour k =n+1, on a (en utilisant la question

3.(a)) :

" "1 n+1 1
P(Xpy1=n+1) P(Xpi1=k)=1- —1_ _ ‘
(X1 =n+ kzo ntl ;On+2 n+2 n+2

Donc P(n + 1) est vraie.
Ccl. Par le principe de récurrence, P(n) est vraie quelque soit n > 2.

(e) On remarque que X,, — U([0,n]). Donc X,, admet une espérance et une variance et on a :

(n=0)(n—-0+2) n(n+2)
12 12

0
E(X,) = ;”:g ot V(X,)=




