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Compétences attendues.

v Mettre un systeme linéaire sous forme échelonnée a ’aide de la méthode du pivot de Gauss.

v/ Obtenir I’ensemble des solutions d’un systeme linéaire échelonné.

v/ Obtenir la famille génératrice de ’ensemble des solutions dans le cas d’un systeme linéaire sans second
membre.
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Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

1 Généralités

1.1 Définitions

Définition.
On appelle systeéme linéaire de n équations a p inconnues réelles 1,22, ..., z,, un systeme de la forme
suivante :
1,171 + a1,2%2 + ...+ a1,pTp = b1
21T1 + G222 + ...+ A2 pXTp = by
(5) : :
Ap1T1 + G 2T2 + ...+ UnpTp = by

ou les coefficients a; ; et b; sont des nombres réels. La i-eme équation du systéme est notée L; et est appelée
i-eme ligne du systeme (.9).

On cherche & résoudre (), c’est-a-dire a trouver tous les p-uplets (x1, z2, ..., x,) vérifiant les n équations
de (9).

Cas particulier.
e Sin =p (cest-a-dire 8’il y a autant d’équations que d’inconnues), on parle de systéme carré d’ordre n.
e Si, pour tout ¢ € [1,n], b; = 0, on parle de systéme homogeéne ou sans second membre.
Définition.

e Un systéme est dit compatible (ou possible) s’il admet au moins une solution et incompatible (ou
impossible) s’il n’admet pas de solution.

e On appelle systéeme de Cramer tout systeme linéaire qui admet une unique solution.

Définition.

Soient (S) et (S’) deux systémes linéaires & p inconnues (n’ayant pas nécessairement le méme nombre
d’équations). (S) et (S’) sont dits équivalents s’ils admettent le méme ensemble de solutions, c’est-a-dire
si:

(z1,22,...,2,) est solution de (S) < (z1,xa,...,2,) est solution de (S57).

1.2 Opérations élémentaires

La résolution d’un systéme linéaire (S) va consister & transformer (S) en un systéme équivalent (S) plus facile
a résoudre. Pour cela, on utilise des opérations élémentaires sur les lignes :

— Propriété 1 (Opérations élémentaires)

Soit (S) un systéme linéaire de n équations Lq, Lo, ..., L, & p inconnues 1,2, ..., Tp.
On obtient un systeme (S”) équivalent & (S) en effectuant les opérations suivantes, dites opérations
élémentaires :

e Supprimer une équation nulle, c’est-a-dire de la forme 0z + 0x2 + ... 4 0z, = 0.
° Echanger la i-eme ligne L; et la j-eéme ligne L;. On notera L; <+ L;.

e Remplacer la i-eme ligne L; par AL; + uL; (A # 0 et i # j). On notera L; - AL; + pnL;.

& Attention.

Pour V'opération L; <— AL; + pLj, il faut que A soit non nul. Sinon le systéme obtenu (S”) ne sera pas
équivalent au systeme de départ (5).
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1.3 Systemes échelonnés et triangulaires
Définition.

Un systéme linéaire (S) de n équations & p inconnues x1, x2, .

Définition.

triangulaire s’il est de la forme :

a11r1 + ai2x2 + apsxrsy + + a1.n.%Tn
a22T2 + a23r3 + +  a2.nTn

(S) : az3r3 + + a3 nTn
a"ﬂ nmn

s

2 Résolution des systemes linéaires
2.1 Meéthode du pivot de Gauss

% Méthode.

Considérons un systéme de n équations (n > 2), ol toutes les inconnues 1, 3, .

a11%1 +Fa1222+ ...t arpx, = b
21T + G22T2 + ...+ A2 pXTp = b
Up1T1 + Gn2®2 + ...+ anpTp = by

Pour résoudre (S), on applique la méthode du pivot de Gauss suivante :

Lycée Clemenceau, Reims

.., Zp est un systéme échelonné si n < p et
siVi e [1,n], Vj € [1,p] avec i > j, a; ; = 0. Autrement dit, (.S) est échelonné s'il est de la forme :

111 + ai12x2 + ai13r3 + a14T4 + + a1pTp, = by
a22T2 + G23T3 +  a24%T4 + + aspr, = b

(S) : as3r3 + azary  + + azprp, = b3
QpnTn + + anpTpy = by

Un systéme linéaire (S) est un systéme triangulaire s’il est carré et échelonné. Autrement dit, (S) est

by
bo
b3

bn

.., Tp apparaissent :

(1) Si(S) contient au moins une équation impossible, alors la résolution est terminée et (.S) est impossible.

Si (S) contient des équations nulles, on se raméne & un systéme équivalent en les supprimant.

Si a1 = 0, on permute les lignes du systéme (ce qui donne un systeéme équivalent) pour que l'inconnue
x1 soit présente dans la premiere équation. On a alors a; ;1 # 0 et c’est le premier pivot de Gauss.

Pour tout ¢ € [2,n], on effectue 'opération L; < a11L; — a;1L;. On obtient un systéme équivalent
(S") dans lequel les n — 1 derniéres lignes ne contiennent plus 'inconnue  :

a11T1 +  a12T2  + + aiprT, = by (LY)
(5) : G222 + +oagry = by (L)
a;z,2x2 + + Gpprp = bn (L7)

Notons (S”) le systéme linéaire formé des n — 1 dernieres lignes de (S’) (les lignes L, L%, .
inconnues xg, X3, ..., Ty.

.., L) aux

On applique & (S”) le méme traitement que celui que I'on & fait subir a (S).
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En suivant cette méthode du pivot de Gauss, on obtient en un nombre fini d’étapes un systéme équivalent &
(S) qui est soit impossible, soit échelonné. On a ainsi montré la :

Propriété 2 (du pivot de Gauss)

Tout systeme linéaire est équivalent soit & un systéme impossible, soit a un systeme échelonné.

2.2 Exemples

Exemple 1. Résoudre le systeme suivant :

x + y + 2z =5 (Ly)
(S1) : x -y — z =1 (L)

Exemple 2. Résoudre le systeme suivant :

20 + y — z + 2t + 2u = 2 (L1)
(S2):¢ 4z + 2y + z — 2t + 4du = 1 (L)
dr + y o+ oz + 4 = 4 (L)
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Exemple 3. Résoudre le systéeme suivant :

(S3) :

x
x
2x
2x

+ 4+

2y
2y
4y
4y

++ 4+

2t
6t
9t
6t

++ 4+

3u
8u
3u
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Exemple 4. Résoudre le systeme suivant :

r +y - 2z - t =1 (Ll)

Sl @ twE oz o2 =3 (L)
YUY 2w - oy 4+ 22 — t = 2 (Ls)
3z + 3z — 3t = 6 (Ly4)
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2.3 Forme générale des solutions

Cas d’un systéme avec second membre

— Théoréme 3 (Solutions d’un systéme triangulaire)

Soit n un entier > 2 et () le systeme triangulaire suivant :

a1,171 + @122 + a13r3 + ... + a1, = b

a22T2 + a23x3 + ... + G2,T, = by

(S) : az3rs + ... + azpr, = b3
Apndn = bn

Si les pivots a;; sont tous non nuls, alors le systeme (S) admet une unique solution. Autrement
dit, (S) est un systéme de Cramer.

Preuve. Puisque ay,, est non nul, x, est uniquement déterminé par la n-eme équation. Ensuite, puisque
Gn—1,n—1 est non nul, la n — 1-eme équation détermine de maniere unique x,_; et ainsi de proche en proche,

on détermine de maniére unique Z,_o, p_3,...,x2, 1. Ceci montre que (S) admet une unique solution et est
donc un systéme de Cramer. ]
Définition.

On considere un systéme échelonné (S) a n équations et p inconnues z1,Z2, ..., z, de la forme suivante :

aiizi +  aipr2  + ai3rz + a1a%s F + aptp = b

azjyTj, + . T oa2pTy = by

(S): 3,55 %js T oazpry = by

Unj, Tj, + oo F GnpTp = by

avec
1<jo<ys<...<jn<p et 011’1750, a27j27$0,..., anyjn;«éO.

Les inconnues 1, j,,...,%;, figurant en téte de chaque équation s’appellent les inconnues principales
de (S) et si n < p, les autres inconnues s’appellent les inconnues secondaires.

— Théoréme 4 (Solutions d’un systeme échelonné)

Soient n et p deux entiers tels que 2 < n < p et (S) le systéme échelonné suivant :

a11r1 + Q122 + a13rz  + 1,44  + ... + a1pT, = b

2,55 L5, + e R az pTp = bg

(S) . a3, 533 + N R az pTy = bg

Un,j, %5, + ..+ anpTp = by

avec
1<jo<yjs<...<jn<peta1#0, a2 #0,...,a,; #0.

Si on passe les inconnues secondaires dans le second membre du systéme, les n inconnues
principales 1, zj,,..., x;, sont déterminées de maniere unique (en fonction des inconnues

secondaires) par un systéme triangulaire d’ordre n dont tous les pivots sont non nuls.

(S) admet donc des solutions dépendant des p — n inconnues secondaires. On dit alors que le
systeme est indéterminé et plus précisément qu’il admet une indétermination d’ordre p — n.
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Ainsi, pour un systéme linéaire avec second membre, trois cas sont possibles :
e Il admet aucune solution (le systéme est impossible).
e Il admet une unique solution (le systéme est de Cramer),

e Il admet une infinité de solutions (le systéme est indéterminé).

Cas d’un systéme sans second membre

Un systéme sans second membre & p inconnues posséde au moins une solution, le p-uplet (0,0,...,0). Iy a
donc seulement deux cas possibles :

e Il admet une unique solution égale & (0,0,...,0) (le systeme est de Cramer),

e Il admet une infinité de solutions (le systéme est indéterminé).

— Propriété 5 (Structure des solutions d’un systéme sans second membre)

Soit (S) un systeme linéaire sans second membre qui admet une indétermination d’ordre p — n.
(1) L’ensemble des solutions de (S) peut se mettre sous la forme :
Vect(er,...,ep—n) ={Me1+ ...+ Xpnep—n | A1, Xpn €R}L
ou (e1,...,ep—n) est appelée la famille génératrice de I’ensemble des solutions.

(2) L’ensemble des solutions de (S) est stable par combinaison linéaire : la somme de deux
solutions ou le produit par un scalaire d’une solution est encore une solution. On dit que c’est
un espace vectoriel.

Exemple. Résoudre le systeme sans second membre suivant et donner une famille génératrice de I’ensemble
des solutions :

r + 2y + 3u = 0
(Ss) : z 4+ bu = 0
t — 2u = 0
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