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Compétences attendues.
v  Justifier la continuité d’une fonction en un point ou sur un intervalle.
v Etudier si une fonction est prolongeable par continuité et, si oui, donner le prolongement.
v/ Déterminer I'image d’un intervalle par une fonction continue.
v/ Démontrer qu’une fonction est bijective a ’aide du théoreme de la bijection.
v En déduire les propriétés de la bijection réciproque (continuité, sens de variation, limites).

v Etudier les suites (u,) définies implicitement par une relation du type f,(un) = 0 ou f(un) = vp.
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1 Continuité

1.1 Continuité en un point

Définition de la continuité en un point

Définition.

] Soit f une fonction définie au voisinage d'un réel xzo € Dy.

On dit que f est continue en zj si f admet une limite finie en xy égale & f(z(). Autrement dit :

f est continue en o < lim f(z) = f(xo)
T—x0

Dans le cas contraire, on dit que f est discontinue en xz.

% Méthode.

% Pour montrer que f est continue en xg, il suffit de montrer que lim f(x) = f(zo).
T—xTo

Exemple. Etudier la continuité au point zy des fonctions suivantes :

x?—1

exg=1let fle)={ z—1 STFh
1 sixz=1.

vVr+2-—2

5 siz € [—2,2[U]2, +o0],

e x9g=2et g(z) = z
six = 2.

=
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1 . 0
e zp=0cet h(z) = xp T2 siz #0,
0 sixz=0.

Continuité a gauche, a droite
Définition.
Soit f une fonction définie au voisinage d'un réel xg € Dy.

e On dit que f est continue a gauche en zg lorsque lim f(z) = mlggcl f(@) = f(zo).
TT x<x8

e On dit que f est continue & droite en z( lorsque hm+ f(z) = lim f(x)= f(zo)-

Tr—rTo
Ty T>T0

f est continue a gauche et a droite en zy < f est continue en z(

Méthode.

L’étude de la continuité a gauche ou a droite de f en un point x( est pertinente si on est dans une des
situations suivantes :

Propriété 1 (Continuité a gauche et a droite)
|7S01t f une fonction définie au voisinage d’'un réel xy € Dy. Alors :

e f(x) s’exprime différemment & gauche et & droite de xo.

e Il y a un dénominateur dans l'expression de f(x) qui s’annule et change de signe en xg.

Exemples. Etudier la continuité au point xy des fonctions suivantes :

zel/*  six £0,
'xo:oetf(x):{ 0 Sizi().
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x|+ 22
T siz <0
* w0 =0et h(z) = lexp ! siz >0
T T

1.2 Continuité sur un intervalle
Définition.
Soit I un intervalle et f : I — R une fonction.

On dit que f est continue sur [ si elle est continue en tout point de I. L’ensemble des fonctions continues
sur I est noté C(I) ou C°(1).

— Théoréme 2 (Fonctions usuelles et continuité)

(1) Les fonctions polynomiales, les fonctions rationnelles, la fonction valeur absolue, les fonc-
tions logarithme et exponentielle, les fonctions puissances (en particulier la fonction racine
carrée) sont continues la ou elles sont définies.

(2) La fonction partie entiére est continue sur tout intervalle [n,n + 1, avec n € Z, puisqu’elle est
constante égale a n sur cet intervalle. Par contre, elle est discontinue en tout point n € Z car :

lim |z] =n—1 et lim |z|=n.
T—=n" z—nt
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L’ensemble des fonctions continues est stable par somme, par produit par un scalaire, par produit, par quotient
et par composition. Plus précisément :

— Théoréme 3 (Opérations sur les fonctions continues)

(1) Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et A un réel quelconque. Alors :
e f+g, \f et f.g sont continues sur I.

e Si g ne s’annule pas sur I, alors = est continue sur I.

(2) Soient f une fonction continue sur un intervalle I, & valeurs dans un intervalle J (c’est-a-dire
f(I) Cc J) et g une fonction continue sur J. Alors g o f est définie et continue sur I.

Exemple. Justifier la continuité sur R de la fonction suivante :

el/= siz <0,
f(z) = 0 siz=0,
zln(x) siz>0.

1.3 Prolongement par continuité
Béﬁnition.

Soit I un intervalle et f une fonction définie sur I\ {zo}, mais pas en z;. Supposons que lim f(z)=¢.
T—To

Alors la fonction f : I — R définie par :

f(x):{ f(x) stz # o,

{  six=xg,

est continue en xg et elle sera appelée le prolongement par continuité de f en x.

Remarque. Souvent, on prolonge f par continuité en xg en posant simplement f(xo) = £ (on confond alors
les fonctions f et f).
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Exemples. Peut-on prolonger par continuité les fonctions suivantes :

e f(z)=2xln(x)

o g(z) = exp (1)

o hz)=(14+2z)*

2 Image d’un intervalle par une fonction continue

2.1 Théoréme des valeurs intermédiaires

— Théoréme 4 (des valeurs intermédiaires)

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] et qui change de signe sur cet intervalle (c’est-
a-dire que f(a).f(b) <0). Alors il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = 0, c’est-a-dire que f s’annule au
moins une fois sur [a,b)].
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Exemples.

e Montrer que I'équation e = 2 — z admet au moins une solution dans 'intervalle [0, 1].

w284 —1 . .
e Montrer que 1’équation RO = 0 admet au moins une solution sur R.
x
On peut exprimer le théoreme des valeurs intermédiaires d’'une sec- A
onde fagon : f(b)

— Propriété 5 (Image continue d’un intervalle)

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b].
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe (au moins) f(a)
un réel ¢ € [a,b] tel que f(c) = k.

Ainsi, I’image d’un intervalle par une fonction continue
est un intervalle. ; >

1
1422

Exemple. On considere la fonction f(z) =

1. Etudier les variations de f.
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2. Déterminer f(] —1,1]), 7([0,2]), f(] = 1,+o0]) et f(R).

Remarque. Comme on le voit sur ’exemple précédent, 'image par une fonction continue d’un intervalle
n’est pas forcément un intervalle de méme nature. C’est par contre le cas lorsque 'intervalle est un segment,
c’est-a-dire de la forme [a, b] :

— Propriété 6 (Image continue d’un segment) A

Si f est continue sur [a,b], on a :

f([a,b]) = Jél[ir},] f(@), max, f(x)

Ainsi, ’image d’un segment par une fonction continue est m
un segment.

v

Remarque. En particulier, si une fonction f est continue sur un segment, alors f y posséde un maximum
et un minimum.

2.2 Théoreme de la bijection

Rappelons la définition d’une fonction bijective :

Définition.

Soient I et J deux intervalles de R et f une fonction de I dans J. La fonction f est une bijection de I
dans J lorsque tout élément y € J possede un unique antécédent = € I par f. Autrement dit :

VyeJ, Axel, y= f(x).

Comme on I’a déja vu dans les chapitres précédents, le théoreme suivant permet de montrer qu’une fonction est
bijective :

Théoréme 7 (de la bijection)

Soit f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I de R.
Alors J = f(I) est un intervalle et f réalise une bijection de I dans J.

Remarque. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b], avec a < b, et k un réel entre f(a) et f(b).

e D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe au moins une solution dans [a,b] & 1’équation
f(x) = k. Mais nous n’avons pas plus d’information sur le nombre exact de solutions.

e Dans le cas ou f est strictement monotone, on déduit du théoreme précédent que f réalise une bijection
de [a,b] dans f([a,b]) (égal & [f(a), f(b)] si f est strictement croissante et a [f (D), f(a)] si f est strictement
décroissante). On peut alors préciser le théoréme des valeurs intermédiaires : il existe une unique solution
¢ € [a,b] & I'équation f(c) =k (ou c est I'unique antécédent de k par f).
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Définition.
Soit f une bijection d’un intervalle I dans J = f(I).
On appelle alors bijection réciproque de f la fonction notée f~! définie par :

£ J = 1
"1 v — fY(y) =l'unique antécédant de y par f

Ainsi, on a pour tout x € [ et y € J :

y=1[f(x) & [y ==

— Propriété 8 (Bijection et bijection réciproque)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, continue et strictement monotone. Alors f réalise
une bijection de I dans J = f(I), et sa bijection réciproque vérifie :

(1) Pour tout x € I et y € J,
flof@)== et fof ') =y
En particulier, f~! réalise une bijection de J sur I.

(2) Dans un repere orthonormé, les courbes représentatives Cy et Cy-1 sont symétriques par rap-
port a la premiere bissectrice du plan d’équation y = z.

(3) f~! est elleeméme continue sur .J, strictement monotone et de méme sens de variation
que f.

(4) Sia,beRU{£oo}, alors :

lim f(z) =b < lig})f’l(a:) =a.

r—a

e’ —1
2

Exemple. Considérons la fonction f(z) =

1. Etudier les variations de f.



ECE1 Lycée Clemenceau, Reims

2. Montrer que f réalise une bijection de son ensemble de définition sur un intervalle J a préciser.

3. On note f~! la bijection réciproque de f. Préciser les variations de f~! sur J ainsi que ses limites aux
bornes de J.

4. Pour tout y € J, résoudre I’équation y = f(x) d’inconnue x. En déduire 'expression de f~1.

5. Retrouver les résultats de la question 3 en utilisant I’expression de f~!.

10
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6. Tracer dans un méme repere les courbes représentatives de f et de f~1.

11
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