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Séries réelles

Exercice 1
Calculer les sommes suivantes aprés avoir justifié la convergence des séries :
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Exercice 2 5
Soit uy, = ———.
o tn (n—1)!
a b c

1. Déterminer a, b, c € R tels que pour tout n > 3, u, = (n—3)! + (n—2) + 1)

2. En déduire que la série E u, converge et donner sa somme.
n>1

Exercice 3
1. Soit p €]0,1[ et ¢ = 1 — p. Montrer que les séries suivantes convergent et que :

+oo “+o0o 1 +oo q + 1
> pgt =1, > gt =, > nPpgt Tt = -
n=1 n=1 p n=1

p

2. Soit A € R. Montrer que les séries suivantes convergent et que :

+o0o A +o0o no—\ +00  9\p —\

Ae nA"e nA"e
2} o L, 2} n A, Zo ol =AA+1).
n= n= n=

Exercice 4
Considérons les trois suites suivantes :

anzm, bn:1n<1—132>, cn:ln<w>, dn:ln<1—|—n(n2+3)>.

1. (a) Ecrire, pour tout entier naturel n non nul, a, sous la forme w41 — uy,.

(b) En déduire la nature de la série de terme général a,, et donner sa valeur si elle converge.

2. Reprendre les questions précédentes avec by, ¢, puis d,.
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Exercice 5 k

b
1. Trouver deux réels a et b tels que : Vk > 1, Uz o1 2]{(:_ 1 + 5 1
: . (—=1)n*in
2. En déduire que la série de terme général u,, = 1 converge et calculer sa somme.
n J—
Exercice 6 1
On consideére la série .
; n(n+1)(n+2)
. . , 1 a b c
1. Déterminer des réels a, b et c tels que : Vk € N*, =4+ —++

k(k+1)(k+2) k k+1 k+2

1
)k +2)

n
2. Déterminer alors S, = Z pour tout n > 1.
— kE(k+1

3. En déduire que la série converge et déterminer sa somme.

Exercice 7 n (_1)k—1
Considérons, pour tout n € N*, la somme S,, = Z 7
k=1

1. Montrer que les suites (S2;,)nen* €t (S2n+1)nen+ sont adjacentes.

1 n—1
2. En déduire que la série harmonique alternée Z L est convergente.
n>1 n
Exercice 8 n
Soit = €]0,1[. Pour tout n € N, on pose Sy, (z) = Zxk
k=0

1. (a) Calculer S,(z).

(b) En déduire que la série E " converge et expliciter sa somme.
n>0

2. (a) Calculer de deux fagons distinctes la dérivée S (z).

nz™ — (n+1)2" + 1

(b) En déduire que Z kb=t =

prt (1—x)2
(c) Déterminer lim nzx™.
n—+o0o
+o0 1
(d) En déduire que la série Z na™"! converge et que Z nz" 1 = s
n>0 n=0 (1-2)
Exercice 9
1. Démontrer les inégalités suivantes :
? rEeER, e > 2 HAS , T 2 In(x).
) Vx € R, e > i) Ve e Ry, > 1

2. En déduire la nature des séries suivantes :

(@) S (i7) Zln(ln) (i) Z"Jreif(”).
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Exercice 10

. . 1
On considere la série E T

n
n>1

L’objectif de cet exercice est de démontrer que cette série est divergente.

1. Montrer que, pour tout entier k > 1, 2(vk + 1 — Vk) <

3 %‘H

2. En déduire que, pour tout entier n > 1, 2(yvn+1—-1) < —.

?‘
—
T

3. Conclure.

Exercice 11 1
On considere la série Z —— et on note S, la n-ieme somme partielle de cette série.
er +e "
1. Déterminer la monotonie de la suite (Sy)nen.

. 1 K
2. Justifier que : Vk € N, P <e

1

3. En déduire que : Vn € N, S, < T
—e

1

4. Montrer que la série Z converge et que :

en+e

+oo 1

> e <
en 4 e e—1

n=0

Exercice 12 1 n
Considérons la série Z — et notons, pour tout n € N*, §,, = Z — sa somme partielle de rang n.
n k

k=1
Nous allons montrer que cette série est divergente.

1
1. Montrer que, pour tout n € N*, Sy, — 5,, > X

. 1 . .
2. Supposons, par 'absurde, que la série g — converge, c’est-a-dire que la suite des sommes
n

partielles (S,),en+ converge vers un réel /.

(a) Calculer lim (S2, —Sp).

n—-+00

(b) En déduire une contradiction avec la question 1. et conclure.

Exercice 13
On considere la suite (a,)nen définie par ag > 0 et par la relation suivante :

Vn €N, apt1 = ane” .

a) Montrer que, pour tout n € N, a,, > 0.

(a)

(b)

(c) En déduire que (ap)nen converge et déterminer sa limite.
)
)

2. (
(

b) Etudier le sens de variation de la suite (a,)nen.

a) On pose b, = In(a,). Calculer b, 1 — b, en fonction de a,.

b) En déduire la nature de la série Z Qn.-
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Exercice 14
Soit (up)nen la suite définie par la donnée de ugy €]0, 1] et par la relation suivante :

2
VneN, upy1 = up —u,.

1. (a) Montrer que, pour tout n € N, u,, €]0,1][.

(b) Etudier la monotonie de la suite (s, )nen.

(c) En déduire que la suite (uy,)nen converge, et déterminer sa limite.

2. Montrer que la série E ui converge et calculer sa somme en fonction de uyg.

3. Quelle est la nature de la série Z (In(upt1) — In(uy,)) ?

Exercice 15
On se propose d’étudier la suite (uy),en définie par la donnée de ug = 0 et par la relation :
u? +1

Vn eN, upp = 5

1. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a : 0 < u, < 1.
(b) Etudier les variations de la suite (up)nen-

(¢) En déduire que la suite (uy)nen converge et donner sa limite.
2. Pour tout entier naturel n, on pose : v, =1 — uy.

(a) Pour tout k € N, exprimer vy, — vi41 en fonction de vy.

n

(b) Simplifier, pour tout n € N, la somme Z(vk — Vgt1)-

k=0
+oo
(c) Donner pour finir la nature de la série de terme général v2 ainsi que la valeur de E v2.
n=0

Exercice 16
Soit (un)nen la suite définie par la donnée ug > 0 et par la relation suivante :

Vn €N, upy1 = un + ui

1. (a) Montrer que la suite (uy)nen est croissante.
(b) Montrer que la suite (uy,)nen diverge vers +oo.
On pourra faire un raisonnement par l’absurde.
In(uy,)
n

2. On pose, pour tout entier naturel n, v, =

1 1
a) Montrer que, pour tout n € N, vy 41 — vy, = OIS In (1 + )

( ™
(b) Montrer que, pour tout > 0, 0 <In(1 + z) < z.

1

— Up, S m
d

(e) En déduire que la suite (vy,)nen converge.

)
)
(¢) En déduire que, pour tout n € N, 0 < vy,41
(d) Montrer que la série de terme général v, 11 — v, est convergente.
)



