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TD3

Suites réelles

Généralités sur les suites

Exercice 1
1. Etudier la monotonie de chacune des suites suivantes définies de facon explicite :

1 dn —1 1 - 1\"
_ 2 _ _ _ —
ap =n—n bn_n! =3 dn—E 2 en—k|_|1<1—<2>

k=1

2. Etudier la monotonie de chacune des suites suivantes définies de fagon récursive :

uy = 2 vog = 1 wy = 3
Unp+l = Up+2 Un+1 = Un+2n+1 Wptl1 = —w? —w, —1

Exercice 2
Déterminer si les suites suivantes sont majorées, minorées, monotones :

—

*1)" 1
= (~2)" 13 2 ——

Uy =€ " Uy, =

Suites arithmétiques
Exercice 3
1. Soit (un)nen la suite définie pour tout entier naturel n par u, = 15 — n.

Démontrer que (uy,) est une suite arithmétique et donner sa raison et son premier terme.
2. Soit (vp)nen une suite arithmétique de raison 2 et de premier terme vy = —3.

(a) Donner l'expression de (vy,) en fonction de n.
n
(b) Soit S, = Z v. Donner 'expression de S,, en fonction de n.
k=0

Exercice 4
Soit (un)nen la suite définie, pour tout n € N, par up+1 = uy, — 2n 45 et ug = 4.

1. La suite (up)nen est-elle arithmétique ?
2. Soit (vp)nen la suite définie par v, = Up41 — Unp.

(a) La suite (vp)nen est-t-elle arithmétique ?
(b) Quel est le sens de variation de (vy)pen ?

n
3. Donner une expression de S, = Z vg en fonction de n.
k=0

4. D’autre part, montrer que, pour tout entier naturel n, S, = un411 — ug.

5. En déduire une expression de u,, en fonction de n.
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Exercice 5
Soit (un)nen une suite arithmétique. On sait que ug = 5 et que u; = 11.

1. Calculer la raison et le premier terme de la suite.

2. Donner 'expression de u,, en fonction de n.

n
3. Soit S, = Z uj. Donner 'expression de S, en fonction de n.
k=0

Exercice 6
1. Soit (up)nen une suite arithmétique. On sait que ug + ur + uiz = 54 et uyp = 24.
(a) Déterminer son premier terme ug ainsi que sa raison 7.
(b) En déduire w,, en fonction de n.

27
2. Soit (vp)nen une suite arithmétique. On sait que Z v = 287 et voy = 17.

k=0
Déterminer son premier terme vg ainsi que sa raison 7.

Suites géométriques
Exercice 7
1. Soit (un)nen la suite définie pour tout entier naturel n par u, = 2 X 3n—L

Démontrer que (uy)nen est une suite géométrique et donner sa raison et son premier terme.
2. Soit (vp)nen une suite géométrique de raison 2 et de premier terme 3.

(a) Donner Iexpression de (v, )nen en fonction de n.

n

(b) Calculer, pour tout n € N, S,, = Z Uk
k=0

Exercice 8 4
Soit (un)nen une suite géométrique. On sait que ug = 3 et ug = —324.

1. Déterminer son premier terme ug ainsi que sa raison.
2. En déduire u,, en fonction de n.

3. Etudier le sens de variation de (uy)pen.

Exercice 9
Soit (un)nen la suite définie par ug = 2 et ¥n € N, w1 = 2u, + 2n? —n.

1. On considere la suite (v, )nen de terme général v, = u, + 2n% + 3n + 5.

Montrer que (v, )nen est une suite géométrique.
2. Exprimer v, en fonction de n.

3. En déduire u,, en fonction de n.
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Exercice 10
Soit (un)nen la suite définie par ug =0, u; =1 et Vn € N, upy9 = 10up4+1 — Yuy,.
On pose d’autre part, Vn € N, v, = Upq1 — Up.

1. Montrer que la suite (vy,)nen est géométrique.
2. Exprimer v, en fonction de n.

n
3. Donner 'expression de S,, = g v, en fonction de n.
k=0

4. En déduire u,, en fonction de n.

Exercice 11
Soient (un)n>1 €t (vp)n>1 deux suites définies par :

Up, + 20y, Uy, + 3Up

up =12, v1 =1 et Yn € N*, upiq = 3 y Untl = 1

1. Pour tout entier n > 1, on pose : w, = v, — Up.
Montrer que (wp)nen+ est une suite géométrique dont on précisera la raison.
2. Exprimer w, en fonction de n.

3. Pour tout entier n > 1, on pose : t,, = 3u, + Sv,.

Montrer que la suite (t,)nen+ est constante.
4. En déduire une expression de u,, et v, en fonction de n.

5. Calculer uo, v9,us et vs a 'aide des relations de récurrence, puis en utilisant le résultat de la
question précédente.

Exercice 12
On considere deux suites (U, )nen €t (vn)nen telles que :

u = 2 et Vn €N, Untl = 2Un = Up
vg = —1 Upntl = Up+ 4o,

1. On considere la suite (p,)nen définie par : Vn € N, p, = u, + vp,.

Montrer que la suite (pp,)nen est géométrique. En déduire I'expression de p,, en fonction de n.
2. A l’aide de la question précédente, montrer que : Vn € N, v,4+1 = 3v, + 3™

v
3. Montrer que la suite (2, )nen définie pour tout n € N par z,, = S—Z est arithmétique. En déduire

I’expression de z, en fonction de n.

4. Donner enfin I’expression de v,, puis de u,, en fonction de n.

Exercice 13

. . o S, + 1
Soit (un)nen la suite définie par ug = 1 et ¥Yn € N, 1y = —— .
2un2+4 )
u —
On introduit la suite auxiliaire (,)nen de terme général ¢, = %
Un

1. Montrer que (t,)nen est une suite géométrique.

2. En déduire 'expression de t,, puis de u,.
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Suites arithmético-géométriques

Exercice 14
Dans chacun des cas suivants, exprimer u,, en fonction de n :

1. ug=0et Vn > 0, upy1 = —up + 2.
2. ug=1et Vn > 0, up+1 = 3uy, — 4.

3. up=1etVn >0, 2upy1 = 3u, + 1.

Exercice 15
On considere la suite (uy,)nen définie par ug = 0 et Vn € N, uyq1 = 2u,, + 3™,

U
1. Montrer que la suite (v, )nen de terme général v, = S—Z est une suite arithmético-géométrique.

2. En déduire une expression de v, puis de u, en fonction de n.

Exercice 16

1
On considere la suite (uy,)nen définie par ug =6 et Vn € N, upqq = SUn + 5.

1. Calculer uq, us et us.
2. Exprimer u, en fonction de n.
3. Quelles sont les variations de la suite (upn)nen 7

n
4. Calculer la somme S,, = Z Uy,
k=0

Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Exercice 17
Soit (uy) une suite définie par ug = 0, u; = 1 et, pour tout entier naturel n, u,19 = 3up+1 + 4duy,.

1. Calculer us, us et uy.
2. Déterminer une expression de u,, en fonction de n.

3. Etudier les variations de la suite (Un)neN-

Exercice 18
Soit (un)nen une suite définie par u; = 1, ug = 2 et, pour tout entier naturel n, 2uy,4+2 = 12uy,41 —18uy,.

1. Déterminer une expression de u, en fonction de n.

2. Quelles sont les variations de la suite (uy)pen ?

Exercice 19
On considére les deux suites (zp)nen €t (yYn)nen définies par :

Tn+l = 6x, — Un

zo=1,y0=9 et VneN,
0 Yo {yn+1=5l‘n

1. Calculer z1, y1, x2, yo.
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2. Montrer que la suite (z,)pen vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2.

3. En déduire une expression de z,,, puis de y,, en fonction de n.

Exercice 20
Soit (wp)nen la suite définie par wy = w; = 1 et vérifiant :

Vn € N, wpya — 3wn+1 + 2w, = 3.

1. On consideére la suite u, = —3n et la suite (z,)ney définie par : Vn € N, z, = w,, — uy.

Montrer que : Vn € N, 2,419 — 32p41 + 22, = 0.

2. En déduire 'expression de z, puis de w,, en fonction de n.

Suites convergentes et divergentes

Exercice 21
Etudier la convergence des suites suivantes et préciser leur limite éventuelle :

n e " n3 + 5n — In(n)
a/n:il bnzi Cn = : .
1+en In(n + 2) —7 +5n
Q- 2n 4+ (=1)" B 7l gntl f= n’
" B4 (1)t e ST
a3y, 2 . n — In(n
Gn = e 3TNy by = In(n? + 2n + 3) — In(n?) in = nz+\(/ﬁ)
n
-1
jn:e k:n:\/n2+n+2—\/n2+n+1 ln:L
n n?+1
In(n? +1) + (-1)" 2" — 7 x gntt e "
Mn = - On = =1 S | Pn =
e " +n jn—l 4 2n—1 4 32n Vn+2—+yn+1
Exercice 22 "
Soit (un)nen+ la suite définie par u, = (1 + >
n

x
1. Montrer que pour tout z € RT, 71 <Iln(l+z) <z
T

"< In(u,) < 1.

2. En déduire que, pour tout n € N*, <
n+1

3. En déduire la convergence des suites (In(uy))nen+ et (tn)nens-

Exercice 23 n
On considere la suite (up)n>2 définie par u, = Z
k=0

1
n+k’

1. Montrer que, pour tout = € [0,1], In(1 +z) <z < —In(1 — x).

2. En déduire que, pour tout n > 2 et pour tout k € [0, n],

ntk+1 1 n+k
< < .
m( n+k >_n+k‘Jn(n+k—1>

3. En sommant les inégalités précédentes pour k allant de 0 a n, en déduire que :

2 1 2
ln<n+ >§Un§1n< n>
n n—1
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4. Conclure que (uy)n>2 est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 24
Rappelons que, pour tout réel u, |u] est la partie entiere de u, c’est-a-dire le seul entier vérifiant :

lu] <u<|ul+1.

nx nx|+1
1. Montrer que : Vx € R, Vn € N*, —J <z < g
n n
L ) ) |nx| ) ) .
2. En déduire que, pour tout réel z, la suite | — converge et déterminer sa limite.
n neN*

Ainsi, tout nombre réel est limite d’une suite de nombres rationnels. On dit que Q est dense dans R.

Exercice 25
On considere les trois suites (up)nen+, (Un)nen+ €t (wp)nen+ définies par :

n 7’12 1 n ]{
= Up = — et Wp = 1+—-1.
n n

_— <y, < —.
VnZ+6n - T VnZ+5

1. (a) Montrer que, pour tout n € N*,

(b) En déduire lim w,.
n—-+oo

n
2. (a) Montrer que, pour tout n € N*, v,, > —.
(a) que, p NG
(b) En déduire lim wv,.
n—-+o0o

2
3. (a) Montrer que, pour tout x € R™, In(1+z) >z — %

k
(b) Soit n € N*. En posant x = — dans l'inégalité précédente puis en sommant pour k allant
n

de 1 & n, montrer que :
(n+1)(4n —1)
12n '

In(wy,) >

(c) En déduire nll}gl_loo Wy,

Exercice 26
On considere la suite (S, )nen+ définie pour tout n > 1 par S, =
k=1

<2(Vk + —\F)g

3

ek

1
kE+1

1. Montrer que, pour tout k£ > 1,

1

2. En déduire, pour tout entier n > 1, S,, > 2(v/n+1—1).
3. Quelle est la nature de la suite (S,)pen+ ?

4. On pose T,, = S, — 2/n.

Démontrer & I'aide du théoréme de convergence monotone que (7),),ecn+ converge.
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Exercice 27
Soit a € R* | on définit la suite (uy)nen+ par :

U, = (1+a)1+a?)...(1+a") = ﬁ(l—l—ak).
k=1

1. Montrer que la suite (uy,)nen+ est croissante.
2. On suppose 0 < a < 1.

(a) i. Démontrer que, pour tout réel x, on a: 1+ x < e”.

n
ii. En déduire que, pour tout entier n > 1 : u, < H et .
k=1

n
k _a
iii. Montrer que : H e’ <el-a,
k=1
iv. En déduire que la suite (uy)nen+ est majorée.

(b) Montrer que la suite (uy)nen+ est convergente.
3. On suppose a > 1.

(a) Montrer que : Vn € N*, u,, > 2"

(b) En déduire que la suite (u,)nen+ est divergente.

Exercice 28
On considere les suites (uy)pen €t (vn)nen+ définies par :

n
1 1
VnEN*,un:Zﬁ et vn:un—i—ﬁ.
k=1

Montrer que (uy)pen+ et (vn)nen+ sont adjacentes. En déduire la nature de (up)pen+ et (Un)nens.

Exercice 29
Soient (un)n>2 €t (vp)n>2 les suites définies par :

1. Montrer que (un)n>2 €t (vn)n>2 sont adjacentes. Que peut-on en déduire 7

2. En remarquant que, pour tout k > 2,

BN S S
-1 2\k—1 k+1)’

donner une expression simplifiée de u,,. En déduire lim wu, et lim wv,.
n—-+00 n——+0o

Exercice 30
On considere les suites (uy)nen+ et (vn)nen+ définies par :

2n (_1)k+1
Vn € N*, u, = Z e —
k=1

t = .
L |

Montrer que (up)nen+ €t (v )nen+ sont adjacentes. En déduire la convergence de (up)nen+ et (vn)nen=-
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Exercice 31
On consideére les suites (uy)nen €t (vn)nen définies par :

3uy, + 2v, U + 4vy,

ug =2, v9p=—1 et Y"n e N, upy1 = 3 et vpg1 = 5

1. On pose t, = u, — vp.

(a) Montrer que (t,)nen est une suite géométrique puis exprimer ¢, en fonction de n.

(b) En déduire que, pour tout entier naturel n, u, > v,.
2. Montrer que (uy)nen et (vn)nen sont adjacentes et qu’elles convergent vers une méme limite /.
3. On pose s, = uy, + 2v,. Montrer que la suite (s,)nen €st constante.
4. En déduire la valeur de /.

5. En utilisant les questions 1. et 3., déterminer I’expression de u,, et de v, en fonction de n puis
retrouver la valeur de ¢ obtenue a la question précédente.

Exercice 32
On considere les suites (uy )nen+ et (vn)nen+ définies pour tout entier naturel n non nul par :

n n

1 1
Uy, = ——In(n) et v, = e In(n+1).
k=1 k=1

—_

. On pose f(z) = In(1 + z) — z. Quel est 'ensemble de définition de f 7 Dresser le tableau de
variation de f et montrer que f est négative sur son ensemble de définition.

2. (a) En utilisant la question 2. avec x = — T montrer que pour tout n € N*, on a :

n +

i —In(n+1) +1In(n) <O0.

(b) En déduire que la suite (u,)pen+ est décroissante.

1
3. (a) En utilisant la question 2. avec x = T montrer que pour tout n € N*, on a :
n

] —In(n+2)+In(n+1)>0.

(b) En déduire que la suite (v,)pen+ est croissante.

4. Montrer que (tp)nen+ €t (vn)nen+ sont adjacentes. En déduire qu’elles convergent vers une méme
limite.



