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TD5
Comportement asymptotique des fonctions

Exercice 1
Déterminer les limites suivantes (on distinguera éventuellement les limites a gauche et a droite) :
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Exercice 2
A T'aide d’un changement de variable, déterminer les limites suivantes :
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(1) IEIEOO ;ln - (poser X = 5) (2) xEI—iI-loox e (poser X = /)
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Exercice 3
Déterminer les limites suivantes (on distinguera éventuellement les limites & gauche et a droite) :
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Exercice 4
1. (a) Montrer que, pour tout x € R,ona: 1+z <e® <1+ ze®.

rT—1
(b) En déduire lim c :

z—0 xT

2
x
2. (a) Montrer que, pour tout z € Ry, ona: z — 5 <In(l+=z) <z

(b) En déduire lim M

z—0t x
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Exercice 5
On rappelle que la partie entiére || d’un réel x est le plus grand entier plus petit que x.
Autrement dit, |x] est 'unique entier vérifiant :

lz] <z < |z|+1.

1. Déterminer les limites suivantes (on pourra éventuellement distinguer les limites & gauche et a
droite) :

(a) lim L (b) lim FJ (c) lim Lz]

z—0 {xJ r——00 | T z—0 X

2. Déterminer les limites suivantes (en utilisant les théoremes de passage a la limite dans les

inégalités) :
: L=] . ) . 2z+4 x|
(a) M == (b) Him e © N T Ta]
Exercice 6 1
On considere la fonction f définie sur R* par : f(x) =z {J

1. Exprimer f(z) pour x > 1. En déduire la limite de f en +oo.
2. Exprimer f(z) pour z < —1. En déduire la limite de f en —oo.

3. (a) Montrer que : Vo >0, 1 —z < f(z) < 1. En déduire que f admet une limite & droite en 0.

(b) Montrer de méme que f admet une limite a gauche en 0.

Exercice 7

Calculer les limites des fonctions suivantes aux bornes de leurs ensembles de définition (que l'on
aura préalablement déterminé) et préciser si leurs courbes représentatives admettent des asymptotes
verticales ou horizontales :

1 1 2 —4
Jlo) == int) D=2z M) = s
x x 2 —z
i) =1n <af i— f) i) = In(z) k) = \/T
2 1 In(x)

Exercice 8
On considére la fonction f définie par f(z) = 2v/x? 4+ 42 + x. On notera Cy sa courbe représentative.

1. Donner 'ensemble de définition Dy de f.
2. Déterminer les limites de f aux bornes de Dy.
3. Montrer que Cy admet en +o00 la droite A d’équation y = 3x + 4 comme asymptote oblique.

4. Déterminer la position relative de Cy par rapport a A au voisinage de +oo.
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Exercice 9

2 x
On considere la fonction f(z) = e

x+1

1. Déterminer I'ensemble de définition Dy de f.

2. Déterminer les limites de f aux bornes de Dy. Préciser si la courbe représentative Cy de f admet
une asymptote verticale ou horizontale.

Déterminer le réel a tel que lim f— = a.
T——00 €T

3. (a)
(b) Calculer lim (f(z)— ax).
r—r—00
(c) En déduire que C; admet, en —oo, une asymptote oblique A dont on donnera I’équation.
)

(d Etudier la position relative de C ¢ par rapport a A.

Exercice 10 3 2
3x° +2x° +5
On considere la fonctio définie pa =
n consider nction f nie par f(x) pro—

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.
2. Déterminer les limites de f en 400 et en —oo.
3. (a) Déterminer quatre réels a, b, ¢, d tels que :

33 + 202+ 5 cr+d
VeeR, =" =qar+b+ ———.
24+rx+1 24+r+1

(b) En déduire que C; admet en +00 et en —oo une asymptote oblique A dont on précisera
I’équation.

(c) Déterminer la position relative de Cy par rapport a A.

Exercice 11
Soit f la fonction définie par :

On notera Cy sa courbe représentative.
1. Déterminer I’ensemble de définition Dy de f.

2. Déterminer les limites de f aux bornes de Dy. Préciser si C; admet une asymptote verticale ou
horizontale.

3. Calculer la dérivée de f, en précisant sur quel ensemble f est continue et dérivable. Dresser le
tableau de variation de f.

4. (
(

a) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution o qu’on explicitera.

b) Calculer f'(«).

)
)
5. (a) Démontrer que, pour tout x > 0, f(z) —z =1In(l —e™%).
(b) En déduire que Cy admet, en +oo, une asymptote oblique A dont on donnera I’équation.
)

(c Etudier la position de Cy par rapport a A au voisinage de +o0.

6. Tracer Cy dans un repere orthonormé.
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Exercice 12 9

2 + 2
Soit f la fonction définie par f(x) — %
w —

1. Déterminer I'ensemble de définition Dy de f.

2. Donner les limites de f aux bornes de Dy. Interpréter graphiquement le résultat.
3. Dresser le tableau de variation de f.

4. (a) Déterminer trois réels a,b, ¢ tels que :

2
2z 4 2
Vx € Dy, %:ax—l—b—i-xil.

(b) En déduire que C; admet en 400 et en —oo une asymptote oblique A dont on précisera
I’équation.

(c) Déterminer la position relative de Cy par rapport a A.

5. Tracer I'allure de Cy ainsi que ses asymptotes (on donne a cet effet les approximations: 1+ V5~
324, 1—+5=—-1.24, f(14++/5) =84T et f(1 —+/5) = —0.47).

Exercice 13
On considere la fonction f définie par f(z) = va2 — 4. On notera Cy sa courbe représentative.

1. Donner 'ensemble de définition Dy de f.
2. Déterminer les limites de f aux bornes de Dy.

3. Montrer que Cy admet en +oc0 la droite Ay d’équation y = 2 — 2 comme asymptote oblique.

4. (a) Déterminer le réel a tel que lim f@) —
T——00 I

(b) Calculer lim (f(z)— ax).

T—r—00

(c) En déduire que Cy admet en —oo une asymptote oblique Ao dont on donnera I’équation.

Exercice 14

1
1. On considere la fonction g définie sur R par g(z) = Rk

1+e”

— x et on note Cg sa courbe

représentative.

(a) Déterminer ’ensemble de définition de g.
(b) Ecrire g(z) sous la forme d’un quotient et en déduire lim g(x)et lim g(z). Que peut-on
T—>—00 r—r+00
en déduire sur C, ?
9(@)

(c) Déterminer le réel a tel que lim *—— = a puis calculer lim (g(x) — ax). Que peut-on
r—+oco I Tr—+00

en déduire sur C, ?

2. (a) Justifier que g est continue et dérivable sur R puis expliciter sa dérivée sous la forme

PR 1 C))
g (x) = m-

1
(b) Montrer que I’équation = x admet une solution et une seule sur Ry. On note zg

+
1+e”
cette solution.

(c) Justifier que 0 < z¢ < 1.



