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TD7

Logique, ensembles et applications

Eléments de logique

Exercice 1
1. Démontrer par récurrence les formules suivantes sur les sommes usuelles : pour tout entier n > 1,

Zk— n(n+1) ZkQ n(n+1)(2n+1) st n+1) '
— 6 ) —

n—1

2. (a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier n > 1, E(Qk; +1)=
k=0

(b) Retrouver ce résultat en utilisant les propriétés sur les sommes vues au chapitre 1.

n?.

Exercice 2
1. Montrer par récurrence que : Vo € Ry et Vn € N, (1 + )" > 1 + nx.

2. En déduire que, si ¢ > 1, alors lim ¢" = +oo.
n—-+0o0o

Exercice 3
On considere la suite (up)nen définie par ug = 1 et par la relation : Vn € N, up,11 = y/u2 + 2.

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, u, = v/2n + 1.

2. En déduire la nature de la suite (up)nen.

Exercice 4

U
Soit (un)nen la suite définie par ug = 1 et par la relation : Vn € N, up4q = i

NSERTE

1. Calculer uq, usz, us et uy.
2. Emettre une hypothese quant a la valeur de u,, en fonction de n. Le démontrer par récurrence.

3. Déterminer le comportement asymptotique de (uy)nen-

On considere la suite (uy,),>2 définie par ug = 1 et par la relation : Vn > 2, up41 = up | 1 — —
= n

Exercice 5 ( 1 )
1. Montrer que, pour tout entier n > 2, 0 < u,, < 1.
2. Etudier la monotonie de la suite (Un)n>2-

3. En déduire que la suite (up)n>2 est convergente.

4. Montrer que pour tout entier n > 2, u,, = ——— et en déduire lim wu,,.
2(n—1) n—+o00
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Exercice 6
On considere la suite (uy)nen définie par ug = 1 et par la relation : Vn € N, u, 1 = Vuy, + 2.

1. Montrer que pour tout entier naturel n, u, est bien défini et que 0 < u,, < 2.
2. Quelles sont les limites finies possibles de (uy)nen ?
3. Montrer que Vz € [0,2], V& + 2 > x. En déduire la monotonie de la suite (uy,)nen.

4. Justifier la convergence de la suite (u,)nen et déterminer sa limite.

Exercice 7 w2
Soit (un)nen la suite définie par ug = 3 et par la relation : Vn € N, w41 = ﬁ
Uy —

1. Montrer que pour tout entier naturel n, u,, existe et u, > 1.

2. Déterminer la monotonie de la suite (uy)nen.

3. Justifier la convergence de (up)nen et expliciter sa limite.

Exercice 8

U
On définit la suite (uy)nen+ par up = 2 et par la relation : Vn € N*, w1 = 1+ —

n+1

1. Montrer que pour tout entier n > 1, 1 < u, < 2.

2. En déduire un encadrement de u,4+1 puis montrer que (uy)n,en+ converge vers 1.

Exercice 9
On considere les suites (uy)nen €t (vn)nen définies par ug = 2, vg = 1 et les relations :

Up, + Uy, 2UpUn,
Vn eN, u =——— et w = —.
n+1 2 n+1 U, n o,
1. Démontrer que pour tout n € N, u,, et v, sont bien définis et que 0 < v,, < Uy,.
2. Démontrer que la suite (v,)nen est croissante et que (up)pen est décroissante.

3. Montrer que, pour tout n € N, on a :
1
Uptl — Upr1 < i(u" — Up).
4. Montrer par récurrence que, pour tout n € N,

un—vn§2—n.

5. En déduire que les suites (up)nen €t (vp)nen sont adjacentes.

6. Montrer que pour tout n € N, u,v, = 2. En déduire la limite commune de (u,)nen €t (vn)nen-
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Ensembles

Exercice 10
Soient E = {1,2,3,4,5} et A ={2,5,3}.

1. Pour chaque affirmation ci-dessous, indiquer sans justification si elle est vraie ou fausse :
a)deFE b)4CFE c) {4} C E d) {4} € E
2. Pour chaque affirmation ci-dessous, indiquer sans justification si elle est vraie ou fausse :
a) ACE b) Ae E c) ACP(E) d) AeP(E)
3. Pour chaque affirmation ci-dessous, indiquer sans justification si elle est vraie ou fausse :

a) {2,3} C A b) {2,3} C P(A) c)heA d)pcA

Exercice 11
Dans chacune des questions suivantes, on donne un ensemble E et des parties A et B de E. Déterminer
explicitement les ensembles AN B, AUB, ANB, AUB, A\ Bet B\ A.

1. E=1{1,2,3,4}, A= {1,2}, B = {2,4}.
2. E=R, A=]—00,3], B=[2,+00].
3. E=R, A=] - 0,2, B =[3,+od].

4. E=R, A=N, B =0, +od].

Exercice 12
Soit F = {1,2,3,4,5,6,7} et soit les parties suivantes de E :

A=1{1,2,3,4}, B={4,5,6,7}, C={1,3,5,7}, D=1{2,3,4,5,6}.
Déterminer les ensembles suivants :
1. (AnB)U(CND,).
2. (AuC)n(BUD)
3. AnD)Nn(BUCO).

Exercice 13
1. Déterminer A x B, ou A =1{1,2,3,4} et B ={3,4,5}.

2. Donner un élément de A x B, out A =] — 00,0] et B =2, +00].

3. Dessiner les parties suivantes de £ = R? :

a) [~1,1] x [2,3] b) [=1,1]  [2, 3] o) [F1,1] x [2,3]
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Exercice 14
Soit E un ensemble et soient X et Y des sous-ensembles de E. Déterminer les ensembles suivants :

L. A=(XNY)u(XnNY).
2. B=(XUY)n(XUY).
3.C=XNY)UXNnY)u(XNnY)u(XnY)
4. D=(XUY)N(XuY)Nn(XUY)N(XUY)

Exercice 15
1. Soient E, F, G trois ensembles tels que £ C F' et F' C G. Montrer que E C G.

2. Soient E, F, G trois ensembles tels que £ C F, F C G et G C E. Montrer que £ = F = G.

Exercice 16
Soient A, B, A’, B’ quatre ensembles tels que A C A’ et B C B’.

1. Montrer que ANB C A'N B
2. Montrer que AUB C A’UB'.

3. Montrer que A x B C A’ x B'.

Exercice 17
Soient E un ensemble et A et B deux éléments de P(E).

1. Montrer que A C B si et seulement si AN B = A.
2. Montrer que A C B si et seulement si AU B = B.

3. Montrer que AU B = AN B si et seulement si A = B.

Exercice 18
Soient F et F' deux ensembles non vides, A et B deux parties de E, C' et D deux parties de F.

1. Montrer que :
(a) (AxC)U(BxC)=(AUB)xC.
(b) (AxC)U(AxD)=Ax(CUD,).
2. Montrer que : (Ax B)U(C x D) C (AUC) x (BUD,).
A-t-on I’égalité entre ces deux ensembles ?

3. Montrer que : (Ax B)N(C x D)= (ANC)x (BND)

Exercice 19
Soit E un ensemble et A et B deux parties de E. Rappelons que :

A\B=AnNB={xeA | z¢B.

1. Déterminer A\ A et A\ 0.
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2. Montrer que: A\B=A& B\ A=B.
3. Montrer que : (A\ B)\ B= A\ B.

Exercice 20
Soit F un ensemble et A et B deux parties de E. On définit la différence symétrique de A et de B,
notée AAB par :

AAB = (AUB)\ (AN B).

1. Déterminer AAA et AAD.
2. Montrer que : AAB = (A\ B)U(B\ A).
3. Montrer que : (AAB)AB = A.

Exercice 21
On considére une partition {41, A, ..., A,} d'un ensemble E (avec n > 1) et B une partie non vide
de E.

n
Montrer que B = U (BNAy) et vérifier que cette réunion est formée d’ensembles deux a deux disjoints.
k=1

Exercice 22
On considére une suite d’ensembles (Ag)ren+. Pour tout entier naturel n > 1, on pose :

I, = fﬁ‘4k et U, = Ejl4h
k=1 k=1

Montrer que, pour tout n € N*, ona : I, C I, et U, C Upy1.

Exercice 23 (Formules de Morgan)
On considere une suite d’ensembles (Ag)ren=-

1. Montrer par récurrence la premiere formule de Morgan :

Vn € N*, ﬁAk:OTk
k=1 k=1

2. En déduire, sans récurrence, la deuxieme formule de Morgan :

vneNt(jAw:ﬁﬁﬂ
k=1 k=1

Applications

Exercice 24
On considere les applications suivantes :

s [R >R JE B R SR R o R
e = 3e-1 77 2 5 (oY) oty '

12

1. L’application f o g existe-t-elle 7 Si oui, la calculer.
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2. Mémes questions avec go f, foh, ho f, foi,i0of, goh,hog,goi,iog, hoietioh.

Exercice 25
On considere les applications suivantes :

L4
a‘: J—
582

f: g: h: {
1. L’application f o h existe-t-elle 7 Si oui déterminer-Ila.
2. Mémes questions avec h o f.
3. Montrer que f n’est pas bijective.

4. Montrer que g est bijective et déterminer son application réciproque.

R —- R
y — 1 est lapplication réciproque de h.

2

5. Vérifier que h=! : { y

Exercice 26
On considere les applications suivantes :

f~{ R — R3 g_{ R — R3
. (I’,y,Z) = (x—i_yazay_z) . (‘Tay?Z) = (x—y—z,y+z,y)
1. Montrer que f est bijective et que f~1 = g.

2. Considérons 'application suivante :

- R3 — R?
. (a:,y,z) = (x+y+z,y—z,22—y)

(a) Montrer que h = f o f.
(b) En déduire que h est bijective et préciser h~1.

Exercice 27
On considere les applications suivantes :

I R? — R [ R — R?
| (zyy) = 2z2+y 91 z = (x,—x)

a
b

Montrer que f n’est pas injective.

Montrer que g n’est pas surjective.

(a)
(b)
2. (a) Déterminer f o g.
(b)

En déduire que f est surjective et que g est injective.

Exercice 28
Les applications suivantes sont-elles injectives 7 surjectives 7 bijectives 7 Dans ce dernier cas, on
donnera ’expression de la bijection réciproque.
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fi:Z—7Z, n— 2n fo:Z -7, n— —n f3:R—=R, z+— z?
fi:R—= Ry, x> 2?2 f5:R—=R, z+€” fo:R?2 = R2, (z,y) — (y,2)
fi:N=>N n—n+1 fs:Z —Z,n—n+1 fo:RZ =5 R2 (z,y) = (2 —y, 2+ )

Exercice 29
Soient f une application d’un ensemble F dans un ensemble F et A et B deux parties de E.

1. Démontrer que A C B = f(A) C f(B).
2. Démontrer que f(ANB) C f(A) N f(B).
3. Démontrer que f(AUB) = f(A) U f(B).

Exercice 30
Soient E, F et G trois ensembles, f une application de E dans F' et g une application de F' dans G.

1. (a) Montrer que, si f et g sont injectives, alors g o f est injective.
(b) Montrer que, si g o f est injective, alors f est injective.

2. (a) Montrer que, si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.
(b) Montrer que, si g o f est surjective, alors g est surjective.

Exercice 31 9
Soit f : R — R défini = —.
oit f éfinie par f(x) 2

1. Etudier les variations de f.

2. f est-elle injective 7 surjective 7

3. Montrer que la restriction ¢ : [—1,1] — [-1,1],  — g(z) = f(x) est une bijection.

Exercice 32

1—
Soit f l'application définie, pour tout x € R\ {—1}, par : f(z) = a

142"

1. Etudier les variations de f.
2. En déduire que f est une bijection de R\ {—1} dans R\ {—1}.

3. Déterminer f o f. Que peut-on en déduire ?

Exercice 33

On considere les fonctions f et g définies par f(z) = T2 et g(x) = .

1—z

1. Etudier les variations de f et montrer que f réalise une bijection de [0, +00[ dans un intervalle
a préciser.

2. Etudier les variations de ¢ et montrer que g réalise une bijection de 10,1] dans un intervalle &
préciser.

3. Déterminer fog et go f. Que peut-on en déduire ?
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Exercice 34 R —- R
Considérons I'application f définie par f : s = In (e‘” + 1)

1. Etudier les variations de f et montrer que f réalise une bijection de R dans un intervalle J
préciser.

] —In(2),+00[ — R

2. On considere 'application g définie par g : { T o (28— 1)

Calculer foget go f. Que peut-on en déduire ?

Exercice 35

1 1 X _ ,—
Soient f et g deux fonctions définies par f(z) = B In <1 + x> et g(x) = %.
—x er+e

1. Déterminer les ensembles de définition de f et g.
2. Etudier les variations de f et deg.

3. Démontrer que g est la bijection réciproque de f.



