ECE1 Lycée Clemenceau, Reims

Correction du TP16
( Formule du binome de Newton

Exercice 1 Notons P(n) la propriété : ”(a + b)" = Z (Z) akpn k.
k=0

Montrons que P(n) est vraie pour tout n € N.
0
Initialisation : (a +b)° =1 et Z (2) akp0k = <8) a®b® =1 donc P(0) est vraie.
k=0

Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est aussi vérifiée.

n+l n _ — (n knfk_n n k+1n7k_n "\ kin+l—k
(a+b) = (a+b)x(a+b) P(—)(a+b)xz<k)ab _kz_o(k>a b Z(k)ab

n
k=0 k=0

— (n k+1p(n+1)—(k+1) _ — (n kpn+l—k
§<k) b Z<k>ab |

k=0

En effectuant le changement de variable ¢ = k£ + 1 dans la premiére somme, on obtient :

n+1 n
(a+ b)n+1 _ Z (@ 7_1 1) aip( =i 4 Z (Z) akpnti—k.
k=0

i=1
On sort le terme i = n + 1 dans la premiere somme et k = 0 dans la deuxieme :
n+1 - n ipn41—i N\ n+130 T\ 0pn+1 — (n kyn+1—k
(a+b) = Z(i—l)ab +(n>a b+<0>ab —I-];(k)ab

i=1
n

_ n ipn+1—1 n+1 n+1 & n kin+l—k
= Z(Z_l)ab +a" 4 b +’;<k>ab

=1

_ n+1 n+1 . n n kin+l1—k
= o™ 4b +;((k_1)+(k>>ab .

Avec la formule du triangle de Pascal, on obtient finalement :

n
1
(@+0)™ = o™ty (n;: )a’“b”“’“
k=1

n

_ (LY ) —(t1) n+1\ o (nt1)—0 n+1\ ik
= (n+1)a b + 0 a'b +Z i a®b

k=1
n+1
Z n+1 Gkpnti—k
L )

k=0

Donc P(n + 1) est vraie.

n
n
Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout n € N, (a + b)" = ( )akb”_k.

Exercice 2 1.

n—2 n— 1\ 32k—1 B nzl n—1 32(1—1)—1_7521 n—1 32l_3—3_37§ n—1\9
k+1) 2k+1 l 2 N l 2t 1 )2

k=0

(On a effectué le changement d’indice | = k + 1 a la premiere égalité).
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2.
n 2k+1 <n) _ Z 2k+1 Z k+1 77,!
Kl(n — k)
—k+1\k k:+1kn pars (k+1)!(n—k)!
_ i2k+1 n! _i 2k+ (n+1)!
= (E+DU(n+1) = (k+1))!  Zn+1(k+D(n+1)—(k+1))
n n+1
1 n+1 1 n+1
— 2/€+1 — 2l
n+1 Z </€—|—1> n+1z l
k=0 =1
1 (& n+1 1
— 2l1n+17l -1 - - 3n+1 —1).
n+1 <lz_(‘:< l > n—i—l( )
(On a effectué le changement d’indice [ = k + 1 & la sixieme égalité).
3.
n n—1 n n—1
> (n- () - ("_k)<k)zz(” kk'nf Zk'nf k—1)!
0 k=0 k=0
— nx (n—1)! — (n—1 2 n-1 b1k el
= Yt ) D (e
k=0 k=0 k=0
4.

in—k‘ n\ ok (n _Zn—k n! < n! _nil n
k+1\k) E+1\k) “ ke +1kl(n —k)! (k+D!(n—k—1)! k+1
k=0 k=0 k=0 0 =0
-3 ) _ (R L L P U
l l
=1 1=0

(On a encore effectué le changement d’indice [ = k + 1 a la cinquieme égalité).

F
I

Exercice 3 1. En appliquant la formule du binéme de Newton a la troisieme égalité, on obtient :
. n n . n n n— 0+1
J _ J _ j—i J — 90 « 1-2 n+1l _
> () - Z(ZQ))‘Z(Z() 3 ) S LI ey
0<i<ji<n 7=0 \2=0 7j=0 \i=0

2. En appliquant la formule du binéme de Newton a la quatrieme et a la cinquieme égalité, on obtient :

F 0 - é(zgn 00) L0 0

p=0

k=0

Exercice 4 1. f(x)

2. On a alors :

@) = ny = (Z (Z)w’“)/ SS ()it =5 (et
@) = nn—1DA+2)" 2= (i (Z) kmk_1> _ i (Z (k= 1)2"~2 = i (Z)k(k b,
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3. En posant = 1 dans les formules de f(z), f'(z) et f”(z), on obtient :
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Donc kzn:_o (Z) =om, kz_:l k(Z) =n2" 1 et 2:: k(k — 1) (Z) =n(n—1)2""2

4. On a, avec la question précédente,

Se(e) = S non(p)- g n() s Se() - S () - 24

k
= n2" e —-1)2"2=2""22n+n(n—1)) =2"2(n?+n) =n(n+1)2" 2



