ECE1 Lycée Clemenceau, Reims

Correction du TP26

Calcul intégral
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x 1 2x 1 In(2)

Exercice 1 1. Ip= [ ——de=< [ ———dz=[n(1+2%, = :
xercice 0 /0 2w 2/0 L [In( +x]o 5

2. (a) Ona:

1 1 3 1 3 1 2

x T T+ x 1+

Ip+1; = d ——dx = dr = —d
oth /0 14+ 22 x—|—/0 1+x2x /0 1—|—x2x /0x1+x2m

1 271
1
= /xdm—{x} =-.
0 2], 2

1 In(2 1—1In(2
(b) Des questions précédentes, on a donc : I; = 3 né ) = 211( )
2n+1
3. (a) Pour z € [0,1], on a : 522 > 0. En intégrant pour z allant de 0 & 1 (bornes croissantes), on
x
obtient :
1 x2n+1
I, = / ——dz > 0.
o 1422
(b) On a:
1 _2n+3 1 2n+1 1 2n+43 2n+1
T T T +x
L+ = [ Z—a AR i A
1t /0 1+ 22 x+/0 122" /0 1+ 22 *
a2l
_ ! ont1l+ 2 _ ! 20417, _ p?nt? _ 1
= T ——dx = T dr = = .
0 1+ 22 0 2n+2], 2n+2
() Avec les d tions précédent Lo = Loy > 0. Ainsi [, < —
¢) Avec les deux questions précédentes, on a : — I, =1I,41 > 0. Ainsi I, < .
a P ’ 2+ 2 ! 2n + 2
(d) Des questions précédentes, on obtient ’encadrement : 0 < [,, < 2
n
Or: lim = 0. Dongc, par le théoreme d’encadrement, lim I, = 0.
n—+oo 2n + 2 n——+oo
n k—1
4. (a) Notons P(n) la propriété : ”2(—1)""11, = Z In(2)”. Montrons que P(n) est vraie pour
k=1
tout n € N*.

Initialisation : D’une part, 2(—1)!71I; = 2I; = 1 —In(2) d’apres la question 2.(b).
(G0

’ —1In(2) =1 —1n(2). Ainsi P(1) est vraie.

1
D’autre part, Z
k=1

Hérédité : Soit n un entier naturel non nul. Supposons que P(n) est vraie. Montrons alors que
P(n+ 1) est vraie.

1
D’apres 1 ti .(b), Ij41=———1,.D :
apres la question 3.(b), I,,4+1 o 12 once

2(=1)"Ins1 =2(=1)" <2n1—|-2 - In) Tt 2(=1)"",.

En utilisant I’hypothese de récurrence, on obtient :

—_1)n n o (_1)k-1 ntl g1
2(—1)" T4y = Eli)l +Z( 12 ~n2) =" (i 111 ~1n(2)
k=1 k=1

Donc la propriété P(n + 1) est donc vraie.
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Conclusion : Par récurrence, pour tout entier naturel n non nul,

n (_1)k—1

2-1)" M, =)

k=1

—1n(2).

On a: [2(-1)""'I,| = 2I,. Or, d’apres la question 3.(d), lim I, = 0.

n—-+oo

Donc lim 2(-1)""'I, =0.

n—-+oo
L (1)
Avec la question précédente, on obtient alors : lim ——— =1n(2).
n—-+o00 P
(_1 n—1
Autrement dit, la série Z ~———— converge et sa somme vaut 1n(2).
n>1 n
On a:
1
2n+1
+ 1522 T
hY
97 (E2n+2
- — —
(1+ 22)? 2n + 2
1 x2n+2
Les fonctions z — —— et x — sont de classe C! sur [0,1]. Par intégration par parties :
1+ a2 20 + 2 0. 1] & bat b
1 1
m2n—i—2 1 m2n+2 —2.1‘
2n+2 1+22], Jo 2n+2(1+22)?

1 1 2 boatt
= -0
M2 2 +2n+2/0 A+ 222

1 1 1 x2n+3
_ da.
4(n+1)+n+1/0 T2

Pour z € [0,1], 1+ 2% > 1 d’ott (1 + 2)? > 1 (par croissance de la fonction carré sur RT), d’ou
1 1.2n+3

——— < 1 (la fonction inverse étant décroissante sur R ) et donc 0 < ———

i 27 T

multipliant par 2273 > 0).

S 1.2n+3 (en

En intégrant ces inégalités pour z allant de 0 & 1 (bornes croissantes), il vient :

1 $2n+3 1
0 g/ ———dx §/ 22" T3y
o (1+22)? 0

2n+3 1

1
On a donc bien : OS/O mdajg 4

1 _— p2ntd !
0 3y = = .
r/o oo {271—1—4}0 M+ 4

D’apres I'égalité établie & la question 5.(a), on a :

1 1 2n+3
nl, = i X — + i / (ac dx
0

n+l1l 4 n+1 1+ 22)2
Or:
. n 1 . 1 1 1
e lim X —-—= lim — X - =-.
notoon+1 4 notool+1/n 4 4
1 2n+3
e D’apres la question 5.(b), 0 < n / * dz < n
n+1Jy (

1 —|—m2)21 T (n+1)2n+4)

n
Comme lm —-— —— = =0, on en déduit par le théoreme

A T DT e T /) @n 1 4

n 1 $2n+3
d’encadrement que lim / dx = 0.
n—toon+1 J, (1+a2)?

On a donc lim nl, = -.
n—-+o0o 4
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Exercice 2 1. (a) f est définie, continue et dérivable sur |1, +o00[ et on a :

L 1 o In(z)+1
f(g;)f(fl)x(lxln(x)+xx;)x(xln(z)) 277W'

Pour tout z €]1, +o0[, f/(x) < 0. On obtient donc le tableau de variation suivant :

x 1 +00

Pour la limite en 1* : lim zln(z) = 0" donc lim f(z) = +oc.
z—1t z—1t
Pour la limite en +00 : lim xIn(z) = 400 donc lim f(z) = 0.
T—r+400 T—+00
(b) Soit un entier k > 2. Comme f est décroissante sur |1, +oo],
k<z<k+1= f(k)> f(z) > f(k+1).

En intégrant ces inégalités pour = allant de k a k + 1 (bornes croissantes), on obtient :

k+1 k+1 k+1
/k f(k)dz > /k f(z)dz > /k flk+1)dz.

E+1 k+1
Or [ o= 1) [ 1de = ) [l = FOR)+ 1 R) = (0.
k k
k+1
De la méme facon, / fkE+ Ddx = f(k+1).
k

k+1
Finalement, on a bien obtenu : f(k+ 1) < / f(z)dx < f(k).
k
(¢) Soit k > 2. Alors :

k+1 k1 q » -
/ f(z)dz = / — x (In(z)) " "de = [In(In(z))], " = In(In(k + 1)) — In(In(k)).
k k

T

2. (a) Soit » > 3. On somme les inégalités de la question 1.(b) pour k allant de 2 an —1:

n—1 n—1 k41 n—1
S stkan <Y [ e < ) <Y S0
k=2 k=2"k k=2
Or
n—1 n n 1
DGR WICE WICEN R
k=2 k=3 k=2
n—1 k+1 n—1
) Z/ f(z)dx = Z(ln(ln(k +1)) — In(In(k))) = In(In(n)) — In(In(2)) par télescopage.
k=2"k k=2
n—1 n
1
© D fH) =2 J(k) = J(n) = Su — s
k=2 k=2
1 1
. . , 7 > _ < — < — .
On a ainsi démontré que, pour tout n > 3, S, T = In(In(n)) — In(In(2)) < S, ()
Cette formule est encore valable pour n = 2.
(b) On déduit de la premiere inégalité que : S, < In(In(n)) — In(In(2)) + 211(2)
n
On déduit de la deuxieme inégalité que : In(In(n)) — In(In(2)) + nlri(n) < Sn.
1 1
: — < < —
On a donc : In(In(n)) — In(In(2)) + TIn(n) = Sy < In(ln(n)) — In(In(2)) + ()
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1
(¢) On a vu que, pour tout n > 2, S,, > In(ln(n)) — In(In(2)) + WIn(n)”
1
Or nll}I_iI_loo (ln(ln(n)) —In(In(2)) + nln(n)) = +o00. Donc, par passage a la limite dans une inégalité,
lim S, = +o0.
n—+4o00
1
Ainsi, la suite des sommes partielles (S,,),>2 de la série Z ——— diverge vers +o00. Donc la série
= — nn(n)
. >
Z ——— diverge.
nln(n)
n>2
(a) Montrons que (up)n>2 €t (vn)n>2 sont adjacentes.
e Croissance de (up)n>2 :
Upt1 —Up = (Spt1—In(ln(n+2))) — (S, — In(ln(n + 1)))

(c)

= St e Dy ) = Sk in(intn 4+ 1)
1
= mrDmmyy  mart2) —ha(+ 1))
n+2
- ﬂﬂ+U[;1f@Mz2Q

d’apres la deuxieme inégalité de la question 1.(b) avec k = n + 1 et la question 1.(c).
e Décroissance de (vp)n>2 :

Unt1 =V = (Spy1—In(ln(n+1))) — (S, — In(In(n)))
—In(In(n + 1)) — S, + In(In(n))

= S O E D mm D
1

- (n+Dn(n+1) — (In(In(n + 1)) — In(In(n)))

n+1
- ﬂn+n7/‘ Ja)de <0,

d’apres la premiére inégalité de la question 1.(b) avec k = n et la question 1.(c).
e lim (v, —uy,):

n——+oo
Up — Up = (Sn, —In(In(n))) — (Sp — In(In(n + 1))) = In(ln(n + 1)) — In(In(n))
B 0 In(n+1) I In(n) +In(1 + 1/n) I In(1+1/n)
- () e () e ()
— 0,

n—-+o0o

par continuité de la fonction logarithme en 0.
Les suites (un)n>2 €t (vn)n>2 sont donc adjacentes et elles convergent donc vers une méme limite .
D’apres la question précédente, comme (u,)n>2 croissante et (vy,)n>2 décroissante, on en déduit que
pour tout n > 2 : u, <{<wv,.
En soustrayant les inégalités u,, < ¢ < v, par v,, on obtient : u, — v, < {— v, <0.
En multipliant par —1 < 0, on obtient : 0 < v, — £ < v,, — Uy,

Or, on a vu a la question précédente que v, —u,, = In(In(n+1)) —In(In(n)). Alors, avec les questions
1.(b) et (c) :

n+1 1
_ = < = .
Uy — Up /n f(z)dz < f(n) WIn(n)
1
On a donc bien, pour tout n > 2,0 < v, — £ < .
nln(n)

Voici le programme pour obtenir £ & 1072 pres :
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n=2

S=1/(2xlog(2))

while (1/(n*log(n)))>10"(—5) do
n=n+1
S=S+1/(nxlog(n))

end

v=S—log (log(n))

disp (v)




