ECE1 Lycée Clemenceau, Reims

Correction du TP30
Récurrence d’ordre 2, récurrence forte

Exercice 1 1. Notons, pour tout entier naturel n, P(n) la propriété "u, = 1+ 2"”.
Initialisation : 1+2°=1+4+1=2=wg et 1 +2' =142 =3 = u; donc P(0) et P(1) sont vraies.

Hérédité : Soit n un entier naturel. Supposons que que P(n) et P(n+1) sont vraies, ¢’est-a-dire u,, = 1+2"
et U,y = 1+ 271 Montrons que P(n + 2) est vraie, c’est-a-dire que I'on a : u, 1o = 1+ 2712,

Upys = BUpyr —2u, =3(14+2"T) —2(142") =3 +3x 2" 2 onf!
142 x2nH =1 4 2n+2,
en utilisant les propriétés P(n) et P(n + 1) a la deuxieme égalité. Ceci montre que P(n + 2) est vraie.
Conclusion : On a montré, par le principe de récurrence, que Vn € N, u,, = 1+ 2".
2. Notons, pour tout entier n > 1, P(n) la propriété "v,, < 27717,

Initialisation : v; = 1 < 2!71 =1 donc P(1) est vraie. va = v1 +v9 =1+ 1 =2 < 227! = 2 donc P(2)
est vraie.

Hérédité : Soit un entier n > 1. Supposons que P(n) et P(n + 1) sont vraies, c’est-a-dire v, < 2771 et
Upt1 < 2™ Montrons que P(n + 2) est vraie, c’est-a-dire que on a : v, 19 < ontl

Upgo = Upgp1 Fop <20 42071 =212 4 1) =21 x 3 <2nt x4 =2n
en utilisant les propriétés P(n) et P(n + 1) a la deuxieme étape. Ceci montre que P(n + 2) est vraie.
Conclusion : On a montré, par le principe de récurrence, que Vn € N*, v,, < 2771,
3. Notons, pour tout entier naturel n, P(n) la propriété "w,, = n!”.
Initialisation : wg = 1 = 0! donc P(0) est vraie. w; = 1 = 1! donc P(1) est vraie.

Hérédité : Soit n un entier naturel. Supposons que P(n) et P(n + 1) sont vraies, c’est-a-dire w,, = n! et
Wp+1 = (n+ 1)!. Montrons que P(n + 2) est vraie, ¢’est-a-dire que 'on a : w,42 = (n + 2)!.

Wpyo = (N4 D (wppr +wp) =+ D(n+D!'+n)=mn+1) xn!x(n+1)+1) =(n+2),

en utilisant les propriétés P(n) et P(n + 1) & la deuxiéme étape. Ceci montre que P(n + 2) est vraie.

Conclusion : On a montré, par le principe de récurrence, que Vn € N, w,, = n!.

»”

Exercice 2 1. Notons, pour tout entier n > 1, P(n) la propriété "u, = 3n
Initialisation : u3 =3 =3 x 1 donc P(1) est vraie.

Hérédité : Soit un entier n > 1. Supposons que P(1),P(2),...,P(n) sont vraies, c’est-a-dire Vk € [1,n],
uy, = 3k. Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est-a-dire que l'on a : up41 = 3(n + 1).

n

2 — 2 © 6 6 nn+1)
=— = - 3k =— k=—x —~2 =3 1
Hntl n;uk nkzzl nkZ::l n~ 2 (n+1),

en utilisant ’hypotheése de récurrence & la deuxieme étape. Ceci montre que P(n + 1) est vraie.
Conclusion : On a montré, par le principe de récurrence, que Vn € N*, u,, = 3n.
2. Notons, pour tout entier n > 1, P(n) la propriété "v,, = 2n2".

Initialisation : v; = 2 =2 x 12 donc P(1) est vraie.
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Hérédité : Soit un entier n > 1. Supposons que P(1),P(2),...,P(n) sont vraies, c’est-a-dire Vk € [1,n],
v = 2k2. Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est-a-dire que 'on a : v, 11 = 2(n + 1)2.

n n

6(n+1) 6(n+1) 12n—|—1 _12(n+1)  n(n+1)2n+1)
Untl n(2n+ 1) Z L ST Z n(n+ 1) z:: n@n+1) 6
= 2(n+1)?

en utilisant ’hypotheése de récurrence & la deuxieme étape. Ceci montre que P(n 4 1) est vraie.
Conclusion : On a montré, par le principe de récurrence, que Vn € N*, v,, = 2n2.
3. On remarque que : wy =1, wy =1, w3 = 1...
Notons, pour tout entier n > 1, P(n) la propriété "w,, = 1.
Initialisation : wy = 1 donc P(1) est vraie.

Hérédité : Soit un entier n > 1. Supposons que P(1),P(2),...,P(n) sont vraies, c’est-a-dire Vk € [1,n],
wy, = 1. Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est-a-dire que 'on a : wy41 = 1.

1 — 1 — 1
wn+1=EZwk2521=E><n=1,
k=1 k=1

en utilisant ’hypothése de récurrence a la deuxiéme étape. Ceci montre que P(n + 1) est vraie.

Conclusion : On a montré, par le principe de récurrence, que Vn € N*, w, = 1.



