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Récurrence d’ordre 2, récurrence forte

1 Récurrence d’ordre 2

La récurrence d’ordre 2 est utile lorsqu’une propriété P(n) dépend a la fois de P(n — 1) et de P(n — 2).

— Théoréme 1 (Principe de récurrence d’ordre 2)

Soit P(n) une propriété dépendant d’un entier naturel n et ng € N. On suppose que :

P(no) et P(no + 1) sont vraies (initialisation)
Yn > ng, (P(n) et P(n+1)) = P(n+2) (hérédité)

Alors, pour tout n > ng, P(n) est vraie.

» Pour montrer que P(n) est vraie pour tout entier n > ng, on procéde en trois étapes :

e Initialisation : On montre que P(ng) et P(ng + 1) sont vraies.

o Hérédité : On considére un entier n fixé supérieur ou égal & ng. On suppose que P(n) et P(n+ 1) sont
vraies. En utilisant P(n) et P(n+ 1), on montre qu’alors P(n + 2) est encore vraie.

e Conclusion : P(n) est vraie pour tout entier n > ng.

ug = up = —1

Exemple. On considere la suite (u,,),en définie par : { ¥n €N, tnys = Stinss — Gty

Montrons que : Vn € N, u,, = 3" — 2n+1,

Exercice 1 1. Soit (up)nen la suite définie par ug = 2, u1 = 3 et Vn € N, upt19 = 3upy1 — 2uy,.

Montrer que : Vn € N, u, =1+ 2".

2. Soit (vn)nen la suite définie par vg =v; =1 et Vn € N, v,,19 = U101 + vy
Montrer que : Vn € N*, v, < =1

3. Soit (wp)nen la suite définie par wo =wy; =1 et Vn € N, wpio = (n + 1) (wpp1 + wy).

Montrer que : Vn € N, w,, = n!.
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2 Récurrence forte

La récurrence forte est utile lorsqu’une propriété P(n) dépend de toutes les propriétés précédentes.

— Théoréme 2 (Principe de récurrence forte)

Soit P(n) une propriété dépendant d’un entier naturel n et ng € N. On suppose que :

P(no) est vraie (initialisation)
VYn > ng, (P(no),P(no+1),P(ng+2),...,P(n)) = Pn+1) (hérédité)

Alors, pour tout n > ng, P(n) est vraie.

» Pour montrer que P(n) est vraie pour tout entier n > ng, on procéde en trois étapes :

e Initialisation : On montre que P(ng) est vraie.

o Hérédité : On considére un entier n fixé supérieur ou égal ¢ ng. On suppose que P(ng), P(no+1), P(no+
2),...,P(n) sont vraies. En utilisant P(ng), P(ng+1),P(ng+2),...,P(n), on montre qu’alors P(n+1)
est encore vraie.

e Conclusion : P(n) est vraie pour tout entier n > ng.

n
Exemple. Soit (uy)nen la suite définie par ug =1 et Vn € N, up1q = Z U

k=0
Montrer que : Vn € N*, u,, =27~ L

n
Exercice 2 1. Soit (un)nen+ la suite définie par u; = 3 et pour tout n > 1, up 1 = — Zuk
n
k=1
Montrer que : Vn € N*, u,, = 3n.

6(n+1) <
2. Soit « 1 ite défini =2etVn>1 = — .
oit (vp)nen+ la suite définie par vy et Vn > 1, v,y n@n 1) ;vk

Montrer que : Vn € N*, v,, = 2n?.
n
3. Soit (wp)nen+ la suite définie par wy; =1 et Vn > 1, w41 = - Zwk
k=1
Calculer les premiers termes de la suite (wy,)nen+, conjecturer une formule puis la démontrer.



