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Compétences attendues.
v Savoir étudier des équations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients constants.
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v Savoir étudier des trajectoires de systemes d’ordre 2.
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1 Equations différentielles linéaires

Dans toute cette partie, I désigne un intervalle ouvert de R.

1.1 Généralités

Définition et exemples
Définition.
On appelle équation différentielle linéaire a coefficients constants d’ordre n toute équation différentielle

de la forme
(B): any™ + an_1y™ D+ ... + a1y +ay =1b

e 1 est un entier naturel non nul ;

® ap,ai,...,a0,_1,0, sont des constantes avec a,, # 0, appelées coefficients de I'équation différentielle ;

t — b(t) est une fonction définie sur I, appelée second membre de 1’équation différentielle ;

e linconnue y : ¢t — y(¢) est une fonction définie et (au moins) dérivable n fois sur I et, pour 0 < k < n,
y %) désigne la dérivée k-itme de y.

Si la fonction b est nulle, on dit que ’équation différentielle est homogene.

Remarque. Etant donnée une équation différentielle
(B): any™ + an_1y™ 4+ ...+ a1y + agy = b,
on notera (Ep) I'équation différentielle homogene associée

(Eo) : any™ + an_1y™ Y+ ...+ a1y + agy = 0.

Exemples.
e ' = y est linéaire, & coefficients constants, homogene et d’ordre 1.
e 1/ = y est linéaire, & coefficients constants, homogene et d’ordre 2.
e y =2y +5 est linéaire, & coefficients constants, non homogene et d’ordre 1.
e 3/ =12 est non linéaire, & coefficients constants, homogene et d’ordre 1.
e y/+ty = t2 est linbaire, & coefficients non constants (# n’est pas une constante), non homogene et d’ordre 1.

e " + 9" + 4 +y = el est linéaire, & coefficients constants, non homogene et d’ordre 3.

Ensemble des solutions

— Propriété 1 (Principe de superposition)

Soient
(El) : any(n) + anfly(n_l) + ...+ aly/ + apy = bl

et
(EQ) : any(") + an_ly(”fl) +...+ aly/ + apgy = by

deux équations différentielles linéaires a coefficients constants qui different seulement par leur second
membre b et bs.

Si y1 est une solution de (E7) et yo est une solution de (E2), alors, pour tous réels A et p, Ay + py2
est une solution de I’équation différentielle

(E) : any'™ + an_1y™ ™V + .+ a1y’ + agy = Aby + pbo.
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Preuve.

Exercice.

1. Déterminer une solution constante de 1’équation différentielle v’ —y = 1.

2. Vérifier que la fonction ¢ — tet est une solution de ’équation différentielle 3" — v = €.

3. En déduire une solution de ’équation différentielle 3’ — y = 2 — 3et.

Remarque. Le principe de superposition dit en substance que :

résoudre 1’équation différentielle homogene (Ep)
résoudre ’équation différentielle (F) < ¢ et
trouver une solution particuliere de (E)

— Propriété 2 (Structure algébrique de I'ensemble des solutions de ’équation homogene)
On considere une équation différentielle linéaire homogeéne a coefficients constants d’ordre n :

(EO) . any(n) + anfly(n_l) + ...+ aly/ + agy = 0.

L’ensemble des solutions de (Ey) est stable par combinaisons linéaires. Autrement dit, c’est un
sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des fonctions de R dans R.
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Preuve.

Probleme de Cauchy
Définition.

Soit tg € I et (Yo, Y1s---,Yn—1) € R™. Résoudre le probléeme de Cauchy

{ any™ + ap_1y" Y + a1y +agy =b
y(to) = vo, ¥'(to) = v1,-- -,y "V (to) = Y1

c’est trouver les solutions de ’équation différentielle any™ + an_1y" Y + ... + a1y’ + agy = b qui vérifient
les conditions initiales 4
Vie [0,n—1], yP(to) = .

— Théoréme 3 (Existence et unicité d’une solution a un probleme de Cauchy)

Pour tout ty € I et pour tout (yo,y1,---,¥n—1) € R", il existe une unique solution au probléme
de Cauchy
{ any™ + an_1y™ "V + ..+ a1y’ +agy = b
y(to) = o, ¥'(to) = y1,- .-,y (to) = yn—1

Remarque. Ce théoreme donne l'existence et I'unicité de la solution d’une équation différentielle en imposant
des conditions initiales. Mais il ne dit rien sur la résolution en pratique.

Trajectoires
Définition.

On appelle trajectoire d'une équation différentielle (E) sur I, tout sous-ensemble de R?

{(ty(1) |t eI},

oll y est une solution de 1’équation différentielle (F).
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Représentation graphique. Les trajectoires sont des sous-ensembles de R? que ’on peut assimiler géométriquement
aux courbes représentatives des solutions de 1’équation différentielle.

Exemple. On peut vérifier que, pour tout A € R, la fonction ¢ — Ae™! est solution de I’équation différentielle
y' +y = 0. Voici la représentation graphique des trajectoires associées pour A = —1,0,1 et 2 :

Remarque. Par unicité d’une solution a un probleme de Cauchy, une trajectoire est entierement déterminée
par sa ou ses conditions initiales. En particulier,

1. Pour les équations différentielles d’ordre 1, ceci signifie que deux trajectoires différentes ne peuvent se
couper.

2. Pour les équations différentielles d’ordre 2, ceci signifie que deux trajectoires différentes ne peuvent se
couper et avoir la méme tangente en un point.
Définition.
e On appelle trajectoire d’équilibre d’une équation différentielle toute trajectoire associée a une

solution constante de cette équation différentielle.

e Supposons que +o0 soit une borne de I (ce qui est toujours le cas en pratique).

On dit qu’une trajectoire {(¢,y(t)) | t € I'} d’une équation différentielle est convergente si y(t) possede
une limite finie quand t tend vers 4oo.

Propriété 4 (Trajectoires convergentes)

Si une trajectoire est convergente, alors elle converge nécessairement vers une trajectoire d’équilibre.

Exemples.

1. {(t,0) | t € R} est une trajectoire d’équilibre de 1’équation différentielle ¥’ + y = 0 puisque la fonction
constante égale a 0 est solution.

2. Pour tout A € R, la trajectoire {(t,\e”?) | t € R} de '’équation différentielle y' + y = 0 est convergente
puisque . ligl Xe t=0.
— 400

On constate bien ici qu'il y a convergence vers la trajectoire d’équilibre {(¢,0) | t € R}.
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1.2 Equations différentielles du premier ordre

On cherche a résoudre dans cette partie une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients
constants de la forme
(E): v +ay=10

ol
e a est une constante réelle ;
e b est une fonction continue sur I ;
e l'inconnue y : t — y(t) est une fonction définie et (au moins) une fois dérivable sur I.

Remarque. Lorsqu’il y a un coefficient non nul devant 3, on commencera par diviser I’équation par ce
coefficient pour se ramener & une équation de la forme vy’ + ay = b.

Le cas homogeéne

— Théoréme 5 (Solution de I’équation homogene ¢’ + ay = 0)

L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle linéaire homogene (Fy) : y' + ay = 0 est

So={t—= e | X e R} = Vect (t — e ).

Exercice. Déterminer I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle homogene

(Eo): y' +2y=0.

Résolution complete

— Théoréme 6 (Solution de I’équation générale y' + ay = b)

Soit (E) : y' 4+ ay = b une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficients constants.
Soit y, une solution particuliere de (E) et Sp ensemble des solutions de I’équation homogene associée
a (F). L’ensemble des solutions de (E) est

S={yp+yolyo€Sot={t—>y(t)+re | XeR]}.

Remarques.

1. Dans le cas particulier o a est non nulle et b est une constante, on remarquera que la fonction constante

t — — est une solution particuliere de (F) : y' 4+ ay = b.
a

2. Dans le cas général, il n’y a pas de méthode au programme pour déterminer une solution particuliere. On
suivra pas a pas les indications de ’exercice pour en déterminer une.
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Exercice. On considere 1’équation différentielle
(E): v +2y=1+t.

1. Déterminer une solution particuliere de (E) de la forme t — at + b, o1 a,b € R.

2. En déduire l'ensemble des solutions de (E).

Condition initiale

En appliquant le Théoréme 3 lorsque n =1, on a la :

— Propriété 7 (Existence et unicité d’une solution - Cas ou n = 1)

Pour tout tg € R et pour tout yy € R, le probleme de Cauchy

{ y +ay=>b
y(to) = vo

admet une unique solution.

Remarque. Pour déterminer cette unique solution, il suffit de déterminer les solutions de I’équation différentielle
Yy + ay = b puis d’évaluer avec la condition initiale y(tg) = yo pour déterminer la valeur de la constante .

Exercice. Déterminer I'unique solution du probleme de Cauchy

{ Y +2y=1+t,
y(0) = 1.
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Donnons pour finir la méthode complete pour résoudre une équation différentielle du premier ordre :

% Méthode.

Pour résoudre une équation différentielle (E): y' +ay =10 :

1. On résout l’équation homogene (Ep) : y' + ay = 0 associée a (E).

Les solutions sont de la forme yo(t) = Ae™ %, avec \ une constante réelle.
2. On cherche une solution particuliére y, de (E) (en se laissant guider par l'exercice).

3. On donne l’ensemble des solutions de (E). Elles sont de la forme y(t) = yp(t) + yo(t).

4. Si on a une condition initiale y(to) = yo, on évalue la solution y obtenue pour déterminer la valeur

de \.

1.3 Equations différentielles du second ordre

On cherche a résoudre dans cette partie une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients

constants de la forme
(E): " +ay +by=c

e a et b sont des constantes réelles ;
e ¢ est une fonction continue sur I ;

e linconnue y : t — y(t) est une fonction définie et (au moins) deux fois dérivable sur I.

Remarque. Lorsqu’il y a un coefficient non nul devant y”, on commencera par diviser I’équation par ce

coefficient pour se ramener & une équation de la forme y"” + ay’ + by = c.

Le cas homogeéne

— Théoréme 8 (Solution de I’équation homogene y” + ay’ + by = 0)
On appelle équation caractéristique associée a I’équation différentielle homogene
(Eo): " +ay +by=0

I’équation d’inconnue r suivante :
r’+ar+b=0.

Notons A le discriminant de cette équation.

(1) Si A > 0, léquation caractéristique admet deux racines réelles distinctes 1 et ro. Alors
Pensemble des solutions de (Ey) est

So = {t e et |\ e R} = Vect (t ettt 6T2t) .

(2) Si A =0, ’équation caractéristique admet une unique racine rg. Alors ensemble des solutions
de (Ey) est
So={t— (At +p)e™" | A\, u € R} = Vect (£ — te™ t s e™").

Exercice. Déterminer I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle homogene

(Eo): 9" +y —2y=0.
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Résolution complete

— Théoréme 9 (Solution de I’équation générale 3" + ay’ + by = ¢)

Soit (E) : 3" 4+ ay’ 4+ by = ¢ une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.
Soit y, une solution particuliere de (E) et Sy 'ensemble des solutions de I’équation homogene associée
a (E). L’ensemble des solutions de (E) est

S ={yp+vo|voeSo}.

Remarques.
1. Dans le cas particulier ot b est non nulle et ¢ est une constante, on remarquera que la fonction constante

t % est une solution particuliere de (E) : " + ay’ + by = c.

2. Dans le cas général, il n’y a pas de méthode au programme pour déterminer une solution particuliere. On
suivra pas a pas les indications de 1’exercice pour en déterminer une.

Exercice. On considere I’équation différentielle
(B): o' +y' — 2y = (10 + 8t)e*.

1. Déterminer une solution particuliere de (E) de la forme t + ate? ot a € R.

2. En déduire I'ensemble des solutions de (F).
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Conditions initiales

En appliquant le Théoréme 3 lorsque n =2, on a la :

— Propriété 10 (Existence et unicité d’une solution - Cas ot n = 2)

Pour tout ¢y € R et pour tout (yo,y1) € R?, le probléme de Cauchy

admet une unique solution.

y' +ay +by=c
y(to) = Yo
y'(to) =

Remarque. Pour déterminer cette unique solution, il suffit de déterminer les solutions de I’équation différentielle
Yy’ + ay’ + by = ¢ puis d’évaluer avec les conditions initiales y(tg) = yo et ¢/ (t9) = y1 pour déterminer la valeur
des constantes \ et p.

Exercice. Déterminer I'unique solution du probleme de Cauchy

y" +y — 2y = (10 + 8t)e?!,
y(0) =1,
y'(0) =1.

Donnons pour finir la méthode compléete pour résoudre une équation différentielle du second ordre :

) Méthode.
Pour résoudre une équation différentielle (E): y"' +ay +by=-c :

1.

On résout I’équation homogéne (Eo) : y" 4+ ay’ + by = 0 associée ¢ (F). Pour cela, on détermine
les racines de ’équation caractéristique v + ar + b+ 0.

e Si elle admet deuz racines r1 et o, les solutions sont de la forme yo(t) = A"t + pe™t, avec A
et p deux constantes réelles.

o Si elle admet une unique racine ro, les solutions sont de la forme yo(t) = (Mt + p)e™!, avec A
et u deuzx constantes réelles.

On cherche une solution particuliére y, de (E) (en se laissant guider par l’exercice).

On donne enfin l’ensemble des solutions de (E). Elles sont de la forme y(t) = y,(t) + yo(t).

. Si on a des conditions initiales y(tg) = yo et y'(to) = y1, on évalue la solution y obtenue pour

déterminer les valeurs de \ et p.

10
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2 Systemes différentiels linéaires

2.1 Définition et écriture matricielle

Définition.

On appelle systéeme différentiel linéaire a coeflficients constants tout systeme d’équations différentielles
de la forme :

Ill = a1,1* + 1,272 + ...+ a1,nTn
/
Ty = 02171 + a2,2%2 + ...+ a2 nTn
(5):
x, = api®1+an2Te+ ...+ Apny

olt
e 7 est un entier naturel non nul ;
e les a; ; sont des constantes réelles, appelées coefficients du systeme différentiel ;
e x1,...,x, désignent des fonctions inconnues que ’on supposera étre définies (et dérivables) sur R.

Résoudre un tel systeme, c’est trouver toutes les fonctions 1, ..., x, vérifiant simultanément les n équations
du systeme.

Notation. On peut réécrire le systeme différentiel (S) sous la forme matricielle

X' = AX,
X )
To b
ou A= (ai,j)lgi’jgn c .//n(R), X = : et X' = :
T xl

Exercice. On considere le systeme différentiel linéaire
) =1 + 229 — 23
(S): ah = 2y + dxg — 223

ah = —x1 — 2w9 + X3

Expliciter la matrice A € .#5(R) associée a ce systeme différentiel.

2.2 Solutions des systemes différentiels

Définition.
w?
Soit tg e Ret XO= [ : | € #,1(R). Résoudre le probleme de Cauchy
)
{ X' =AX
X(tg) = X°

c’est trouver les solutions du systéme différentiel linéaire X’ = AX qui vérifient la condition initiale
X(ty) = X0, c’est-a-dire
Vi [1,n], xi(to) = 2.

11
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— Théoréme 11 (Existence et unicité d’une solution & un probleme de Cauchy)

0
1
Pour tout ¢y € R et pour tout X% = : | € 4,1 (R), il existe une unique solution au probleme
y
de Cauchy :
X' =AX
X(ty) = X°

Remarque. Ce théoreme donne I'existence et 'unicité de la solution d’un systéme différentiel en imposant des

conditions initiales. Mais il ne dit rien sur la résolution en pratique.

— Théoréme 12 (Résolution et ensemble solution)

Soit A € ., (R) une matrice diagonalisable. On note :

® ay,...,q, les valeurs propres de A (non nécessairement distinctes, chaque valeur propre ap-
parait autant de fois que la dimension du sous-espace propre associé) ;

o (Uy,...,Uy,) une base de ., 1(R) constituée de vecteurs propres de A telle que, pour tout
i € [1,n], U; est un vecteur propre associé & la valeur propre «;.

Alors I’ensemble des solutions du systémes différentiel linéaire X’ = AX est :

S = {t= Me®Up 4. 4 Xe® U, | (A, .o, An) €RT)
— {tHZAieaitUi|()\1,...,)\n)€R”}
i=1

= Vect (t = et Lt e“"LtUn) .

Preuve.

12
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Remarques.

1. L’ensemble des solutions d’un systeme différentiel linéaire est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel
des applications de R dans .4, 1(R). Cet ensemble est donc stable par combinaisons linéaires.

2. Ce théoreme ne s’applique pas lorsque A n’est pas diagonalisable (car on ne dispose alors pas d’une base
de vecteurs propres de A). Dans ce cas, il faut suivre pas & pas les indications de lexercice (voir par
exemple Exercice 20 et Exercice 21 du TD 14).

% Méthode.

Pour résoudre un systéeme différentiel linéaire X' = AX :
1. On détermine les valeurs propres de A et une base de chacun des sous-espaces propres associés.

2. On prouwve par concaténation qu’on obtient une base (U,...,U,) de My 1(R) formée de vecteurs
propres de A.

3. On explicite enfin l’ensemble des solutions du systéme différentiel linéaire a Uaide du théoréme
précédent.

Exercice. On considere toujours le systeme différentiel linéaire
) =x1 + 229 — 3

(S) : xh = 21 + 4xo — 223

xh = —x1 — 209 + X3

et on note A € #,(R) la matrice associée.

1. Justifier que A est diagonalisable. Donner sans calcul une premiere valeur propre de A.

13
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2. Calculer A%(A — 613). En déduire le spectre de A.

3. Diagonaliser A.

14
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4. Déterminer, pour tout ¢t € R, 'expression de X (t).

5. On ajoute les conditions initiales x1(0) = 1, 22(0) = —1 et x5(0) = 5. Déterminer I'unique solution du
probleme de Cauchy associé.

2.3 Lien entre équation différentielle d’ordre 2 et systeme différentiel

— Propriété 13 (Lien entre équation différentielle d’ordre 2 et systéeme différentiel)

Soient a et b deux réels, avec b # 0. On considere I'équation différentielle linéaire homogéne
d’ordre 2 suivante :
y" +ay + by =0.

En posant X = (;j,) et A= (_Ob —1a)’ on a ’équivalence :

yl/+ay/+by=0<:>X/=AX

15



ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau, Reims

Preuve.

% Méthode.

Pour résoudre une équation différentielle d’ordre 2 a l'aide d’un systéme :

1. On détermine la matrice A telle que :

y' +ay +by=0s X' = AX.

2. On résout le systeme différentiel X' = AX.

8. On conclut en ne considérant que la premiére composante du vecteur colonne X .

Exercice. Résoudre sur R I’équation différentielle suivante a I’aide d’un systeme différentiel :

(E): y'—y' —2y=0.

16
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2.4 Trajectoires, états d’équilibre et convergence
Trajectoires
Définition.

Soit A € .4, (R). On appelle trajectoire du systeme différentiel linéaire X’ = AX tout sous-ensemble de
R"™ de la forme

{(xl(t)axQ(t)» s axn(t)) | te R}

ou (z1,...,%,) est une solution du systéme différentiel X' = AX.

Remarque. Sin = 2, une trajectoire est représentée par une courbe du plan.
Exemple. Donner 'ensemble des trajectoires du systeme différentiel linéaire

) = + 229 — 23
(S) : ahy = 2y + dxg — 223

ah = —x1 — 2w + X3

Etats d’équilibre
Définition.
On appelle point d’équilibre ou état d’équilibre d’un systéme différentiel X’ = AX toute solution
constituée de fonctions constantes. On a alors ’équivalence :
T

(x1,...,2y,) est un point d’équilibre & A | | =0.

On parle parfois de point critique ou de point stationnaire.

Remarque. La trajectoire d’'un état d’équilibre est donc réduite a un point.

% Méthode.

Pour déterminer les états d’équilibre d’un systéme différentiel X' = AX, il suffit de résoudre le systéme
linéaire suivant :

" a11T1 + a1 2T2 + ...+ A1 Xy = 0
1
a21T1 + G22%T2 + ...+ A2,Tyn = 0
Al 1 | =0%
In _
n1T1+ An2T2+ ...+ apnTyn = 0

17
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Exercice. Déterminer les états d’équilibres du systeme différentiel linéaire

] =21+ 229 — 3
(S) : xh = 2x1 + 4xg — 223
—I1 —21’2+£B3

8
w
|

Propriété 14 (Etat d’équilibre lorsque la matrice est inversible)

Une matrice A est inversible si et seulement si 'unique point d’équilibre du systeme différentiel
lindaire X' = AX est le point (0,...,0) = Ogn.

Convergence d’une trajectoire
Définition.
Soit (1, ..., %) une solution d’un systéme différentiel linéaire X’ = AX. Soit (¢1,...,¢,) € R™.

t——+o0

S’il n’existe pas de tel n-uplet (¢1,...,£,), alors on dit que la trajectoire diverge.

— Propriété 15 (Spectre et convergence des trajectoires)

Soit A € .#,,(R) une matrice diagonalisable. On considére le systéme différentiel linéaire X' = AX.

(1) Sitoutes les valeurs propres de A sont négatives ou nulles, alors toutes les trajectoires du systéme
convergent vers un point d’équilibre et on dit que ces points d’équilibres sont stables.

(2) Si A posseéde au moins une valeur propre strictement positive, alors il existe des trajectoires
divergentes.

On dit que la trajectoire {(z1(t), z2(t),...,2,(t)) | t € R} converge vers (¢1,...,£,) si, pour tout i € [1,n],

18
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Exercice. Les trajectoires du systeme différentiel linéaire

) = + 229 — 23
(S) : xh = 2y + dxg — 223

ah = —11 — 2w9 + X3

sont-elles convergentes 7 Ses points d’équilibres sont-ils stables ?

Cas particulier. Placons-nous dans le cas o n = 2 et ou A € #>(R) est diagonalisable. Il existe donc
P € #5(R) inversible telle que :
_ A1 O 1
amr(h D)o
On a alors :
X -Axex =p(" Y)pixepix=(2 9)pix
0 )\2 0 >\2

A un changement de variable preés (et donc un changement de base pres), on a donc & résoudre un systéme
différentiel linéaire
A0 =Mz z(t) =
X = X & &Vt e R,
( 0 Az) { y' = oy Y

En supposant x(0) # 0 (sinon z(t) = 0 pour tout t € R), on a alors :

()

ce qui donne, en injectant cette formule dans celle donnant y(t) :

A2
=) ()

On peut faire disparaitre la dépendance en t pour ne garder que la relation entre y et = (c’est I’équation des

trajectoires) :
A2

y-mw<4&>h~

Faisons le dessin des trajectoires en fonction du signe des valeurs propres A\; et Ag (les points d’équilibres sont
représentés en rouge).
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e Casou Ay > Ay >0:

Aucune trajectoire non stationnaire ne converge.
L’unique point d’équilibre (0,0) est instable.

e Casou Ay >0> Ny :

2

Toutes les trajectoires divergent sauf deuxr qui
converge vers l'unique point d’équilibre (0,0). On dit
dans cette situation que le point d’équilibre est un
point selle.

e Casou 0> A > Ao :

Toutes les trajectoires convergent vers l'unique point
d’équilibre (0,0) qui est donc stable.

Lycée Clemenceau, Reims

e Casou A\ > A =0:

b
=
r

—4 -2 2 4

—4

Aucune trajectoire non stationnaire ne converge. Il y
a une infinité de points d’équilibres (l’aze des
ordonnées), tous instables.

e Casou 0= X1 > Ay :

—4 1
Toutes les trajectoires convergent. Il y a une infinité

de points d’équilibres (l’aze des abscisses), tous
stables.

Tableau récapitulatif de la nature des points

d’équilibre :
)\1\)\2 Ay <0 A =0 A2 >0
A <0 stable stables selle
A =0 stables stables instables
A1 >0 selle instables instable
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