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Compétences attendues.
v Pour chacun des ensembles R", ., ,(R), R[X], R,,[X], RY et .#(A,R), il faut :

e savoir que c’est un espace vectoriel muni de ses lois somme et produit par un scalaire (et savoir
sommer des vecteurs et multiplier un vecteur par un scalaire),

e connaitre 1’élément neutre de ’ensemble,

e connaitre la base canonique s’il en a et la dimension.
v Montrer que ' C E est un sous-espace vectoriel de E.
v/ Déterminer une famille génératrice d’un sous-espace vectoriel.
v/ Montrer qu’une famille de vecteurs est libre.
v/ Montrer qu'une famille de vecteurs est une base d’un espace vectoriel.
v/ Déterminer une base et la dimension d’un sous-espace vectoriel F' de E.
v Trouver la matrice de passage d’une base % vers une base %’.

v Déterminer le rang d’une famille de vecteurs.
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1 Espaces et sous-espaces vectoriels

1.1 Espaces vectoriels
Définition.
] Un ensemble non vide F est un espace vectoriel si E est muni de deux lois :
e une loi de composition interne + : Yu,v € E, u+v € E,
e une loi de composition externe - : Yu € E, VA€ R, A-u € F,
vérifiant les propriétés suivantes :
1) Propriétés de la loi + :
a) Commutativité : Yu,v € E, u+v =0+ u.
b) Associativité : Vu,v,w € E, u+ (v +w) = (u+v) + w.

c) Elément neutre : 305 € E tel que Vu € E, Op +u=u+ 0p = u.
Cet élément O est forcément unique.

d) Elément symétrique : Yu € E, Jv € Etelque u+v=v+u = 0g.
Cet élément v est forcément unique et noté —u.

2) Propriétés de la loi - :

a) VA peR, Yue E, (M) -u=X-(u-u).
b) Vue E, 1-u=u.

3) Distributivité de la loi - sur la loi 4 :

a) VAER, Vu,v € E, - (u+v)=A-u+A-v.
b) VA, peR,Vu e E, (A+p)-u=X-u-+p-v.

Les éléments de F sont appelés vecteurs et les éléments de R sont appelés scalaires.

Dans toute la suite, (E, 4+, ) est un espace vectoriel.

Remarques.

1. On peut démontrer que, pour tout A€ Ret u € F,
A-0g =0g, 0-u=0g, A(—u)=(=N)-u=—(\-u).
De plus, si A\-u =0g, alors A =0 ou u = 0p.

2. Le symbole - de la loi de composition externe qui se trouve entre un scalaire et un vecteur est souvent
omis. Par contre, I'ordre est important : on écrira toujours les scalaires a gauche des vecteurs.

3. Il n’existe pas, a priori, de multiplication entre deux vecteurs de F.
La structure d’espace vectoriel permet d’effectuer des combinaisons linéaires dans F :
Béﬁnition.
e Un vecteur v est colinéaire a un vecteur u s’il existe A € R tel que v = A - u.

e Un vecteur v est une combinaison linéaire d’une famille (uq,...,u,) de p vecteurs de E s’il existe
p scalaires Aq,..., A, € R tels que :

vz)\l-u1+...—|—)\p~up.

Les scalaires \; sont les coefficients de la combinaison linéaire.
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1.2 Espaces vectoriels usuels

L’ensemble R" des n-uplets de réels

L’ensemble R™ muni de ’addition et du produit par un scalaire usuels est un espace vectoriel :
o (z1,..,xn)+ W1y 3Un) = (®1+ Y1, -+, Tn + Yn),
o A (x1,...,xn) = (Ax1,..., Azy).

L’élément neutre est Og-» = (0,...,0).

L’ensemble ./, ,(R) des matrices de taille n x p a coefficients réels

L’ensemble .#,, ,(R) muni de l'addition et du produit par un scalaire usuels est un espace vectoriel :

ar1 ccc AL bii o bip atrtbiy o arp tbiy
. | ] = P
an,1  °° Gnp bn,l e bn,p Gn,1 + bn,l o Qpp + bn,p
a171 e a’l,p Aa171 DRI Aa17p
° )\ =
a’[’L71 DR a/n)p Aan’l DY Aan’p
0 --- 0

L’élément neutre est 0 4, (&) =

L’ensemble R[X] des polyndmes & coefficients réels

L’ensemble R[X] muni de ’addition et du produit par un scalaire usuels est un espace vectoriel :
e pour tout z € R, (P + Q)(z) = P(z) + Q(z),
e pour tout z € R, (A- P)(z) = A\P(z).

L’élément neutre est le polynome nul.

L’ensemble RY des suites réelles

L’ensemble RY muni de 1’addition et du produit par un scalaire usuels est un espace vectoriel :
e pour tout n € N, (u + v), = Uy + Uy,
e pour tout n € N, (A - u),, = Auy,.

L’élément neutre est la suite nulle.

L’ensemble .7 (A,R) des applications de A dans R

L’ensemble .% (A, R), ot A est un ensemble quelconque, muni de I’addition et du produit par un scalaire usuels
est un espace vectoriel :

e pour tout a € 4, (f + g)(a) = f(a) + g(a),
e pour tout a € A, (A f)(a) = Af(a).

L’élément neutre est ’application nulle.

% Méthode.

Pour montrer qu’un ensemble F est un espace vectoriel, on ne reviendra jamais a la définition. On
montrera qu’il est un sous-espace vectoriel de l'un des espaces vectoriels usuels décrits précédemment.
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1.3 Sous-espaces vectoriels
Définition.
Soit F' une partie non vide de E.

On dit que F est un sous-espace vectoriel de Iespace vectoriel (E,+,-) si (F,+,-) est aussi un espace
vectoriel.

Remarque. Si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors O € F.
Exemples.
e {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E, appelés sous-espaces vectoriels triviaux de E.

e Les ensembles €'(I,R), €*(I,R),... sont des sous-espaces vectoriels de .% (I, R).

— Propriété 1 (Caractérisation des sous-espaces vectoriels)

F est un sous-espace vectoriel de F si et seulement si
(1) F est une partie non vide de E.

(2) F est stable pour la loi + : Vu,v € F,u+v € F.

(3) F est stable pour laloi-: VAER, Yu € F, A\-u € F.

Remarque. Les deux derniers points de la caractérisation des sous-espaces vectoriels peuvent étre fusionnés
en une seule propriété, la stabilité de F' par combinaisons linéaires :

Yu,v € F, VAER, A-u+wvé€EF.

% Méthode.

Pour montrer qu’un ensemble F' est un sous-espace vectoriel de EZ, on montre que :
e I est une partie non vide de E (en vérifiant que O € F),

Vu,v € F, u+veF

e Vu,ve F,YNeER, N-u+veF ou {VAER,VUEF,)\'UEF.

Exercice.

1. Montrer que 'ensemble F = {(z,y,z) € R* | & — 3y + 22 = 0} est un espace vectoriel.
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2. Montrer que 'ensemble R,,[X] des polynomes & coefficients réels de degré inférieur ou égal & n est un

espace vectoriel.

1.4 Sous-espaces engendrés

Définition.
Soit (u1, ..., u,) une famille de p vecteurs de E.
On note Vect(u1, ..., u,) 'ensemble de toutes les combinaisons linéaires de la famille (uq,...,up) :

— Théoréme 2 (Sous-espaces vectoriels engendrés)

o Vect(u1, ..., [+, ..., up) = Vect(ui,. ..

Vect(ul,...,up):{Al-u1—|—...—|—)\p-up|(Al,...,/\p)ERP}.

Soit (u1, ..., u,) une famille de p vecteurs de E.
(1) Vect(uq,...,up,) est un sous-espace vectoriel de E.
On l'appelle le sous-espace vectoriel engendré par la famille (uq,...,up).
(2) Si F est un sous-espace vectoriel contenant les vecteurs uq, .. ., u,, alors Vect(uq,...,u,) C F.
Ainsi, Vect(uq,. .., u,) est le plus petit sous-espace vectoriel contenant les vecteurs uq, .. ., up.
(3) Pour tous ¢ # j, pour tous A € R et u € R*, on a :
o Vect(u1,..., U, . Uj,...,Up) = Vect(uq,. .. S Up) s
o Vect(ur, ... Uiy oo Uy, .., Up) = Vect(ur, ..., u + X uj, ..., uj, ..., Up) ;

JUiy e, Up).

Preuve.
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|
Remarque. A partir du point (3) du théoréme précédent, on peut montrer 1'équivalence suivant :
Upt1 € Vect(ug,...,up) < Vect(ug,. .., Up, Upy1) = Vect(uq, ..., up).
Ainsi, on peut simplifier Vect(ui, ..., up, upt1) si upy1 est combinaison linéaire des vecteurs uq, ..., u,.

Exercice. Montrer I’égalité suivante :

v (5 1) (006 )G 9) v (696 1))

% Méthode.

% Pour montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel, on peut le mettre sous la forme Vect(uq, ..., up).

Exercice. Montrer que ’ensemble F' suivant est un espace vectoriel :

a+b a b
F= a a+b b | eR)| (a,b) €R?
a b a+b
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% Méthode.

Soit F' un sous-espace vectoriel défini par (ou dont la définition se raméne a) un systéme d’équations
linéaires. Pour écrire F' sous forme d’un Vect(...) :

1. On échelonne le systéme et on identifie inconnues principales et inconnues secondaires ;
2. On substitue dans l’expression de F' les inconnues principales par les inconnues secondaires.

8. On factorise par les inconnues secondaires pour obtenir les vecteurs qui engendrent F.

Exercice. Ecrire F = {(x, y,2) ER3 | o — 3y +22 = O} comme sous-espace vectoriel engendré par une famille
de vecteurs.

2 Familles de vecteurs

2.1 Familles génératrices

Définition.
Une famille (ug,...,u,) de p vecteurs de E est dite génératrice de E si tout vecteur de E est une combi-
naison linéaire de (u1,...,u,), c’est-a-dire :

Vo€ E, I(A1,..., ) ERP. v =X -ug + ...+ Ay - up.

Autrement dit,
E = Vect(uq,...,up).

Exemples.
e La famille ((1,1)) n’est pas génératrice de R?.
e La famille ((1,1),(2,2)) n’est pas génératrice de R?.
e La famille ((1,0), (0,2),(1,2)) est génératrice de R?.

Remarque. Une famille peut étre génératrice de E et avoir "trop de vecteurs”. Dans ce cas, la décomposition
d’un vecteur dans cette famille n’est pas unique. Par exemple, le vecteur (2,6) de R? s’écrit :

(2,6) = 2-(1,0)+3-(0,2)+0-(1,2)
(=1)- (1,0)+0-(0,2) +3-(1,2)
0-(1,0)+1-(0,2) +2-(1,2).

Pour que tout vecteur de E puisse s’écrire de maniere unique comme une combinaison linéaire de la famille
génératrice (u1,...,up), il faut que cette famille vérifie une autre propriété : la propriété de liberté.
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% Méthode.

Pour trouver une famille génératrice d’un sous-espace vectoriel F, on le met sous la forme

F = Vect(uq, . .., up).

Exercice. Donner une famille génératrice du sous-espace vectoriel F' = {(z,y,2) € R® | x — 3y + 2z = 0}.

2.2 Familles libres

Définition.
Soit (u1, ..., u,) une famille de p vecteurs de E.
e On dit que (u1,...,up) est une famille libre (ou que les vecteurs uq,...,u, sont linéairement

indépendants) si :
V()\l,...,)\p)ERp, /\1-u1+...+/\p-up:0E:>/\1:...:/\p:O.

e Dans le cas contraire, on dit que (uq,...,u,) est une famille liée (ou que les vecteurs uq, ..., u, sont
linéairement dépendants), ce qui s’écrit :

A, ) #(0,...,0), Aur 4.+ Ay up =0g.

Remarque. Si au moins un des vecteurs d’une famille est nul, alors cette famille est liée.

% Méthode.

Pour montrer qu’une famille (u1,...,up) est libre (avec p > 3), on résout le systéme :

/\1~u1+...+/\p-up:0E

d’inconnues (A1, ..., Ap) € RP. Deuz cas sont possibles :
1. Le systéme est de Cramer et (A1,...,Ap) = (0,...,0). Dans ce cas, la famille (uq,...,up) est libre.
2. Le systéme est indéterminé. Dans ce cas, la famille (uq, ..., up) est liée.
Exercice.

1. Montrer que ((1,1,—-1),(=2,—-1,4),(3,3,—4)) est une famille libre de R3.
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2. Montrer que (z — |z, 2 — 22,2+ €) est une famille libre de .Z# (R, R).

Propriété 3 (Caractérisation des familles lides)

Une famille d’au moins deux vecteurs est liée si et seulement si un de ses vecteurs peut s’exprimer
comme une combinaison linéaire des autres.

Exercice. Justifier que ((1,1,1),(1,—-1,0),(2,0,1)) est une famille liée de R3.

% Méthode.

Supposons qu’une famille (uy,...,u,) est liée et cherchons & exprimer certains de ses vecteurs comme
combinaisons linéaires des autres. Le systéme Ay -u1 + ...+ A - up = 0 d’inconnues (A1,...,Ap) € RP
étant indéterminé, on exprime les inconnues principales en fonction des inconnues secondaires. Puis,
pour chaque inconnue secondaire \;,

1. On pose \; = 1 et les autres inconnues secondaires = 0. On en déduit ensuite les valeurs des
inconnues principales.

2. On remplace alors Ay, ..., Ay par leurs valeurs dans le systéme A1 - uy + ...+ Ap - up = Op.
3. On en déduit une expression de u; comme combinaison linéaire des autres vecteurs.

On peut ainsi exprimer chaque vecteur w; associé 4 une inconnue secondaire \; comme combinaison
linéaire des vecteurs associés aux inconnues principales.

Exercice. On considere les vecteurs de R? suivants :
Uy = (2,3,—1), Uy = (1,—1,—2), Uz = (3,7,0), Ug = (5,0,—7).

1. Monter que la famille (uq,usa, us, ug) est liée.
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2. En déduire les expressions de us et us comme combinaisons linéaires de u; et us.

— Propriété 4 (Cas des familles de un ou deux vecteurs)

(1) Une famille d’un seul vecteur non nul est libre.

(2) Une famille de deux vecteurs non colinéaires est libre.

& Attention.

Le point (2) de la propriété précédente ne se généralise pas & trois vecteurs ou plus. Par exemple, les
vecteurs (—1,1,0), (0,—1,1) et (1,0, —1) sont deux & deux non colinéaires, et pourtant ils forment une
famille liée puisque :

(-1,1,0) + (0,-1,1) 4+ (1,0,—1) = (0,0, 0).

— Propriété 5 (Cas des polynomes, des matrices colonnes et des n-uplets)

(1) Une famille de polynémes non nuls dont les degrés sont deux a deux distincts est libre.

(2) Une famille de matrices colonnes ou de n-uplets échelonnée est libre.

10
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Exemples.

1. (1,X +1,X% — X) est une famille de polynomes non nuls de degrés deux a deux distincts donc elle est

libre.
1 1 1
2. 0),11],]1 est une famille de matrices colonnes échelonnée donc elle est libre.
0 0 1
2.3 Bases
Définition.
Une famille (eq,...,e,) de vecteurs d’un espace vectoriel E est une base de E si et seulement si elle est

libre et génératrice.

— Propriété 6 (Caractérisation des bases)

Une famille Z = (eq, ..., ey) est une base de E si et seulement si tout vecteur de E peut s’écrire de
maniére unique comme combinaison linéaire de (eq,...,e,), c’'est-a-dire :

Yu€ E, A A,..., ) ER" u=X1-e1+...+ X\ - en.

Les scalaires du n-uplet (A1, ..., \,) sont appelés les coordonnées de u dans la base 2.

Preuve.

Exemples.

e Base canonique de R" :

Dans R™, on pose :
er =(1,0,...,0), e =(0,1,0,...,0), ... , e,=(0,...,0,1).

La famille (ey,...,e,) est une base de R™, dite base canonique de R™.

11
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e Base canonique de .#, ,(R) :

Pour tout 1 <i <netl<j<p, onnote I ; la matrice élémentaire dont tous les coeflicients sont nulles
sauf un 1 en position (4, ) :

J
1
0 0 0
Eij=1i-]0 1 0
0 - 0 --- 0
La famille (E; ;)i1<i<n est une base de ., ,(R), dite base canonique de ., ,(R).

1<i<p
e Base canonique de R, [X] :
La famille (1, X, X?,..., X™) est une base de R, [X], dite base canonique de R,,[X].
) Méthode.
Pour déterminer une base d’un sous-espace vectoriel F' :

1. On le met sous la forme F' = Vect(uq,...,up) et (u1,...,up) est une famille génératrice de F'.

2. On teste si les vecteurs uy, ..., u, sont linéairement indépendants. Deux cas possibles :

o Si ces vecteurs ne sont pas linéairement indépendants, on exprime certains vecteurs en fonction
des autres. On peut donc les supprimer et la famille reste génératrice. On recommence ensuite
le processus jusqu’a ce que les vecteurs soient linéairement indépendants.

o Si ces vecteurs sont linéairement indépendants, la famille est libre et génératrice. C’est donc
une base de F'.

Exercice.

1. Déterminer une base du sous-espace vectoriel F = {(z,y,z) € R® |z — 3y + 2z = 0}.

2. Montrer que le vecteur (4,2,1) appartient & F et déterminer ses coordonnées dans la base obtenue a la
question précédente.

12
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3 Espaces vectoriels de dimension finie

3.1 Dimension d’un espace vectoriel

Définition.

Un espace vectoriel E est dit de dimension finie si £ admet une base constituée d’un nombre fini de
vecteurs.

Théoréme 7 (Dimension d'un espace vectoriel)

Si un espace vectoriel E admet une base finie & = (eq,...,e,), alors toutes les bases de F ont le
méme nombre n de vecteurs. On dit alors que n est la dimension de E qu’on notera dim(FE).

Exemples.
1. Par convention, l'espace vectoriel {Og} est de dimension nulle, c’est-a-dire que dim({0g}) = 0.

2. R", 4, pR), R, [X] sont de dimension finie et on a :

dim(R") = n, dim(4, ,(R)) =n X p, dim(R,[X]) =n+ 1.

3. R[X], RY, .#(A,R) n’admettent pas de base finie. On dit qu'’ils sont de dimension infinie.

— Théoréme 8 (Cardinal d'une famille libre ou génératrice)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Alors :

(1) Toute famille libre de E est de cardinal inférieur ou égal a n.

Une famille libre de E de cardinal n est une base de E.

(2) Toute famille génératrice de E est de cardinal supérieur ou égal a n.

Une famille génératrice de E de cardinal n est une base de E.

% Méthode.

1l est souvent pénible d’établir qu’une famille est génératrice, alors que la liberté est souvent plus simple
a montrer. Aussi, lorsqu’il s’agit de prouver qu’une famille est une base d’un espace vectoriel E dont on
connait la dimension, on montrera qu’elle est libre et contient dim(E) vecteurs.

Exercice. Dans R?, on pose e; = (0,1,1), e2 = (1,0,1), e3 = (1,1,0).

1. Montrer que (eq, eq, e3) est une base de R3.

13
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2. Préciser les coordonnées du vecteur u = (3, —1,2) dans la base (e, ez, e3).

— Propriété 9 (Dimension d’un sous-espace vectoriel)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors :
(1) F est de dimension finie et dim(F) < dim(FE).
(2) Sidim(F) = dim(F), alors F' = E.

Remarque. Si F un sous-espace vectoriel de R3, alors on est dans I'un des cas suivants :

o dim(F) =0, et alors F = {0g} ; o dim(F) = 2, et alors F' est un plan vectoriel ;

e dim(F) =1, et alors F est une droite vectorielle ; e dim(F) = 3, et alors F' = R3.

Sous-espace vectoriel de dimension 1, dont une base Sous-espace vectoriel de dimension 2, dont une base
est constituée du vecteur en rouge. est constituée des deux vecteurs en rouge.
Q) Méthode.

Pour prouver que deuz sous-espaces vectoriels sont égauz, on utilise l'une des méthodes suivantes :
e par double inclusion (avec souwvent une inclusion plus compliquée & démontrer),

e que l'un est inclus dans 'autre et qu’ils ont méme dimension.

14
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3.2 Matrice des coordonnées dans une base

Pour systématiser les calculs dans les espaces vectoriels de dimension finie, nous allons représenter les vecteurs
d’un espace vectoriel par une matrice colonne. Nous pourrons ainsi interpréter tout probleme d’espace vectoriel
en calcul matriciel.

Matrice d’une famille de vecteurs dans une base

Définition.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et & = (eq,...,e,) une base de F.
e Soit u € E et (mq,...,my) les coordonnées de u dans la base &, c’est-a-dire 'unique n-uplet de

scalaires tel que :
U=mi-e1+...+my-e,.

On appelle matrice des coordonnées de u dans la base # la matrice colonne notée Mg(u) de ces
coeflicients dans la base % :

my
Mag(u) = |
Mn
e Soit & = (u1,...,up) € EP une famille de vecteurs de E.
On appelle matrice de la famille (uq,...,u,) dans la base Z et on note Mz(F) = Mg(u1,...,up)

la matrice de ., ,(R) donc la j-eme colonne est Mg(u;) :

v o U
S SR S
PR . P n
Mg(F) = 62._> B " e o Vielpl, up=Y mi;-e.
: : : : £
en = \Mn1 -+ Ty -0 My

Exercice.

1. Ecrire la matrice des coordonnées du vecteur u = (2,0,4) dans la base 2 = ((0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)) de
I’espace vectoriel R3.

2. Ecrire la matrice des polynomes Py(X) = (X + 1)" pour tout 0 < i < n dans la base canonique
#=(1,X,...,X") de R, [X].

15
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Matrices de passage
Définition.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, = (ey,...,e,) (ancienne base) et &' = (e},...,¢el)

(nouvelle base) deux bases de E.
On appelle matrice de passage de # a %’ et on note Py o la matrice de .4, (R) définie par :

e e
{ 4
€1 — | p1a - P 0 Pin .
e = | p21 o p2; -0 D2 . .
Ppg = Mg(#')= "~ ! " o Vjel[l,n], ;= Zpi’j -e;.
: : i=1
€n — pn,l e pn,j T pn,n

— Propriété 10 (Matrices de passage)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

(1) Si B, A’ et B sont trois bases de E, alors :

ng’gg/ X ng/’gg// = ng’g@//.
(2) Si # et B sont deux bases de E, alors Py 4 est inversible et on a :

(Pa,s) ' = Pa .

Exercice. Dans I'espace vectoriel R3, on considere 4 la base canonique, %’ la base ((1,1,1),(1,1,0), (1,0,0)),
et A" la base ((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)).

1. Déterminer les matrices de passage Pg @, Pg' .z et Pg g puis vérifier que Pg @ X Pg ' = Pz 2.
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, . . C -1
2. Déterminer la matrice de passage Pg g puis vérifier que (Pg %) = Pg %.

Changement de bases

— Propriété 11 (Changement de bases)

Soit F un espace vectoriel de dimension finie et soient Z et %’ deux bases de F.

1. Pour tout vecteur u € E, on a :
Mgg/(u) = P@/,QM@(U).
2. Pour toute famille .% de vecteurs de F, on a :

Mg (F) = Par s Mz (F).

Exercice. Déterminer les coordonnées de u = (—2,5, —6) dans la base £’ = ((1,1,1), (1,1,0),(1,0,0)) et dans
la base " = ((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)).
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3.3 Rang d’une famille de vecteurs

Définition.
Soit E un espace vectoriel et (uq, ..., u,) une famille de vecteurs de E.
On appelle rang de (uq, ..., up) et on note rg(us, . .., up) la dimension du sous-espace vectoriel de E engendré
par (ui,...,up) :
rg(uq, ..., up) = dim (Vect(uq, ..., up)) .

— Propriété 12 (Rang d’une famille de vecteurs)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et (ug,...,up) € EP.
(1) rg(ula e au;D) S min(pa n)
(2) La famille (u1,...,up) est libre si et seulement si rg(uq,...,up) = p.

(3) La famille (u1,...,up) est génératrice si et seulement si rg(uq,...,up) =n.

Exercice. Déterminer le rang de la famille ((1,—-1,1),(0,0,0), (1,1, 1), (2,0, 2)).

Propriété 13 (Rang de la matrice d’une famille de vecteurs dans une base)

Si# = (u1,...,up) est une famille de vecteurs d’'un espace vectoriel E de dimension finie et si &
est une base de E, alors le rang de .Z est égal au rang de la matrice Mg(.F).

% Méthode.

Pour déterminer le rang d’une famille # = (uq, ..., u,) de vecteurs d’un espace vectoriel E de dimension
finie, et pour extraire de F une base de Vect(F), on procédera ainsi :

1. On écrit la matrice de . dans une base B de E.

2. On se rameéne a une matrice échelonnée par opérations élémentaires sur les lignes :

!

my g,
0 m’QJ2
0
m.j,
0
0 0

3. Le rang de F est égal a r, le nombre de pivots non nuls dans la matrice échelonnée par lignes.

4. La sous-famille (uj,,...,u;.), dont les vecteurs correspondent auz colonnes des pivots (inconnues
principales), est libre de cardinal r = rg(.F).

18
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Exercice. Soient uy = (1,—1,1),us = (—1,1,—1),u3 = (0,1,1),us = (1,0, 2). Déterminer le rang de la famille
F = (u1,uz, us, uq), ainsi qu’une base de Vect(F).

— Propriété 14 (Caractérisation des bases d’un espace vectoriel de dimension finie)

Soit F un espace vectoriel de dimension finie n et % une base de E.

F = (u1,...,uy) est une base de E & Mg(.F) est inversible.

% Méthode.

Pour montrer qu’une famille # = (uq,...,u,) est une base d’un espace vectoriel E de dimension n, on
pourra procéder ainsi :

1. On écrit la matrice & dans la base % de E.

2. On montre que la matrice Mg(.F) est de rang n (et donc inversible) a l'aide du pivot de Gauss.
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