ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

—— DS 3 (B)

Devoir surveillé du Mercredi 6 Novembre

La calculatrice est interdite. Durée : 4h

Exercice 1

On note .#3 (R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels.
On pose pour toute matrice A = (ai;),; j<3 € 43 (R) :

3 3 3
e s1(A)=>arj, s2(A)=> az;, s3(A)= ) az; (somme des coefficients des lignes)
j=1 j=1 j=1
3 3 3
o sy(A)=> a1, s5(A)=>ai2, s6(A)=> a;3 (somme des coeflicients des colonnes)
i=1 i=1 i=1

3 3
e s7(A) = Zl ai;, sg(A)= 231 a;4—i, (somme des coefficients des diagonales)
1= 1=

Pour tout couple (k,1) € [1,3]?, on note Ej; la matrice de .45 (R) dont tous les coefficients sont nuls
excepté celui situé a 'intersection de la k-ieme ligne et de la [-ieme colonne qui vaut 1.

On rappelle que la famille (El,la ELQ, El’g, EQ’l, E2’2, E273, E371, E372, E373) est une base de %3 (R) On
note B cette base.

1. Soit € I'ensemble des matrices A € .#3 (R) telles que s7 (A) = 0.

(a) Montrer que & est un sous-espace vectoriel de .#3 (R).
(b) Quelle est la dimension de &€ ?

Soit f I’application de .#3 (R) dans R® qui & toute matrice A fait correspondre le vecteur
f(A) = (s1(A),52(A),53(A),51(A),55(A), 56 (A),57(A),s8(A))

2. (a) Montrer que f est une application linéaire.

(b) On note C la base canonique de RS. Ecrire la matrice F' de f dans les bases B et C.

3. On note G 'ensemble des matrices A € .#5 (R) telles que :
s1(A) =s2(A) =53(A) =54(A) =55(A4) =56(A) =s7(A4) =s8(A).

(a) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de .3 (R).
(b) On note Ker(f) le noyau de I'application linéaire f. Montrer que G N E =Ker(f).

(c) On note J la matrice de .#5(R) dont tous les coefficients sont égaux a 1. Montrer que

toute matrice de G s’écrit de maniére unique comme la somme d’une matrice de Ker(f) et
d’une matrice de Vect (J).

(d) Quel est le rang de 'application f ?

(e) Déterminer la dimension de Ker(f) ainsi qu'une base de Ker(f).

Exercice 2
Remarques et notations :

e La fonction de répartition de la loi normale centrée réduite est notée ®.

e La notation exp désigne la fonction exponentielle.
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e Les trois parties du probleme sont tres largement indépendantes.

Partie I. Un équivalent d’une intégrale

1. Soit N la fonction définie sur l'intervalle [0, 1], & valeurs réelles, telle que :
N(z)=2>-2z-2(1—-2)In(1—z).

(a) Montrer que la fonction N est de classe C! sur [0, 1].
(b) Montrer que pour tout z € [0,1[,ona: In(l —z) < —uz.
(¢) On note N’ la fonction dérivée de la fonction N.
Montrer que pour tout x € [0,1[, on a N’ (z) < 0.
(d) En déduire pour tout x € [0, 1], un encadrement de N(z).

2. Soit f la fonction définie sur l'intervalle 0, 1[, & valeurs réelles, telle que :

flz) = 5% + 1n$(21 x)

(a) Rappeler le développement limité en 0 a 'ordre 2 de In(1 — z).

(b) Calculer ili% f (z). En déduire que la fonction f est prolongeable par continuité en 0.
On note encore f la fonction ainsi prolongée.

(¢) Sous réserve d’existence, on note f’ la fonction dérivée de f.
N (z)
¥ (1—1z)

(d) Dresser le tableau de variation de la fonction f sur [0, 1.

Montrer que pour tout € ]0,1[, on a : f'(z) = —2

En déduire que f réalise une bijection strictement croissante de [0, 1[ dans [1, +oo[.

3. On pose pour tout n € N* et pour tout z € [0, 1] :

n () = exp (—"ff ).

1
(a) Etablir la convergence de l'intégrale / gn (z) dz.
0

1
On pose alors pour tout n € N* : I, = / gn (x) dx.
0
(b) Montrer que pour tout = € [0,1[, on a: 0 < g, () < exp (—”sz)
(¢) En déduire Pencadrement : 0 < I,, < /2% (& (y/n) — 3).
(d) Montrer que pour tout n € N, ona: 0 <1, < /g

4. Soit (vp),cn+ la suite réelle définie, pour tout n € N*, par : v, =

(a) Montrer que, pour tout n € N*, ona: 0 <wv, <1.
(b) On pose pour tout n € N* : w, = f (vy).
Etablir la convergence de la suite (Wn),en+ €t déterminer sa limite.

(c) Etablir pour tout n € N* les inégalités suivantes

I >/vn (2)d >/Un < na” >d > 1 /\/m < “2>d
n > gn (z)dz > exp | ———wy, | dz > exp [ —— | du
0 0 2 VW Jo 2
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(d) Etablir pour tout n € N* Pencadrement :

(@ i) - ) < 2 <

(e) En déduire un équivalent de I,, lorsque n tend vers +o0.

Partie II. Quelques propriétés asymptotiques de la loi de Poisson
Les notations sont identiques a celles de la Partie I.

5. On pose pour tout réel z > 0 et pour tout n € N* :
xX
Jo(x)=1—e" et Jy(x)= / t"e " dt.
0

(a) Calculer pour tout réel x > 0, J; (x).
(b) Etablir pour tout réel z > 0 et pour tout n € N*, la relation :

1
In () = Jp-1 (x) — ;x”e_f"’.

(c) En déduire pour tout réel x > 0 et pour tout n € N*, une expression de J, () sous forme
de somme.

—+00
(d) Montrer que pour tout n € N*, I'intégrale / t"e~dt est convergente et calculer sa valeur.
0

(e) A laide du changement de variable t = n(1 — x), montrer que pour tout n € N* on a :

eT'L

a1 ()

I, =n!

Soit (Xp) une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace probabilisé

n
(Q, A, P), de méme loi de Poisson de parametre 1. On pose pour tout n € N* : S, = >~ Xj.
i=1

neN*

6. (a) Rappeler, sans démonstration mais en citant le résultat de cours utilisé, la loi de la variable
aléatoire S,.

(b) Exprimer pour tout n € N*, P(S,, < n) et P(S, > n) en fonction de J, (n) et J,_1(n)
respectivement.

7. Pour tout n € N*, on note h,, la fonction définie sur Ry & valeurs réelles par : hy, (z) = 2"e™".

(a) Etudier les variations de hy, sur Ry.

(b) Etablir pour tout n € N*, la relation :

1

n+1
/ (it () — By () d.

(c) En déduire que la suite (P(S,, < n)), cn- est décroissante.

(d) Etudier la monotonie de la suite (P(S, > n)) N

(e) Montrer que les deux suites (P(S, < 1)), ey« et (P(Sn > 1)), cn+ sont convergentes.

8. (a) Enoncer le théoréme de la limite centrée et déterminer liIJIrl P(S, <n).
n—-+0o0

(b) En déduire, a I’aide des questions 4 et 5, un équivalent de n! lorsque n tend vers 400
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(c) Donner un équivalent et la limite de P(S,, = n) lorsque n tend vers +oc.
(d) Déterminer lim P(S, > n).
n—-+0o0o

Partie ITI. Médianes : cas des variables aléatoires discrétes et des variables aléatoires a
densité

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, A, P), de fonction de répartition
F. On appelle médiane de X, tout réel m vérifiant les deux conditions :
1

1

On admet qu’un tel réel m existe toujours.

9. Soit un entier N supérieur ou égal a 1 et X une variable aléatoire discrete a valeurs dans [1, N].
On suppose que la loi de X est stockée dans une variable 1oi sous la forme d’un tableau numpy.

Ecrire une fonction Python d’en-téte def mediane(loi) qui renvoie une médiane de X.

10. Dans cette question, X est une variable aléatoire discrete a valeurs dans N admettant une
espérance F(X).

r—1
(a) Montrer que pour tout r € N*, ona: E(|X —r|) = E(X) fr+22(rfk‘)P(X =k).
k=0

r—1 r—1
(b) Montrer que : ZF (k)= (r—k)P(X=k)
k=0 k=0

r—1
1
En déduire que pour tout r € N*, ona: E(|X —r|) = E(X) + 22 (F(k:) - 2>
k=0

(¢) Soit m une médiane de X. On suppose que m € N*.
Déterminer, pour tout r € N*, le signe de E (|X — r|) — E (]X — m|). Conclure.

(d) On suppose que X suit la loi de Poisson de parametre n (n € N¥).
En utilisant les questions 7 et 8, justifier que n est une médiane de X.

2n
En utilisant les questions 10a et 8c, montrer que E (| X — n|) est équivalent & 4/ — quand
T

n tend vers +o0o0.

11. Dans cette question, X est une variable aléatoire & densité dont une densité f est continue sur R.
On suppose que X admet une espérance F(X). Soit M la fonction de R dans R définie par :
M(z) = E(]X — ).
7 +w
(a) Etablir pour tout > 0 I’encadrement 0 < z (1 — F' (z)) < / tf (t)dt.
xr

En déduire que wgriloom (1-F(z))=0.

En considérant la variable aléatoire —X. montrer que lim zF (z) =0.
r——00
, x +0o0
(b) Etablir pour tout x réel, la relation : M (x) = / F(t)dt —|—/ (1—F(t))dt
—00 T

b
(c) Montrer que pour tout couple (a,b) € R?, on a: M (b) — M (a) = / (2F (t) — 1) dt.
a

(d) On note m une médiane de X. Montrer que m est un point en lequel la fonction M atteint
son minimum.




