ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

Révisions 4

Sujet EML

Exercice 1 (EML 2024)
On considere I'équation différentielle

(B) : 2'(t) = —z(t)+e7",
ou z est une fonction définie et dérivable sur R a valeurs dans R.

1. (a) Résoudre I’équation différentielle homogene z'(t) = —xz(t) sur R.

(b) Déterminer une solution particuliere xo de (E) de la forme zqg: t — (at+b)e™! avec (a,b) €

R2.

(c) Résoudre I’équation différentielle (E).

On s’intéresse maintenant au systeme différentiel :

ou x et y désignent des fonctions définies et dérivables sur R a valeurs dans R.

2. (a) Donner la matrice A € .#>(R) telle que
(S) © X'(t) = AX(t) avec X(t) = <"’”(t)> |

La matrice A est—elle diagonalisable ?

(b) Justifier I’existence d’une unique solution (z,y) de () telle que z(0) =1 et y(0) = 1.

(c) Déterminer cette solution (z,y) en vous aidant de la question 1.

(d) Etudier la convergence de la solution (z,y) vers un état d’équilibre lorsque ¢ tend vers +oo.

3. Recopier et compléter le programme en langage Python ci—dessous de maniere a ce qu’il produise
le graphique sur la droite représentant la trajectoire t — (z(t), y(t)) pour t € [—2,10].

On rappelle que la commande np.linspace(-2,10,200) crée une liste de 200 valeurs régulierement

espacées allant de —2 a 10.

Trajectoire de la solution

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

T = np.linspace(-2,10,200) 5
x=10[... for t in T] a
y=10[... for t in T]

plt.title("Trajectoire de la solution")
plt.plot( ... ) !
plt.show() 0
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Exercice 2 (EML 2002)
On considere, pour tout n € N* la fonction polynomiale P, : [0,+oco[— R définie pour tout
x € [0,4o00], par :

(_1)kxk 2 2n—1 2n

2n
X —X X
P, = — = I i
n(7) ; k s T R

I. Etude des fonctions polynomiales P,

1. Montrer, pour tout n € N* et tout = € [0, +oo] :
2n __ 1
z+1

P! (z) = ot P, désigne la dérivée de P,.

2. Etablir, pour n € N*| les variations de P, sur [0, +o0[ et dresser le tableau de variations de P,.
3. Montrer que, pour tout n € N*, P,(1) < 0.

4. (a) Vérifier que, pour tout n € N* et tout z € [0, +o00],

1 T
P =P il :
ni1(7) = Pu(@) + 2 ( 2n+1+2n+2)

(b) En déduire que, pour tout n € N*, P,(2) > 0.

5. Montrer que, pour tout n € N* l’équation P,(z) = 0, d’inconnue z € [1,+o00[, admet une
solution et une seule notée x,,, et que :

1<, <2.

6. Ecrire un programme en langage Python qui calcule une valeur approchée décimale de xo & 1073
pres.

II. Limite de la suite (x;,)nen+

7. Etablir que, pour tout n € N* et tout « € [0, 400,

xth_ 1
P,(x) :/0 T dt.

8. En déduire que, pour tout n € N*,

xnth_l 11_t2n
/ dt:/ dt
L t+1 o t+1

9. Démontrer que, pour tout n € N* et tout ¢ € [1, +o0],

t 1> n(t? —1).

10. En déduire que, pour tout n € N*,

Tn t?n_l
/ dt > Z(zn —1)2,
S 2

puis :

v2In2
LD

11. Conclure quant a la convergence et a la limite de la suite (x;,)pen-.

0<z,—1<
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Exercice 3 (EML sujet zero 2022 + ECRICOME 2022)
Les deux parties de cet exercice sont largement indépendantes. La deuxieme partie utilise simplement
les résultats de la question 6.

Partie 1 : Espaces vectoriels et calcul matriciel.

Dans toute cette partie, .#3(R) désigne I’ensemble des matrices carrées d’ordre 3 & coefficients réels.
On notera respectivement I3 et 03 la matrice identité et la matrice nulle de .Z5(R).

a b b
Soit F' I’ensemble des matrices de .#3(R) de la forme [ b a b |, ot a et bsont des réels quelconques.
b b a

Soit G 'ensemble des matrices M de .#3(R) telles que M? = M.

1. F est-il un sous-espace vectoriel de .Z3(R) ?

Si oui, déterminer une base de F' et préciser la dimension de F'.

2. G est-il un sous-espace vectoriel de .#3(R) 7

Si oui, déterminer une base de G et préciser la dimension de G.

1 2 -1 -1
3. Soit A = 3 -1 2 -1
-1 -1 2

(a) Démontrer que A € FNG.
(b) En déduire un polynéme annulateur de A.

(c) Déterminer les valeurs propres de A.
a b b
On considere dans la suite de cette partie une matrice M = [ b a b | de F avec (a,b) € R
b b a

4. (a) Démontrer :
a’+2b® =a

MeG & {
b(b+2a—1)=0

(b) Montrer alors que : FNG = {I3,03, A, I3 — A}.

5. On note B = I3 — A. Démontrer que (A, B) est une base de F.

6. (a) Onnote « =a —b et f =a+ 2b. Vérifier que :

M=«a-A+p3-B.
(b) Calculer AB et BA.
(¢c) Montrer que pour tout entier naturel n :
M"=ao"-A+p" - B.
7. (a) Montrer que M est inversible si et seulement si « # 0 et 5 # 0.

(b) Si v et B sont deux réels non nuls, montrer que pour tout entier naturel n, on a :

M™=a" A+3".B.
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Partie 2 : Etude d’une chaine de Markov.

On considere trois points distincts du plan A, B et C'. Le but de cette partie est d’étudier le
déplacement aléatoire d’un pion se déplacant sur ces trois points.

A I'étape n = 0, on suppose que le pion se trouve sur le point A. Ensuite, le mouvement aléatoire du
pion respecte les deux regles suivantes :

e le mouvement du pion de ’étape n a I’étape n+ 1 ne dépend que de la position du pion a I'étape
n : il ne dépend donc pas des positions occupées aux autres étapes précédentes.

e pour passer de I’étape n a I’étape n + 1, on suppose que le pion a une chance sur deux de rester
sur place, sinon il se déplace de maniere équiprobable vers I'un des deux autres points.

Pour tout n € N, on note :
e A, I'’événement ”le pion se trouve en A & I'étape n”,
e B, I'’évéenement ”le pion se trouve en B a ’étape n”,
e (), I’évenement "le pion se trouve en C' a ’étape n”.

Pour tout n entier naturel, on note également : p, = P(Ay), ¢, = P(B,), rn» = P(C,) ainsi que
V., = (pn qn rn), le n-eme état probabiliste de cette chaine de Markov.

Partie 2.1 : Modélisation.

8. (a) Représenter la situation par un graphe probabiliste et expliciter la matrice de transition M
associée.

(b) On décide de représenter les sommets A, B et C sur Python par les numéros 1, 2 et 3
respectivement.

Compléter la fonction etape_suivante(i) afin qu’elle prenne en entrée un parametre
i € [1,3] correspondant au sommet ou se trouve le pion a un instant donné, qu’elle simule
son déplacement et retourne sa position a l'instant suivant :

1 [def etape_suivante(i):
2 j=1

3 p = rd.random()

4 if 1 ==

5 if ...,

6 j=2

7 elif .....

8 j= 0.
9 if 1 == .....

10 if ...,

11 jo= ...
12 elif .....

13 jo= ...
14 if 1 == .....

15 T

16 j= ...
17 elif .....

18 j= ...
19 return(j)
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(c) On considere alors le programme suivant :

1 |X = np.zeros(51)

2 |X[0] =1
3 [for k in range(50):
4 X[k+1] = etape_suivante(X[k])

5 [n = np.arange(51)
6 |plt.plot(n, X)
7 | plt.show()

On obtient le résultat graphique suivant :

3.00 4 M
2.75 1
2.50 1
2.25 1
2.00 1

1.75 ~

1.50 ~

1.25 A

1.00 ~ J U

0 10 20 30 40 50

Que fait ce programme ? Comment interpréter le résultat graphique obtenu ?

9. Montrer que la chaine de Markov admet un unique état stable que 'on déterminera.

Partie 2.2 : Calcul du n-ieme état probabiliste.

10. (a)
(b)
()

11. (a)

(b)

Déterminer pg, qo, 7o ainsi que p1, q1, r1.
Démontrer que pour tout n € N, on a la relation : V11 =V, M.

En déduire que pour tout n € Non a : V,, = VoM".
En utilisant les résultats démontrés a la question 6, montrer que, pour tout n € N :

L[4 41 4
M= o (47 =1 4n g2 an 1)
X 4" 1 47— 1 4" 42

ou M est la matrice de transition de la chaine de Markov obtenue a la question 8.(a).

En déduire p,, ¢, et r, en fonction de n puis les limites respectives des suites (pn)nen,
(gn)nen et (rn)nen. Interpréter ces résultats.

Partie 2.3 : Nombre moyen de passages en A.

12. Pour n € N*, on définit la variable aléatoire :

(a)

¥ 1 si A,, est réalisé
1 0si A, estréalisé

Interpréter la variable aléatoire S, = X1 + ...+ X,,. Que représente I'espérance F(S,) 7
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(b) Compléter la fonction Python suivante pour que, étant donné un entier naturel n non nul,
elle simule la variable aléatoire S,, :

1 |def simulS(n):

2 x =1

3 c=20

4 for k in range(1,n+1):

5 X = etape_suivante(x)
6 if ..., :

7 c =

8 return(c)

(c) Soit n € N*. Calculer I'espérance de la variable aléatoire X,,.

(d) En déduire, pour tout n € N*, le nombre moyen de passage en A entre 1’étape 1 et ’étape n.
Partie 2.4 : Temps d’attente avant le premier passage en B.

13. On définit la variable aléatoire T de la facon suivante : Ty est le numéro de I’étape a laquelle
le pion passe pour la premiere fois en B.

(a) Compléter la fonction Python suivante pour qu’elle simule la variable aléatoire T :

1 |def simulTBQ):

2 x =1

3 c=0

4 while .....

5 X = etape_suivante(x)
6 c=.....

7 return(c)

(b) Calculer les probabilités P(Tp = 1) et P(Tp = 2).

- 1 1
(c) Démontrer que P(B; N Ba N B3) = ZP(Bl N Bz). En déduire que Pp-5-(B3) = i

n
— 1
Dans la suite, on note D,, [’événement ﬂ By, et on admettra que : Pp, (Bpt+1) = —.

4
k=1

Loy > 1),

Montrer que, pour tout entier k € N* : P(Tg = k) = 1

Justifier que, pour tout entier k € N*: P(Tp > k) = P(Tp=k)+ P(Tp > k + 1).
3

En déduire que, pour tout entier k e N* : P(Tp =k+1) = EP(TB = k).

En déduire P(Tp = k) puis donner sans calcul I'espérance et la variance de Tp.




