ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

—— TD 0

Révisions de premiere année

Dans chaque feuille de TD /TP, les exercices sont classés par niveau de difficulté :

% : facile (application directe du cours), %% : intermédiaire, Y% % : difficile.

Sommes et produits

Exercice 1 (%)
Calculer les sommes suivantes (n € N*) :
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Exercice 2 (% %)
On se propose de calculer, pour tout entier n > 2, la somme suivante :

" k-5
S”_kZQk(k:?l)

1. Montrer que pour tout entier k > 2,

k-5 5 2 3
kEk2-1) k k—1 k+1

2. En déduire 'expression de S, en fonction de n.

Exercice 3 (%)
Calculer les produits suivants (n € N*) :

n n 92k 2n 3k
Oll(-)  elly ol

Exercice 4 (%%)

Calculer les sommes suivantes :

W) z”: <Z> 21% (2) "0 <Z> (k_i)f (3) y k(n — k) (Z) (4) kznzoz’fk;? (Z)

k=0

Exercice 5 (%)
Calculer les sommes doubles suivantes :

m > ij (2) > (i+)) (3) > 2" (4)

1
1<i<j<n 1<i<j<n 0<i,j<n 1<i<j<n

Exercice 6 (%)

Soit n € N. Calculer les sommes doubles suivantes :
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Suites réelles

Exercice 7 (%)
Soit (up)nen la suite définie par ug = 0 et par la relation : Vn € N, up41 = 3u, + 4™,

1. (up)nen est-elle une suite arithmético-géométrique 7

u

2. Pour tout entier naturel n, on pose v, = 4—:
- 3 1
Vérifier que : Vn € N, v, 41 = Zvn + T

3. En déduire 'expression de v, en fonction de n puis celle de u,,.

Exercice 8 (%)

On considere les suites (Zn)nen €t (Yn)nen définies par zp = 0, yo = —1 et les relations :
Vn € N { Tnt1 = OTn + Yn
' Ynt1 = —61p

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, x,+2 — 5xn41 + 62, = 0.

2. En déduire 'expression de x,,, puis de y,, en fonction de n.

Exercice 9 (%)

14 2u
Soit (un)nen la suite définie par ug = 2 et, pour tout n € N, uy41 = St Stn

24 uy,
1. (a) Montrer que, pour tout n € N, u,, est bien définie et u,, > 1.
(b) Démontrer que, si la suite (u,)pen converge vers une limite finie ¢, alors ¢ = 1.
Les deux prochaines questions sont consacrées a 1’étude de la convergence de la suite (uy)nen-

On propose deux approches différentes.

2. Premiere méthode :

Up — 1
U, +1°
Vérifier que la suite (v,,)nen est géométrique.

(a) Pour tout n € N, on pose v, =

(b) Déterminer l’expression de v, en fonction de n puis donner I’expression de u, en fonction
de n.

(¢) En déduire que la suite (uy,)nen converge et déterminer sa limite.

3. Deuxiéme méthode :

142
(a) Déterminer le signe de f(x) = 2_:_ T _ 2 selon les différentes valeurs de z.
x

(b) En déduire la monotonie de la suite (uy)nen.

(¢) Prouver que (up)nen converge et expliciter lim .
n—-+oo

4. Informatique :

(a) Ecrire une procédure Python qui, étant donné un entier naturel n donné, calcule w,,.

(b) Ecrire une procédure Python qui, étant donné € > 0, permet de déterminer le plus petit
entier naturel n tel que |u, — 1| <e.
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Exercice 10 (%)
On considere les deux suites (up)nen €t (vp)nen définies par la donnée de uy = 1, v9 = 2, ainsi que
par les relations :

u2 U2
VneN, up1=—2— et vy = —2—.
Up + Un Up + Up

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, u, et v, sont bien définis et que 0 < u,, < vy,.

2. (a) Montrer que (un)nen est décroissante.

En déduire qu’elle converge vers une limite finie qu’on notera /¢;.

(b) Montrer que (v,)nen est décroissante.
En déduire qu’elle converge vers une limite finie qu’on notera /5.

Justifier que 0 < /1 < /5.

Montrer que, pour tout entier naturel n, v, — u, = 1.
En déduire que f5 =1+ 4;.

En passant a la limite dans les relations de récurrence, montrer que ¢; = 0 puis que fo = 1.

Exercice 11 (% %)
On considere les deux suites (ap)nen €t (bn)nen définies par ag = 1, by = 2 et que par les relations :

an + by

VneN, a1 = Varb, et byp1 = 5

(1)
1. Montrer que, pour tout n € N, a, et b, sont bien définies et strictement positifs.

1
2. (a) Montrer que : Vn € N, b1 — apt1 = 3 (\/E — \/an)Q.
En déduire que : Vn € N, a, < b,.
(b) Montrer que : Vn € N, ay41 — a, = (\/E — ,/an) N

En déduire que la suite (ay)nen est croissante.

1

En déduire que la suite (by,)nen est décroissante.

(c) Montrer que : Vn € N, b1 — b, =

3. (a) Montrer que la suite (ay)nen est majorée par 2.
En déduire qu’elle converge vers une limite finie qu’on notera /7.

(b) Montrer que la suite (b, )nen est minorée par 1.
En déduire qu’elle converge vers une limite finie qu’on notera £s.

(c) En passant a la limite dans les relations (1), montrer que ¢; = #5.

Exercice 12 (k%)
On considere les suites (uy)nen €t (vn)nen définies par ug = 1, vg = 2 et les relations :

Un + Uy Un+1 + vy,

Vn €N, upy = 5 et vpy1 = 5

1. Construire une procédure Python qui, étant donné un entier naturel n, permet de calculer et
d’afficher u,, et v,.

1
2. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n, vy,41 — Upt1 = Z(Un — Up).
1 n
(b) En déduire que, pour tout entier naturel n, v, — u, = (4) .
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3. (a) Etudier la monotonie des suites (u)nen €t (Un)nen.
(b) Montrer que les suites (u,)nen €t (vn)nen convergent vers une méme limite /.
(c¢) Construire une procédure Python qui, étant donné € > 0, permet d’obtenir une approxi-
mation de ¢ avec une précision €.

n

4. Pour tout k € N, on pose wi = v — u et on considere, pour tout n € N, la somme S,, = Z W

k=0
(a) Exprimer S, en fonction de n, & l’aide de la question 2.(b).
U — Up—
(b) Vérifier que, pour tout entier k > 1, wy, = %
U 1
En déduire que : Vn € N, S5, = "; .
(¢) Avec les deux questions précédentes, exprimer u,, en fonction de n, puis en déduire la valeur

de ¢.

Exercice 13 (%)
On considere les suites (uy)n>1 €t (vp)n>1 définies pour tout entier naturel n non nul par :
| "1
Un, n(n) U Z A n(n +1)

k
k=1 k=1

1. (a) On pose f(x) =In(1 + x) — x. Dresser le tableau de variation de f.
(b) En déduire que, pour tout z €] — 1, +oo, In(1 +z) — 2 < 0.
(c) Ecrire les commandes en langage Python permettant de tracer la courbe de la fonction f
sur l'intervalle [0, 2].

2. (a) Montrer que pour tout n € N* on a :

i —In(n+1)+1In(n) <O0.

(b) En déduire que la suite (uy)n,>1 est décroissante.

3. (a) Montrer que pour tout n € N* on a :

1 —In(n+2)+1In(n+1) > 0.

En déduire que la suite (vy,)p>1 est croissante.

)
4. (a) Déterminer lim (u, — vy).
n—-+00
(b) En déduire que (up)n>1 €t (vp)n>1 convergent vers une méme limite £.
) Compléter le programme Python suivant pour qu'il calcule et affiche une approximation de
2241073 pres :

1|ln=1

2 |S =1

zlu= .....
a|lv=.....

5 |while .....

6 n=.....

7 S=8+1/n
8 u=.....

9 V=L,

10 | print (u,v)
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Exercice 14 (%)

On considere la suite (Sy,)nen+ définie par S,, = Z In (1 + k;)
n
k=1

1. Ecrire une procédure Python qui, étant donné un entier n > 1, calcule et affiche 5,,.

2. L’objectif de cette question est de démontrer que, pour tout = > 0,

2

x—%ﬁln(l%—x}éx. (2)

(a) On consideére la fonction f(z) =z — In(1 + ).

Etudier les variations de f et en déduire le signe de f sur R..
2

(b) On considere la fonction g(z) =In(1 +z) —z + %

Etudier les variations de g et en déduire le signe de g sur R.

(c) En déduire les inégalités (2).
3. Soit n un entier naturel non nul.

(a) En utilisant les inégalités (2), montrer que, pour tout 1 < k < n,

k k2 k k

(b) En sommant les inégalités (3), en déduire l’encadrement suivant :

n+l (n+1)(2n+1) <5, < n+1.
2n 12n3 2n
1 1)(2 1
4. (a) Calculer les limites lim nt et lim (n+ 1)(2n + )
n—+oo 21 n—+00 12n3

(b) En déduire que la suite (Sy,)nen+ converge et déterminer sa limite.

n
k
5. On considere la suite (Py,),en+ définie par P, = H <1 + 2).
k=1 "

Faire le lien entre les suites (Sy,)nen+ et (Pp)nen+ puis en déduire que la suite (P,),en+ converge
et déterminer sa limite.

Fonctions réelles d’une variable réelle

Exercice 15 (%)

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer I’ensemble de définition, de continuité et de dérivabilité,
les limites aux bornes de I’ensemble de définition (en précisant s’il y a des asymptotes horizontales ou
verticales) et la fonction dérivée :

f(z) =In(1 + 2?) g(x) = h(z) = exp <a: + i)
i(z) =vVa?+1+z j(x)=1In gi_$> k(z) =
l(x) =In(3 — ) m(z) = 2!
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Exercice 16 (%)

s : oz
On consideére la fonction f(z) = el

1. Donner ’ensemble de définition, de continuité et de dérivabilité de f.

2. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On notera encore f le prolongement obtenu.

3. Etudier la dérivabilité de f en 0.

Exercice 17 (%)
1. Montrer que la fonction f :]1, +oo[— R définie par f(z) = In(In(z)) est concave.

2. En déduire 'inégalité suivante :

Tty

Vz,y €]1, +oo, ln< > > \/In(z) In(y).

Exercice 18 (% %)
1. Soit g la fonction définie sur R par : g(z) = (1 —x)e” + 1.

(a) Etudier les variations de la fonction g sur R. On précisera les limites de g.
(b) Montrer que ’équation g(x) = 0 admet une solution « et une seule sur R.
(¢) Justifier que « € [1,2].

x
er+1°

2. Soit f la fonction définie pour tout réel z par : f(z) =

(a) Justifier que f est dérivable sur R et déterminer f'(z).

(b) Dresser le tableau de variation de la fonction f. On précisera les limites de f.
(¢c) Montrer que : f(a) =a — 1.
)
)

3. (a) Déterminer I’équation de la tangente T" a la courbe représentative € de f en 0.

(b) Déterminer la position relative de € et de T'.

4. Tracer €5 et T' dans un méme repére orthonormé (on utilisera le fait que a ~ 1.28).

Exercice 19 (%)
On considere la fonction f définie sur R par :

1+«

f@)= e

On note ¢ sa courbe représentative.

1. (a) Déterminer I’ensemble de définition de f.
(b) Ecrire f(z) sous la forme d’un quotient et en déduire lim f(z)et lim f(z). Que peut-on
T——00 T—r+00
en déduire sur ¢ ?
(c) Déterminer le réel a tel que lim J@) = a puis calculer lim (f(z)— ax). Que peut-on
z—+oo T a—+o0
en déduire sur ¢ ?

2. (a) Justifier que f est continue et dérivable sur R puis expliciter sa dérivée.

. N . .
(b) Montrer que I’équation = z admet une solution et une seule sur Ry notée zg.

1+e”
(c) Justifier que 0 < z¢ < 1.
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Exercice 20 (%)
Soit f la fonction définie par :
f(z) =In(e” +2z —1)

On notera €7 la courbe représentative de f.

1. Considérons la fonction g(x) = e* 4+ 2z — 1.

(a) Etudier les variations de g.
On précisera les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.

(b) Calculer g(0) et en déduire le signe de g(x) en fonction de z.

2. (a) Déduire des questions précédentes I’ensemble de définition Z¢ de f.

(b) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. Préciser si 7 admet
une asymptote verticale ou horizontale.

(¢) Etudier les variations de f.

(d) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution sur Z¢, que l'on notera .
1 1
(e) Vérifier que 150<3 (on pourra utiliser 'approximation e'/4 ~ 1.28).

3. Asymptote en +o0.

(a) Déterminer le réel a tel que lim M =a.
r—+00 I

(b) Calculer 1113 (f(z) —ax) et en déduire que € admet une asymptote oblique, notée A, au
T—r+00
voisinage de 400 dont on précisera 1’équation.

(¢) Etudier la position relative de ¢y par rapport a A.

4. Tracer €5 et A dans un méme repere orthonormé.

Exercice 21 (k%)
On considere la fonction f définie par :

f(m):x—i—l—i—x_l;ln(x).

On notera Cy la courbe représentative de f.
1. Déterminer I'ensemble de définition D; de f. Est-ce que f est continue et dérivable sur Dy ?

2. On introduit la fonction auxiliaire g définie sur ]0, +oo[ par g(z) = 23 — 2 + 3 — 2In(z) et la
fonction polynéme P définie par P(x) = 32% — 2 — 2.

(a) Factoriser le polynéme P.
(b) En déduire le signe de P sur R.
(c¢) Exprimer ¢’ en fonction de P puis dresser le tableau de variation de g.
(d) Montrer que, pour tout z > 0, g(x) > 0.
3. (a) Vérifier que la dérivée de f peut s’écrire, pour tout x € Dy, sous la forme : f/(z) = ggg)

(b) En déduire les variations de f. On précisera les limites de f aux bornes de Dy.

(c) Montrer que 'équation f(z) = 0 admet une unique solution sur D¢, que I'on notera «a.

1
Vérifier alors que 5 <a<l

4. (a) Montrer que la droite A d’équation y = x + 1 est asymptote oblique & Cy en +oc.
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(b) On pose, pour tout = > 0, h(z) = 2 — 1 + In(x). Etudier les variations de h.
(c) Calculer h(1). En déduire le signe de h(x) sur RY.
(d) En déduire le signe de f(x) — (x + 1), puis la position relative de Cy et de A.

5. Dessiner 'allure de Cy ainsi que la droite A.

Exercice 22 (%% %)

On considere la fonction définie, pour tout x € [0, +oc], par :

X

f(af):m-

1. (a) Justifier que f est continue et dérivable sur [0, 4o00[ et calculer f.
(b) Déterminer la limite de f lorsque = tend vers +oc.

(c) Dresser le tableau de variation de f.
On définit la suite (u,) par ug = 1 et la relation : Vn € N, upi1 = f(up).

2. (a) Calculer uy et us.

1 1
(b) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, on a : f <> < 1
n n

(c) Etablir par récurrence, en utilisant le sens de variation de f, que:
. 1
Vn e N°, 0 <wu, < —.
n

(d) Montrer que la suite (u,) converge et donner sa limite.

1 1
3. Pour tout entier naturel n, on pose v, = - —
Un+1 Un,
(a) Montrer que : Vn € N, v, = uy, + 2.
n—1
. 1
(b) Montrer que, pour tout entier n > 2, Z v, = — — 4.
Unp,
k=1

(c) Déduire des deux questions précédentes que, pour tout n > 2, on a :

1 n—1
— = up+2(n+1).
Un 13

(d) En utilisant la question 2.(c), en déduire que, pour tout n > 2, on a :

1
2 1)< —
(1)< o

T =

n—1
<2n+1)+ )
k=1

4. (a) Montrer que, pour tout z > —1,on a: In(1+z) < z.

1 1
(b) En déduire que, pour tout k > 2, In(k — 1) — In(k) < % (on pourra poser z = _E)
n—1
1
(c) Montrer alors que, pour n > 3, on a : Z z <1+ In(n—1).
k=1

1
5. En utilisant les questions précédentes, montrer que : lim nu, = =
n—-+oo 2




