ECG2 - Mathématiques appliquées

— TD 10

Lycée Clemenceau - Reims

Intégration

Intégration sur un segment

Exercice 1 (%)

Calculer les intégrales suivantes :

4 1 2
1 1 d
A—/ <+> dx B = / 220%™ dx = = _
1 \T TV 0 o vV1+4zx
1,2 1 2 2
E= ~dx F:/ G=| —=dz
o 5+a’ 1/2 952 1 V143
e? dr 4
1= —=_ J:/ = K= [ |z—2/da
e xy/In(z) 0 3+295 0

5
D—/ V3z + ldx
0

1
H:/ || dx
-1
1
L:/ 2%dx
-1

Exercice 2 (%)
Calculer a ’aide d’une intégration par parties les intégrales suivantes :

1l e 3 1
A= / 5 dx B = / z(In(z))?dx C = / In(x)dx D = / e dx
/2 T 1 2 -1
1 .’1:3 1 2 1
E = /x3e dx F—/”dx G_/ 22" dx H—/lﬂ(l—i—)dac
o (1+2?) -1 1 x
E)fercic‘e 3 (%) I 14 _ 9.3
Soit les intégrales I = zdr et J = ——dr.
0 14+ 0 (1 + 1'3)2
N C . . 1 3
1. Montrer, a ’aide d’une intégration par parties, que : I = ~1 + §J.
. . , z—1 a bxr + ¢
2. Déterminer les constantes réelles a, b, ¢ telles que : Vo # —1, = .
1+22 z+1 22—-2+1
3. En déduire la valeur de I puis celle de J.
Exercice 4 (%)
Calculer les intégrales suivantes a I'aide du changement de variable indiqué :
2 In(x) ! @) In(1 4 e*
A fd (= i) B= /Oeerld (i=et) C= / 1+ewda:(u:1+ez)

/ eVedr (u = eV®) E = /

33+f

2
=./7) F = /1(3024—1) (u=2x2+1)

Exercice 5 (%)
Calculer I'intégrale

1. en déterminant une primitive directement,

2. par intégration par parties,

1
3. avec le changement de variable u = —.
x

2
/ ( )dx en utilisant chacune des trois méthodes suivantes :
12 L
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Exercice 6 (%) e
Pour tout entier naturel n, on définit l'intégrale : I, = / 22 (In(x))" dz.
1

1. Calculer I;.

2. (a) Etudier le sens de variation de la suite (I,,)nen-
(b) Montrer que la suite (I,)nen est convergente.
(¢) Montrer que : Vz € [1,¢], In(z) < L
(d) En déduire ngrfoo I,. ‘
e3 n+1

3. (a) En utilisant une intégration par parties, montrer que : Vn € N, I,,11 = 3 Tln.

(b) En déduire un équivalent de I,, lorsque n tend vers +oo.

Exercice 7 (%%)

1 20+l
Pour tout n € N, on pose I,, = dz.

1. (a) Calculer Iy.
(b) Calculer Iy + I puis en déduire I;.

1
2. (a) Montrer que : I,41 + I, = e
1
b) En dédui I, < .
(b) En déduire que : I, < 2
(c) Montrer que la suite (I,),en est convergente et calculer sa limite.
L (1)
3. (a) Montrer que, pour tout n € N* : 2(=1)""1[, = Z — In(2).
k=1
(_1 n—1
(b) En déduire que la série Z ———— converge et déterminer sa somme.
n>1 n
1 1 1 $2n+3
4. Mont I, = dx.
(a) Montrer que : I, 4(n+1)+n+1/0 e x

x2n+3

dx < .
1+222°" = 2n 14
(¢) En déduire un équivalent de I,, lorsque n tend vers +o0.

1
(b) Etablir les inégalités : 0 < / (
0

Exercice 8 (%) | e
Soit x un réel positif. On pose I, = — / (z —t)"e'dt.
n.Jo
n

1. (a) Montrer que : Vn € N, 0 < I,, < x—‘e‘”.
n!

(b) Déterminer lim I,,.
n—-+o00

n+1
2. (a) Montrer que : Vn € N, I, = m + Iy
(b) En déduire que : Yn € N, I, = e — Z R

k=0
n

(c) En déduire que la série E — est convergente et déterminer sa somme.
n>0
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Exercice 9 (% %) 1
Pour tout couple (p, q) d’entiers naturels, on pose I (p,q) = / 2P (1 —z)%dx.
0

1. Montrer que : V(p,q) € Nx N, I(p,q) = I(q,p).

2. Montrer par intégration par parties que : V (p,q) € N x N*| I (p,q) = %I(p +1,q-1).
p
3. En déd Y(pq) ENxXN, I(p,q) = 2L 1 0)
. En déduire que : V(p,q) e NxN, I(p,q) =——1(p+4q,0).
(p+a)!
. . plqg!
4. Déterminer I (p + ¢,0) et montrer finalement que : V(p,q) e Nx N, I(p,q) = ———.
(p+q0) q (p.q) (p:q) TEwE

Exercice 10 (k%) n
On considere la fonction f(z) = zln(z) et, pour tout entier n > 2, on pose S,, = Z f(E).
k=1

[y

k+1
. Montrer que : Vk € N*, f(k) < / flz)de < f(k+1).
k

n
2. En sommant les inégalités, montrer que : Vn > 2, S;, —nln(n) < / f(z)dr < S,.
1

3. En déduire un encadrement de S,,.

W

. Calculer/ f(x)dx.
1

5. Déterminer un équivalent de S,.

Exercice 11 (%)
On rappelle que la notation {/z désigne la racine n-ieme de = définie pour tout « € R* par {/z =z
La fonction = — {/x est la bijection réciproque de la fonction x — 2™ sur R*. Par exemple,

1/n.

27 = 2713 = 3 car 33 = 27 et V16 = 161/4 = 2 car 24 = 16.

) n!
Pour tout entier n > 2, on pose : u, = { —.
n

1 ¢ k
1. Montrer que : In(u,) = — E In ()
n n
k=1

1 k T 1 k+1
2. Montrer que, pour tout k € [1,n—1] : —In <> < / In(z)dz < —In ( + )
n n k n n
o . ! 1 1
3. En déduire que, pour tout entier n > 2 : In(uy) < In(z)dx <In(up) — —In [ — ).
1 n n

S

1
. Calculer/1 In(z)dx.

n

5. En déduire lim In(u,) puis lim wu,.
n—-+0o n—-+oo
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Exercice 12 (% %)
Pour tout n € N*, on pose u, = Z V2
k 1

k+1
1., n 1
1. Montrer que pour tout k € [0,n — 1], — V2k < / obdr < = v2k+1.
n
2. En déduire un encadrement de u,,.
3. Obtenir la limite de u,,.

4. Retrouver cette limite en calculant u,, en fonction de n.

Exercice 13 (%)
1. Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, & valeurs dans un intervalle J et soit
f une fonction continue sur J.

v(z)
En utilisant une primitive F' de f sur J, prouver que ¢ : x — / f(t)dt est dérivable sur I et
u(z)

calculer sa dérivée.

2. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer ’ensemble de définition, justifier qu’elle est
dérivable sur celui-ci et calculer sa dérivée :

2 3

(m)—/xetZdt (x)—/x _dt (x)—/%ln(t)dt (x)—/x At
®1 - 0 , P2 - ) 1+t2’ ©3 = ; y P4 - 42 1+€t

Exercice 14 (%) 2 g
On considere la fonction ¢(x) = /
T

1. Montrer que ¢ est définie sur 2 =|0, 1{U]1, +o0[.
2. Montrer que ¢ est dérivable et calculer ¢'(z). Que peut-on en conclure ?

3. Vérifier ce résultat en calculant ¢(x) directement.

Exercice 15 (% %)

L ) “ 1In(t)
On considere la fonction ¢(z) = 5dt.
1/z 1+t

1. Déterminer ’ensemble de définition Z de .

2. Justifier que ¢ est dérivable sur .

@

Calculer ¢'(z) et ¢(1). En déduire ¢(z) pour tout z € 2.

1
4. Retrouver ce résultat en posant le changement de variable u = T

3

Exercice 16 (%)

©odt
On considere la fonction ¢ définie par p(z) = / o
x

1. Montrer que @ est définie sur R.

2. Etablir que ¢ est impaire.
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3. Etudier le signe de p sur R.

4. Justifier que @ est dérivable sur R et calculer ¢'(z).

Exercice 17 (% %) 2 1
Pour tout x # 0, on pose p(z) = /x mdt.
1. Justifier que ¢ est bien définie sur R*.
2. Etudier la parité de ®.
3. Etudier le signe de ¢ sur R*.
4. Justifier que ¢ est dérivable sur RY et calculer ¢'(x).

5. En déduire les variations de ¢ sur R*.

6. Montrer que : Vz > 0, p(z) > ’ En déduire la limite en 400 de ¢(z).

~ In(1 + 42?)°

Exercice 18 (% %)
On définit la fonction ¢ sur [0, 1] par :

2

©(0) =0, ¢(1)=In(2) et Vz €]0,1], p(x) = /x ()

1. Montrer que ¢ est bien définie sur [0, 1].

2

Todt
2. (a) Pour tout réel = €]0, 1], calculer / .
» tln(t)

Sta ir que, pour tout réel x €]0,1[, on a : z°In < p(z) <xln(2).
b) Etabl 1z €0,1 2In(2 In(2

(c¢) En déduire que ¢ est continue sur [0, 1].

3. Justifier que ¢ est dérivable sur |0, 1], puis déterminer ses variations.

Intégrales généralisées

Exercice 19 (%)
Vérifier si les intégrales généraliser suivantes sont convergentes et, le cas échéant, les calculer :

400 “+o0 +oo
A= / . / C= / ' a4 D= / te~t" dt
1+12) 0

+ool oo t
/ 7dt / I )dt H:/ _C a
o (Tt et)3 . t L L4t

Exercice 20 (%)
Montrer que les intégrales généraliser suivantes sont convergentes et déterminer leur valeur a 1’aide

d’une intégration par parties :

+00 +o00 “+o00o 3 +oo
A:/ . B :/ tetdt  C :/ " w b :/ L1ty
1 t? 0 o (1+t2)3 P
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Exercice 21 (%)
Déterminer la nature des intégrales suivantes et préciser leur valeur en cas de convergence :

+oo ,—+/t +00 +o00
A—/ ¢ dtB—/‘ di c_/ _dt
1 \/7? 0 V14 et 1 Witz +1

On utilisera le changement de variable © = v/t pour A, u = /1 + et pour B, u = v/t2 + 1 pour C.

Exercice 22 (% %)
Déterminer la nature des intégrales suivantes :

+o00 3 400 1 +oo +o0 el/t -1
A= ——dt B= In{l+—)dt C= R D= ———dt
/0 265+ 1 /1 n<+ﬁ) /_oo 211 /1 12

+oo +oo +oo +oo —t
E= et dt F—/‘hm)ﬁ G—/ _dt H—/ € _at
1 t + ].n(t) 2 1

+oo 42 +oo +o0 +oo 1
1:/ U a J:/ et In(t)dt K:/“ dt L:/ ﬂwﬁ
, 2 . N L 2+
10

Exercice 23 (%)
On considere la fonction f : [4,4+00[— R définie par f(t) =

t(t —2)(2t —5)
“+oo
1. Montrer que l'intégrale / f(t)dt converge.
4

b
2. Trouver trois réels a, b, ¢ tels que : Vt € [4, +oo, f(t) = % + o + 57 ¢ 5

+oo
3. Calculer / f(t)dt.
4

Exercice 24 (% %) 3 1In(t)

1. Montrer que t_lg_noo m = 0.
2. En dédui Iintégral /+OO ) 4 et t
. En déduire que I'intégrale ———==dt est convergente.
q g ) 1+ 2)2 g
1 bt

3. Trouver les réels a, b et c tels que : Vi > 1, m = % + %
oo tin(t

4. En déduire la valeur 'intégrale / ni(Q)th.
1 (1+1¢2)

Exercice 25 (%)

, t
1. Etudier la parité de la fonction f définie sur R par f(t) =

oo tdt
2. Montrer que l'intégrale / (17
0

converge et déterminer sa valeur.
+2)2

oo tdt
3. En déduire la convergence et la valeur de / TRTIVE
oo (14 122)
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Exercice 26 (% %) t
Soit f la fonction définie sur R par : f(t) =

_°
CEG

+oo
(a) Montrer la convergence et calculer la valeur de / f(t)at
0

(b) Montrer que la fonction f est paire.

+oo
(c) En déduire la convergence et la valeur de / f(t)de.

—00

(a) Déterminer lim #3f(t).

t——+o0

+oo
(b) En déduire la convergence de / tf(t)dt.
0

+oo
(c) Justifier I'existence et donner la valeur de / tf(t)dt.

—0o0

Exercice 27

2t
Soit f la fonction définie sur R par : f(t) = ———dt.
e’ +e”
1. Montrer que f est impaire.
+oo
2. Justifier que / te~tdt converge.
0
- —t
3. Montrer que f(t) et 2te™".
+o0
4. Déduire des questions précédentes que / f(t)dt = 0.

—00

Exercice 28 (% %)
Pour tout entier naturel n et pour tout réel A > 0, on pose :

(a) Calculer Ip(A).
(b) En déduite que Jy est convergente et donner sa valeur.

)
)
(c) Pour tout n € N, donner une relation entre I,,41(A) et I,,(A).
(a) Déduire des questions précédentes que J,, est convergente (on pourra effectuer une récurrence).
(b)
)

(c) En déduire la valeur de J,, en fonction de n.

Quelle relation lie J,41 et Jy, 7

+00
3. A Taide d’un changement de variable, montrer que 'intégrale / z"e " ?*dx est convergente et
0

donner sa valeur.
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Exercice 29 (%)
On considere un entier naturel n.

: , (In(2))" 1
1. (a) Justifier que 'on a : 5 =ole)

o

% (In
(b) En déduire la convergence de l'intégrale I,, = / 3 t.
1

2. (a) Calculer Ij.

(b) Trouver une relation entre I, et I,.

|
(¢) En déduire : Vn € N, I, = %

Exercice 30 (%)

In(1 "
Pour tout n € N, on définit la fonction gy, : [0, +00[— R par : g,(x) = (nd+ o))"

(1+x)?
400
On pose pour tout n € N: I, = / gn(t)dt.
0

1. Montrer que l'intégrale Iy est convergente et la calculer.

2. s

Montrer que pour tout n € N*, I'intégrale I,, converge.

1
a) Montrer que, pour tout n € N* : g, (z) =0 < >
o
b

(a)
(b)
3. (a) Montrer que : Vn € N, I,,11 = (n+ 1)1,.
(b)

En déduire que : Vn € N, I, = nl.

Exercice 31 (k%) +oo 1
On pose, lorsque c’est possible, f(z) = /1 mdt

1. Montrer que la fonction f est définie sur RY .
2. Montrer que la fonction f est décroissante sur R* .

400 1
3. Justifier 'existence de g(x) définie sur RY par g(x) = /1 mdt.

o1 In(2
4. Pour tout x > 0 et pour tout ¢t > 1, simplifier P puis établir que Vx > 0, g(z) = ul )
x
In(2)
x
In(2) 1

6. Mont Ve >0,0< 22 gy < ——
ontrer que : Vr < f(x)_2a:+1

5. En déduire que, pour tout z > 0, 0 < f(z) <

puis déterminer lim f(z).
T—>+00

7. En déduire la limite de f(z) quand z tend vers 0 par valeurs positives ainsi qu'un équivalent de
f(z) lorsque z est au voisinage de 0%.




