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Compléments sur les séries réelles

Exercice 1 (%)
Calculer les sommes suivantes apres avoir vérifié la convergence des séries :

+00 +o0 +00 +00
(=" _on an? —3n—1 5n/2
(1) 2 s 2) gon 2 (3) 22324_2 (4) ; e

+o00 +o00 00 In (L-H)

n2" 2n2 41 =2 1 -
D S > (SF) RC) sivt. =

n=3 n=1 n=2

Exercice 2 (%%)

On considere la matrice B = < (2) _:13 >

Pour tout entier naturel n non nul, et pour tout réel ¢, on définit la matrice F, (t) par :

_ - ﬁ k que I’on note _ (@ enlt)
En<t)—kZOk!B que I'on not En(”‘(bn(t) dn(t)>

1. Montrer que B est diagonalisable et déterminer une matrice P inversible et une matrice D
diagonale telles que B = PDP~L.

2. Pour tout entier naturel n, montrer que :
B — 2-2" 1-2"
- 2n+1 —9 2n+1 -1

3. Exprimer a,(t), by (t), ¢, (t) et dy, (t) sous la forme d’une somme.
4. Déterminer les limites de a,, (t), by (t), ¢, (t) et d,, (t) lorsque n tend vers +oco.
5. Pour tout ¢ réel, on pose alors :

g an () i cn (0
E(ﬂ‘( li; by, (¢) lir; dn, (t)>

n—+00 n—+00

(a) Déterminer les matrice E; et Fs telles que pour tout ¢ réel, on ait :
E(t) = e'Ey + ¥ Es.

(b) Montrer que : Y(t,t') € R?, E(t)E(t') = E(t +t').

(c) Calculer E(0). En déduire que pour tout réel ¢, F (t) est inversible et déterminer son
inverse.

Exercice 3 (%)

Déterminer la nature des séries suivantes :

(1) e 2> e”—i—le—” 33 (1 - ;)n 4y In(n)

n>0 . n>0 . n>2 67271 o n>1 lnrznnl)
(5) 7;) 31 (6) ; Jn—1 (7) 7; W32 4 (— 1) ®) ; Jntd
—1)"n*In(n 2
9> Vn?+1-n (10) Z(l)e%l() (11) Znnlln(n) (12) Y e
n>0 n>1 n>2 n>0
(=1)" n? +2 1/n? 3" +1
W P (&) w) S0
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Exercice 4 (%) 1
1. (a) Justifier que la série de terme général u,, = In (1 — 2) converge.
n

+oo
1
(b) Calculer ) In (1 — n2>

n=2
1

2. (a) Justifier que la série de terme général u,, = CECES)]
n n

converge.

+oo 1

(b) Calculer 7%20 CESICESE

Exercice 5 (% %)
On considere la série
n>1

1
nn+1)(n+2)

1. Justifier que cette série converge.

1
2. Déterminer des réels a, b et ¢ tels que : Vk € N*, AT = % + k‘—?—l + kij—Z

1
)k +2)

n
3. Déterminer alors S,, = Z et 1 pour tout n > 1.

k=1

4. En déduire la somme de la série.

Exercice 6 (%)
Soit « un réel strictement positif. Pour tout n € N*, on pose :

1
un:nln<1+a>.
n

Etudier suivant la valeur du parametre « la nature de la série E Uy

n>1

Exercice 7 (%%) 1 2

Rappelons que la série Z —5 converge et que sa somme vaut —.

n 6

n>1

En dédui la séric Y = ¢ N
n déduire que la série ———— converge et que sa somme vaut —.
d 2 @2n 1 1) sectd 8

Exercice 8 (%)
On considere la suite (a,)nen définie par ag > 0 et par la relation suivante :

VneN, api1=ane .
1. (a) Montrer que, pour tout n € N, a,, > 0.
(

b) Etudier le sens de variation de la suite (a,)nen.

)
)
(¢) En déduire que (ap)nen converge et déterminer sa limite.
a) On pose b, = In(a,). Calculer b, 1 — b, en fonction de a,.
)

2. (
(

b) En déduire la nature de la série Z Q.-
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Exercice 9 (% %)
Soit (uy,) la suite définie par uy = 3 et par la relation de récurrence :

VneN, upy) =uy— ui
1. (a) Montrer que pour tout n € N, u, €]0, 1].
(b) Montrer que la suite (u,) est décroissante.

(c) Montrer que la suite (u,) converge vers 0.

2. Montrer que la série E u3 est convergente.
n>0

3. (a) Montrer que w1 est équivalent & u,, quand n tend vers +oo.

(b) En déduire que

— — est équivalent a u,, quand n tend vers 4o0.
Un+1 Un

(¢) En déduire que la série Z uy, est divergente.
n>0

Exercice 10 (%)
On se propose d’étudier la suite (uy)nen définie par la donnée de uy = 0 et par la relation :

2
1
Vn € N, Unp+1 = un;— .

1. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a : 0 < u, < 1.

(b) Etudier les variations de la suite (up)nen-

(¢) En déduire que la suite (u,)pen converge et donner sa limite.
2. Pour tout entier naturel n, on pose : v, = 1 — uy,.

(a) Pour tout k € N, exprimer v, — vi41 en fonction de vg.
n

(b) Simplifier, pour tout n € N, la somme Z(vk — Vga1)-

k=0
+oo
(c) Donner pour finir la nature de la série de terme général v2 ainsi que la valeur de g v2.
n=0

Exercice 11 (% %)
Soit (un)nen la suite définie par la donnée up > 0 et par la relation suivante :

2
VneN, upt1 =uy+u,.

1. (a) Montrer que la suite (uy)nen est croissante.
(b) Montrer que la suite (uy,)nen diverge vers +oo.
On pourra faire un raisonnement par l’absurde.

In(u
2. On pose, pour tout entier naturel n, v, = énn)

1 1
a) Montrer que, pour tout n € N, vpy41 —vpy = ——=In {1+ — |.
AL Up,

(
(b) Montrer que, pour tout > 0, 0 < In(1l + z) < z.

1
_'Ungm

d

(e) En déduire que la suite (v,)pen converge.

)
)
(¢) En déduire que, pour tout n € N, 0 < v,,41
(d) Montrer que la série de terme général v, 1 — v, est convergente.
)
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Exercice 12 (% %)

3 1
Soit (uy,) la suite définie par : u; =1 et VYn € N*, w1 = nt

3n

Uy -

1. Montrer que : Vn € N*, u,, > 0.

. U
2. Etudier la nature de la série de terme général In ( ntl >
Unp,

3. Conclure quant a la nature de la suite (In(uy,))p>1 et enfin quant a celle de la suite (up)p>1.

Exercice 13 (%)
On désigne par a un réel strictement positif. Pour tout entier naturel n, on pose :

n!

H(a+k)

k=0
1. (a) Montrer que la suite (u,(a)) est monotone et convergente. On note ¢(«) sa limite.

(b) Que peut-on en déduire pour la série Z(un(a) — Upt1()) ?
neN

1
(¢) On suppose que £(«) est non nulle. Démontrer que : uy, () — upy1(a) ~ a (04).
n—-+oo n

(d) Déduire de ce qui précede que ¢(a) = 0.

2. Dans cette question, on suppose que « €0, 1][.
1
n+1

(b) Quelle est la nature de la série Z Un () 7
neN

(a) Montrer que : Vn € N, up (o) >

Exercice 14 (% %) n
Soit x €]0,1[. Pour tout n € N, on pose Sy (z) = Zazk
k=0

1. (a) Calculer S,(z).

(b) En déduire que la série E 2™ converge et expliciter sa somme.
n>0

2. (a) Calculer de deux fagons distinctes la dérivée S (z).

nz™ — (n+1)2" + 1

(b) En déduire que : Z kb=t =

— (1—2x2)?
(c) Déterminer lim nzx".
n—-+0o00
+00 1

d) En déduire que la série na" converge et que na"l= —— .

(1—=)?
—x
n>0 n=0
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Exercice 15 (%)
On pose pour tout = €0, 1] et pour tout n € N*: S, (z) =

1. Justifier Pexistence de S(z) pour tout = €]0, 1].

T _ym
2. (a) Soient z €]0, 1] et n € N*. Montrer que : Sp(x) = / dt.
0

x n
(b) Soit z €]0,1[. Démontrer que : nll}l_il_loo e

(c¢) En déduire que : Vz €]0,1[, S(z) = —In(1 — ).

+oo 1
3. En déduire la valeur de ; R

Exercice 16 (% %)

Le but de cet exercice est de démontrer le résultat bien connu suivant sur les séries de Riemann :

1 . .

E — converge sl et seulement si a > 1.
n

n>1

. 1
1. Etudier la nature de la série Z — lorsque o < 0.
n>1

2. Soit o > 0.

1
(a) Soit k € N*. Donner un encadrement de — lorsque z € [k, k + 1].
T

k+1 dx 1

1
b) En dédui tout ke N*: ———— < — < —.
(b) En déduire que, pour tou /k o = 7o

(k+1)> —

(c) En sommant les inégalités précédentes, montrer que :
1 +/”dx< 1 <1+/"dm
ne 1oa T ke T 1z

1
(d) Déduire de la question précédente que si a €]0, 1], alors la série E — diverge.
n
n>1

1
(e) Déduire toujours de la question 2.(c) que si a > 1, alors la série Z — converge.
n

n>1

Exercice 17 (%% %)

Le but de cet exercice est de démontrer que :

1
Z n®lIn

converge si et seulement si o > 1
n>2 (TL)

1
1. Montrer que si « > 1, alors la série de terme général ()47() converge.
n%In(n

2. Montrer que si o < 1, alors la série de terme général —

n®1In(n)

diverge.

1
kn(k)’

n
3. On note pour tout entier n > 2, S,, = Z
k=2
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(a) Démontrer que pour tout entier naturel k£ > 3,

k+1 1 1 k 1
/ dt < < / dt
k t hl(t) - k’ hl(k?) - k—1 t ln(t)

(b) En déduire que S, ~ In(In(n)) et déterminer la nature de la série de terme général

_1
nlin(n)’
4. Pour tout entier n > 2, on pose :
Up =Sy, —In(In(n+1)) et v, =95, —In(ln(n)).
(a) Montrer que les suites (un)n>2 €t (v, )n>2 sont adjacentes. On notera ¢ leur limite commune.

1
(b) Montrer que, pour tout entier n > 2, ona: 0 <wv, — £ < )
nln(n)

(c) Ecrire un programme pour obtenir une valeur approchée de £ & 107> pres.

Exercice 18 (%% %) n
Pour tout n € N*, on note S,, =
k=1

==

1. Déterminer lim .5,.
n—-+00

2. (a) Montrer que pour tout entier naturel k > 2 :

S 1 Mo
e R
(b) En déduire que pour tout entier n > 2 :
Wn+1-2v/2<8,—1<2/n—2.

(c) En déduire que S, ~ 2y/n.
3. Dans la suite, on note pour tout n € N*, w,, = S, — 2y/n.

K
(a) Déterminer alors deux constantes « et K telles que wy, — wy_1 ~ — au voisinage de +o00.
n

(b) En déduire que la série de terme général w,, — w,_1 converge.

(c) En déduire l'existence d’une constante réelle 3 telle que :

Sp=2vn+ B+ o(1).




