ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

—— TD 8

Espaces vectoriels

Espaces et sous-espaces vectoriels

Exercice 1 (%)
Justifier que les ensembles suivants ne sont pas des espaces vectoriels :

A={(z,y) eR* |2y =1} B ={(z,y) eR?*|y >0}
C—{(S i)e,//lg(R)]cﬂ—i—cQ—b} D = {P € R[X] | deg(P) = 3}
E = {(un) c RN | ngrfoo Uy = 1} F={fec Z(R,R)| f est croissante}

Exercice 2 (%)
Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels :

A={(r,y,2) ER}| =z + 3y + 2 = 0} Bz{(i Z) € Mo(R) ]a+d:c+b}
C={M e #,(R) | M est symétrique} D={PeR[X]|P(1)=P(1)=0}
E:{(un)eRMngTooun:o} F={fe¢'(RR)|f—-2f =0}

Exercice 3 (%)
Ecrire les ensembles suivants sous forme de sous-espaces vectoriels engendrés :

A={(z,y,2) eR®| 2z +y =0} B:{<a2—b a_—ab> G///g(RH@,bGR}
C:{C‘ Z) e///Q(R)|a+b+c+d:0} D = {aX?®+bX € R[X]|a,beR}

Exercice 4 (%)
Dans R?, on pose F' = Vect((2,1,—1),(0,1,3),(—4,—1,5),(1,1,1)).
Montrer que : F = Vect((2,1,—1),(0,1,3)).

Exercice 5 (%)
Dans R3, on pose F' = Vect((—4,4,3),(-3,2,1)) et G = Vect((—1,2,2),(—1,6,7)).
Montrer que : F' = G.

Exercice 6 (%)
On considére les matrices de .#>(R) suivantes :

=) () =Gl ()

Montrer que : Vect(A, B,C,D) = Vect(A, B,C).
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Familles de vecteurs

Exercice 7 (%)
Les familles de R3 suivantes sont-elles libres ou liées ?

1. 7 = ((1,1,0),(0,1,1)).
2. F» = ((1,1,0),(1,0,1),(2,1,2)).

3. Fs=((1,1,—1),(1,-1,1),(~1,1,1),(1,1,1)).

Exercice 8 (%)
On considere les matrices de .#2(R) suivantes :

1 0 -1 1 -1 2 11
n=o B) s (o) e () e )
1. La famille (M;, Ma, M3) est-elle libre ?

2. La famille (M, Mo, M3, M) est-elle libre ?

Exercice 9 (%)
On considere les polyndémes P, @), R suivants :

P=X3+41,Q=-3X>4+X—-1, R=X —-2.

Montrer que (P, @, R) est une famille libre de R3[X].

Exercice 10 (%)
On considere les suites réelles u, v, w définies par :

vneN, u, =2", v, = 3", w, =4".

Montrer que (u,v,w) est une famille libre de RN,

Exercice 11 (% %)
On considere les fonctions ey, eo, €3, e4 définies par :

Vo >0, e1(z) =z, es(x) = 22, e3(x) = zln(z), es(z) = 2% In(x).

On cherche a montrer que (e1, ez, €3, e4) est une famille libre de . (R%_,R). On considere donc a, b, ¢, d
quatre réels tels que :
Vo >0, aei(x) + bea(x) + ces(z) + des(x) = 0.

1. Montrer que a + b = 0.

2. Ftablir que : Vz > 1, + £ 4+ d=0. En déduire que d = 0.
X

cln(x)

3. Montrer ensuite que : Vx > 0, ¢ +b+ = 0. En déduire que b = 0.
x

4. Conclure.
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Exercice 12 (% %)
On note .Z (R, R) l'espace vectoriel des applications de R dans R et € (R, R) ’ensemble des fonctions
définies et continues sur R, & valeurs réelles.

1. Montrer que %' (R, R) est un espace vectoriel réel.
2. Pour tout n € N, on note f, la fonction définie sur R par :
Ve € R, fu(x) =™
Montrer que, pour tout n € N, la famille (fo, f1,..., fn) est libre dans € (R, R).
3. En déduire que 'espace vectoriel ¢’ (R,R) n’est pas de dimension finie.
4. En déduire que 'espace vectoriel .% (R, R) n’est pas de dimension finie.
Remarque. On montrerait de méme que :

e L’espace vectoriel R[X] des polynomes a coefficients réels n’est pas de dimension finie, en remar-
quant que pour tout n € N, la famille (1, X, X2,..., X") est libre.

e L’espace vectoriel RN des suites réelles n’est pas de dimension finie, en remarquant que pour
tout p € N*, la famille ((1)nen, (2")nens - - -, (P™)nen) est libre.

Espaces vectoriels de dimension finie

Exercice 13 (%)
1. On considere les vecteurs de R? suivants :

u=(-1,2,0), v=(3,-5,—1), w=(0,1,-2).

(a) Montrer que la famille 2 = (u, v, w) est une base de R3.

(b) Déterminer les coordonnées de t = (1,—2,1) dans la base A.
2. On considere les vecteurs de R* suivants :
u=(1,2,3,4), v=(0,1,-1,1), w=(-1,1,0,2), z = (1,-1,2,0).

(a) Montrer que la famille 2 = (u,v,w, x) est une base de R*.

(b) Déterminer les coordonnées de ¢t = (1,1,1,1) dans la base %.

Exercice 14 (%)
On considére les matrices de .#2(R) suivantes :

10 10 0 1 0 -1
(o 9) e o 5) s (o) =00

1. Montrer que & = (M;, M2, M3, My) est une base de .#5(R).

2

2. Déterminer les coordonnées de la matrice (; 4> dans la base Z.

3. Plus généralement, déterminer les coordonnées de (CCL Z> dans la base £.
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Exercice 15 (%)
On considere les polynémes P, @, R suivants :
P=X-1,Q=X?>-1, R=X%+1.
1. Montrer que la famille # = (P, @, R) est une base de Ra[X].

2. Déterminer les coordonnées du polynéme S = 3X? — 2X + 1 dans la base 4.

3. Plus généralement, déterminer les coordonnées de T' = aX? + bX + ¢ dans cette base.

Exercice 16 (%)
On considere 'ensemble :

F = {(xl,xg,:cg) e R3 | 1 — 2x9 + 23 = 0} )
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R3.
2. Déterminer une famille génératrice de F'.
3. En déduire une base A et la dimension de F'.

4. On considere les vecteurs u = (1,1,1) et v = (2, -1, —1).

Déterminer si u et v appartiennent a F' et, si c’est le cas, déterminer leurs coordonnées dans la
base Z.

Exercice 17 (k%)
1. On considere les vecteurs de R* suivants :

u=(1,-1,2,1), v=(2,1,0,1), w=(3,3,-2,1).
Déterminer une base de F' = Vect(u,v,w).
2. On considere I’ensemble :
G = {(xl,xg,xg,x4) c R* | 21 — 2o+ 23 — 224 =0et &1 — 23 — 24 :O}.
Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R* et en donner une base.

3. Déterminer une base et la dimension de F' N G.

Exercice 18 (%)
On considere 'ensemble :
a+b a b
F = a—b b a |a,beR
2a  2b 2a-—0b

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de .Z3(R) et donner une famille génératrice de F'.

2. En déduire une base et la dimension de F'.
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Exercice 19 (%)
On associe a tout triplet (x,y, z) de nombres réels la matrice M(x,y, z) définie par :

M(z,y,z) =

< w R
INEEE I
8 w

La matrice M(1,0,0) est la matrice identité I et la matrice M (0,1,0) est notée J.
1. Calculer les matrices J?2 et J3.

2. Etablir que I'ensemble E des matrices de la forme M (x,v, 2), out (z,y, z) décrit R? constitue un
sous-espace vectoriel de .Z5(R).

3. Montrer que (I, J, J?) forme une base de E.

4. En deduire que E est stable pour le produit matriciel.

Exercice 20 (%)
On considéere les matrices suivantes de .Z5(R) :

O B Y RS (]

On note F I'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 telles que : AM = MD.

1. Vérifier que E est un sous-espace vectoriel de .Z5(R).

\V)

. Soit M = (j i) une matrice de .#>(R).

Montrer que M appartient a F si et seulement si z =0 et y = t.

w

. Montrer que (U, A) est une base de E.

S

. L’ensemble E est-il stable par produit matriciel ?

Exercice 21 (k%) /0 0 1
Soit la matrice K = {0 1 0
1 00
On note E l'ensemble des matrices M de .#5(R) vérifiant : MK = KM = M.

1. (a) Montrer que E est un espace vectoriel.

(b) Montrer par ’absurde qu’aucune matrice de E n’est inversible.

a b c
2. Soit M = | d e f ] une matrice de E.
g h i

(a) Montrer que i = g =c=a, h =bet f =d, puis en déduire la forme des matrices de E.
(b) Retrouver le fait que les matrices de E ne sont pas inversibles.

(c) Déterminer une base de E et vérifier que dim(E) = 4.

x oy x
3. On considere I’ensemble F' des matrices de la forme M = |y z y |,ouz,y,z € R.
x Yy x

Vérifier que F' est un sous-espace vectoriel de E et donner une base de F.
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Exercice 22 (%)
On considere 'ensemble :
F = {PGRQ[X] ]P—XP':O}.

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de Ro[X].

2. Déterminer une base et la dimension de F'.

Exercice 23 (% %)
On considere 'ensemble :

F={PeRyX]| P(1)=P(1)=P'(1) =0}.
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de Ry[X].

2. Déterminer une base £ et la dimension de F.

3. Montrer que P = 2X* — 5X3 +3X2 + X — 1 appartient & F et déterminer les coordonnées de
P dans la base £.

Exercice 24 (%)
On considere 'ensemble F' défini par :

F= {(un) R |V €N, tpyo = bty — 4un} .

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de RN,
2. On pose : ¥n € N, v, = 2" et w, = n2". Montrer que la famille (v, w) est libre dans F.

3. Montrer que la famille (v, w) est une base de F' et en déduire sa dimension.

Exercice 25 (% %)
On note E = C?(R,R) I'espace vectoriel des fonctions 2 fois continiment dérivable sur R. On note
également F' la partie de E définie par :

F={feE|f"=2f - f}.
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
2. Vérifier que f : x — € et g : © — xe® forment une famille libre de F'.

3. Montrer que (f,g) est une base de F' et en déduire sa dimension.
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Matrices de passage

Exercice 26 (%)
Soit % la base canonique de R? et € la famille de vecteurs ((1,2),(0,1)) de R2.

1. Montrer que la famille € est une base de R2.
2. Ecrire la matrice de passage P de & vers €.

3. Donner la matrice de passage de € vers A.

4. En déduire P~1.

Exercice 27 (%)
Soit % la base canonique de R3.
On consideére la famille € = (u,v,w), avec u = (1,0,0), v = (2,2,0), w = (3,3, 3).

1. Donner la matrice de la famille ¥ dans la base Z.
2. En déduire que € est une base de R3.
3. Calculer I'inverse de Py .

4. En déduire I'expression des vecteurs de la base canonique par rapport aux vecteurs de €.

Exercice 28 (%)
Soit E un espace vectoriel muni d’une base & = (e, €2, e3).

1. Soient uy = e1 + e3, us = e — 2e9 et ug = ey — e3.

Montrer que € = (u1, ug, u3) est une base de E.
2. Donner la matrice de passage de & a €.
3. Calculer I'inverse de Py .

4. En déduire 'expression des vecteurs eq, e2, e3 en fonction des vecteurs uq, ug, ug.

Exercice 29 (% %)
Soit E D’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 3. On pose :

Py=(14+X)*, Pi=X(1+X)* P=X*(1+X), P;=X°
On note ¢ = (Py, P1, P>, P3).
1. Rappeler la base canonique de F, que 'on notera 4.
2. Donner la matrice de la famille € dans la base £.
3. Montrer de deux manieres que % est une base de E.
4. Déterminer la matrice de passage de la base € a la base 4.

5. Soit @ = 3X3 + X? — 2X + 1. Déterminer les coordonnées de @) dans la base €.
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Exercice 30 (k%)
On considere n + 1 réels ag,ay, . . ., a, distincts deux & deux. Pour tout i € [0,n], on pose :

X — X — X—ai1 X—a X —
Li(X):H G _ 9 % .. x Gzl o Bitl o . x n
ji ¥ T Ok @i o a; = Qj—1 Qi — Giq1 a; — Gn
1. Pour tout (i,j) € [0,n]?, calculer L;(a;). On pourra distinguer les cas i = j et i # j.
2. Montrer que & = (Ly, ..., Ly) est une base de R, [X].
3. Si P € R,[X], exprimer les coordonnées de P dans la base % en fonction de P.

4. Onnote #' = (1, X,..., X™). Ecrire la matrice Py .

5. Montrer que la matrice

1 ap ... ag
1 a1 ... a}
1 a, ... ay

est inversible si et seulement si les ¢; sont deux a deux distincts.

Rang d’une famille de vecteurs

Exercice 31 (%)
Déterminer le rang des familles composées des vecteurs suivants :

1w = (170) 2)a U2 = (_1727 _1)7 uz = (27370)7 Uq = (1707_1)7 Us = (27 1, _1) dans R3.
2. ur = (1,1,0,1), us = (1, —1,1,0), uz = (2,0,1,1), ug = (0,—2,1, —1) dans R™.

3. A=X’+X-3,P=X?-X -3, P;=2X?— X — 6 dans Ry[X].
11 0 -1 10 0 0 00
-Ml—(o 1>,M2—(0 1),M3—(0 1),M4—<0 _1>,M5—(2 0) dans > (R).

Exercice 32 (%)
Dans R3, on considere les vecteurs u = (1,0,2), v = (1,1,2), w = (1,2,2), t = (2,2,2).

W

1. Montrer que (u,v,w,t) est une famille génératrice de R3.

2. Extraire de la famille (u,v,w,t) une base de R3.

Exercice 33 (%)
Dans Ry[X], on considere les vecteurs P = X? — X +1, Q = X?+2X +2, R=2X%2+1,5=X — 1.

1. Montrer que (P, Q, R, S) est une famille génératrice de Ry[X].

2. Extraire de la famille (P, Q, R, S) une base de Ra[X].




