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1 Généralités
Dans tout le chapitre, K désignera R ou C et les suites considérées seront a valeurs dans K.

1.1 Définitions
Définition.
Soit (Un)n>n, une suite numérique (a valeurs dans K), définie & partir d’un rang ny € N.

On appelle série de terme général u,, et on note E Uy, OU encore E U, la suite (S,)n>n, définie pour

n>ngo

Sn: i U -

]{):no

tout n > ng par :

On dit que S, est la somme partielle d’ordre n de Zun

2n 2k 1-1 2

, 1 11— (3! 1 -
Exemple. Si (u,) = — , alors pour tout n € N, S, = Z - = ———7— = 2— ——. La série de terme
neN k=0 2

1 1

général — désigne donc la suite (2 — ) .
2n 2n

neN

Définition.
Soit (Un)n>n, & valeurs réelles ou complexes.
e On dit que la série g un, est convergente, ou qu'elle converge, si la suite (S),)n,>n, de ses sommes
n>ngo

partielles admet une limite finie dans K.

Dans le cas contraire, on dit que la série E u, est divergente, ou qu’elle diverge.

n>ngo
+oo
e Si la série Z u, converge, on appelle somme de la série, et on note Z Uy, la limite de la suite
n>ngo n=ngo
(Sn)n>nes ¢'est-a-dire I’élément de K défini par :
+oo N
Z U, = lim Sy = Ilim Z Up,.
N—+oco N—+oo
n=ngo n=nogo
Exemples.
+oo
. . 1 - 1 ) R
e Puisque lim 2 — — =2, la série Z — converge et sa somme est égale a Z — =2
n—+00 2n = 2n < 2n
n> n=

e Siwu, =Xe€C* alors pour tout n € N, S;, = Zuk = A(n+1). La suite (A(n + 1)) étant divergente, la
k=0
série Z A diverge.
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& Mise en garde.

Attention aux notations :

n 400

E Uk E Un OU E Un E Un
k=ng n>ng n=ng

Série de terme général u,, : Somme de la série (si convergence) :
S ielle d’indi Zn Z“X’ 5
omme partielle d’indice n la suite ur wy = lim w
N—+oco
k=ng n>ng n=ng n=ng

— Propriété 1 (Convergence d’une série & valeurs complexes)

Soit E Uy, une série a valeurs complexes.

La série E u, converge si, et seulement si, les deux séries a valeurs réelles E Re(uy,) et E Im(uy,)
convergent. Et en cas de convergence :

+o00 00 +o0
Z Up = Z Re(uy,) +1 Z Im(uy,).

n=no n=ngp n=ng

Définition.

Soit E u, une série convergente. Pour tout n > ng, on pose

n>ng

+oo n —+o0
R, = E U — g up = g U,
k=ng k=ng k=n-+1

appelé le reste partiel d’ordre n de Z Ugy -

Propriété 2

Avec les notations ci-dessus, lim R, = 0.
n——+o0o

Tout au long de I’étude des séries, deux problématiques vont nous intéresser :

1. déterminer la nature d’une série, ¢’est-a-dire déterminer si une série converge ou non. Nous allons dévelop-
b
per de nombreux outils généraux permettant de répondre a cette question ;

2. en cas de convergence, calculer la somme de la série. C’est un probleme bien plus difficile, pour lequel il

n’existe pas de méthode générale, et il existe de nombreuses séries dont on sait prouver la convergence,
mais pas calculer la somme.

1.2 Premieres propriétés

Propriété 3 (Indifférence des premiers termes)

On ne change pas la nature d’'une série en modifiant un nombre fini de ses termes.

Dans la suite, afin d’alléger les notations, on considerera des séries Zun dont le terme général est défini a
partir du rang ng = 0 (quitte & définir égaux & 0 les premiers de la suite (u,) s'il ne sont pas définis).



MP21 Lycée Roosevelt

— Propriété 4

Soient E Up et E v, deux séries.

(1) Si Zun et Zvn sont convergentes, alors pour tout scalaire A, les séries Z(Aun) et
Z(un + v,,) convergent, et :

+oo
Z)\un —)\Zun et Zun—i—vn Zun—i—Zvn
n=0 n=0

) Si Z u, est convergente et ZU" est divergente, alors Z(un + v,,) est une série divergente.

;g% Danger.
11 est possible que la série Z(un +v,,) converge alors que les séries Z Uy, et Z vy, divergent (par exemple
dans le cas ot u,, = 1 et v, = —1 pour tout n € N). Dans ce cas, 1’égalité :
—+oo
D (un +vn) Z% Zvn
n=0
+oo —+oo
n’est plus valable puisque les termes de droite Z Uy, et Z vy, ne sont pas définis. Ainsi, pour scinder
n=0 n=0
une somme en deux, on vérifiera bien au préalable que tout converge.

1.3 Condition nécessaire de convergence

— Propriété 5 (Condition nécessaire de convergence)

(1) Si la série Z uy converge, alors lim wu, =0.
n—-+4oo

(2) Si la suite (uy,) ne converge pas vers 0, alors la série z uy, diverge. On dit alors qu’elle diverge
grossierement.

Exemple. La série Z(fl)” diverge grossierement.
n>0

=<

3 Danger.

Il ne s’agit en aucun cas d’une équivalence, et prouver que son terme général tend vers 0 ne prouve
’
pas la convergence d’une série !

1
Exercice 1. On consideére la série harmonique E —, et on note (H,),>1 la suite de ses sommes partielles.
n>1

—_

1. Montrer que pour tout n > 1, Hs,, — H,, > —.

[\)

1
2. En déduire que la série E — diverge.
n
n>1

1
La série harmonique g — est donc un exemple d’une série divergente, mais pas grossierement divergente.
n
n>1
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1.4 Séries usuelles

Propriété 6 (Série télescopique)

Soit (u,) une suite. Alors la série Z(Un+1 — uy,) est de méme nature (convergente ou divergente)

que la suite (uy).

Remarque. Ainsi, étudier la nature d’une suite (u,) revient a étudier la nature de la série télescopique
Z(“nﬂ — uy). Et ce résultat est loin d’étre anodin : nous allons bient6t disposer de nombreux outils pour

prouver la convergence d’une série. Appliqués a la série E (Un41 — Up), ils deviendront des outils pour étudier

la convergence de la suite (uy,).

Exercice 2. Montrer que la série E est convergente et calculer sa somme.

n>1

n(n+1)

— Propriété 7 (Série géométrique)

Soit ¢ € C. La série Z q" converge si, et seulement si, |g| < 1.

n>ngo

+oo 1
Dans ce cas : =g —.
S =it

n=ngo

— Propriété 8 (Série exponentielle)

- z"
Pour tout z € C, la série Z — est convergente, et :

n>0
+oo on
Z — = exp(z).
n!
n=0
4n+2 TL2
Exercice 3. Montrer la convergence et calculer la somme des séries Z 3antT et Z W
g n—1)!
n>0 n>1

2 Séries a termes positifs

Dans cette partie, on énonce des résultats sur la convergence des séries a termes positifs (et donc en particulier
réels). Toutefois ces résultats ont une portée plus importante puisque :

o multiplier par —1 ne change pas la nature de la série, et donc les résultats s’appliqueront également aux
séries a termes négatifs ;

o par indifférence des premiers termes, il suffit qu’a partir d’un certain rang, u,, soit positif.
Autrement dit, les résultats qui suivent s’appliquent aux séries de signe constant a partir d’un certain

rang.

,g' Danger.

En revanche, ces résultats ne s’appliquent pas aux séries qui changent de signe une infinité de fois.
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2.1 Utilisation d’inégalités

— Propriété 9

Soit g Uy, une série a terme positifs.

(1) La série E u, converge si, et seulement si, la suite de ses sommes partielles est majorée :

IM >0, VneN, > u, <M.
k=0

(2) Si la série Z u, diverge, alors nll)r_{loo I;Juk = +o00.

— Propriété 10

Soient deux séries & termes positifs Z Uy, € Z V. On suppose que pour tout n € N :

0 <wu, < vy

“+oo —+o0
(1) Si E vy, converge, alors E u, converge, et E Uy < E Up,.
n=0 n=0

(2) Si Z u, diverge, alors Z v, diverge.

Remarque. Ce résultat subsiste si 'inégalité 0 < u,, < v, n’est valable qu’a partir d’un certain rang, puisqu’on
ne modifie pas la nature d’une série en changeant un nombre fini de ses termes. On n’a cependant plus I'inégalité
sur les sommes en cas de convergence.

2.2 Théorémes de comparaisons

— Propriété 11

Soient Zun et Z vy, deux séries a termes positifs.
On suppose que u, = O(v,), ce qui est en particulier le cas si u, = o(vy,).

(1) Si Z vy, converge, alors Z Uy, converge.

(2) Si Z u, diverge alors Z v, diverge.

— Propriété 12

Soient E Uy, et E v, deux séries a termes positifs.

Siu, ~ v, alors E Up €t E v, sont de méme nature.
n—-+4oo
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;g& Danger.

Le critére de comparaison par équivalent est faux si les termes généraux des séries ne sont pas de signe
constant. Nous en donnerons un contre-exemple & la fin de ce chapitre.

Exercice 4. Etudier la nature des séries suivantes :

(1) Z%; 2 3 ! (3) S (4) Z‘*“LOS(”)

n2’ 327 +1In(n)

2.3 Comparaison série-intégrale

Dans cette partie, considérons f : [1,4+00[ — Ry une fonction continue, positive et décroissante.

Soit k € N*. Puisque f est décroissante, pour tout ¢ € [k, k+1] :
flk+1) < f(t) < f(k).

D’ou par croissance de 'intégrale : (5] —

k+1 k+1 k+1

[ swenas [ pwas [ o T N 3

k k k ¢y

Ce qui se récrit :
k k+1
k+1
flk+1) < / f)dt < ] (%) Représentation graphique de l'inégalité (x)
Jk en termes d’aires.

On déduit de ces inégalités la propriété suivante :

— Propriété 13 (Comparaison série-intégrale)

Si f:[1,4o00] — R une fonction continue, positive et décroissante.

n
Alors la série Z f(n) et la suite ( / f(@t) dt) sont de méme nature.
1 neN*

n>1

Remarques.

¢ Cette propriété permet de ramener 1’étude de la convergence de certaines séries a celle de suites d’intégrales
pour lesquelles nous avons bien plus d’outils (calcul de primitives, intégration par parties, changement de
variable).

o En sommant l'inégalité (x) pour k compris entre n et N, on obtient I’encadrement suivant (& 'aide de la
relation de Chasles) qui conduit souvent a des inégalités intéressantes :

N N+1

S rken< |

k=n n

N
Feyde <y fk).
k=n
On pourra par exemple dans certains cas en déduire des équivalents de la somme partielle ou du reste
partiel de la série Z f(n) selon qu’elle diverge ou qu’elle converge.

e Les méthodes d’encadrement de sommes a ’aide d’intégrales développées ici peuvent également s’appliquer
si f est croissante, en changeant le sens des inégalités.
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1
Exercice 5. On note toujours (H,,),>1 la suite des sommes partielles de la série harmonique E —.
= n
n>1

1. Montrer que H,, ~ In(n).

n—-+oo
2. On pose pour tout n € N*, v, = H,, — In(n).
(a) En étudiant la série Z('yn+1 — ), montrer la convergence de la suite (v,) vers un réel v € R.
n>1

(b) En déduire le développement asymptotique suivant de la somme partielle de la série harmonique :

H, = lIn(n)+~vy+o(l).

n——+oo

Le saviez-vous 7

La limite v de la suite (H, —In(n)) est appelée constante d’Euler. On ignore & peu prés tout de cette
constante, et notamment si elle est rationnelle ou non. On sait en revanche que v ~ 0,577215... On peut
étre bien plus précis : Euler avait déja obtenu 16 décimales de  en poursuivant le développement asymptotique
de (H,). On en connait aujourd’hui plus de 600 milliards de décimales.

2.4 Séries de Riemann

1
On considere, pour tout a € R, la série E —, appelée série de Riemann d’exposant o. Pour oo = 1, on
ne
n>1

. . 1
retrouve la série harmonique E —.
n>1

Propriété 14 (Séries de Riemann)

1
Soit o € R. La série Z — converge si, et seulement si, o > 1.
n

s N
Le saviez-vous 7

—+oo

Pour o > 1 quelconque, on ne connait pas en général la valeur de la somme Z

n=1

Un probleme célebre, appelé probléme de Bale, est justement de calculer cette valeur lorsque a = 2. Posé par
Pietro Mengoli en 1644, ce probleme résista aux attaques des mathématiciens éminents de 1’époque.

1

ne’

C’est le mathématicien suisse Leonhard Euler o7 - 1783y qui en découvrit la
valeur en 1735 :

n=1 n
+oo
On a obtenu depuis des formules pour Z — lorsque « est un entier pair.
n
n=1

Mais si « est un entier impair, ou n’est pas entier, on ne sait (presque) rien
dire, et il s’agit d’un sujet de recherche actif.
\

Leonhard Euler (1707 - 1783)
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Exemple. Piles et sommes de Riemann.
1

, =, ... & linfini.

W =

Imaginons un empilement de cubes de bois d’arétes de longueurs 1,

1
Bien que de hauteur infinie (puisque la série harmonique Z — diverge), il ne faudrait
n
qu'une quantité finie de peinture pour recouvrir cette pile (sa surface étant inférieure &
+oo
Z — qui converge), et une quantité finie de bois pour la fabriquer (son volume étant
n

n=1

S

+oo
égal & E —; qui converge aussi).
n

n=1

s N
Le saviez-vous ?

Dans ses travaux pour la résolution du probleme de Béle, Euler est amené a introduire la fonction ¢ (prononcée
« zeta ») définie pour tout s > 1 par :
00 1
¢(s) = e
n=1

Il démontre notamment la formule suivante liant ¢ a ’ensemble des nombres premiers P :

) ===

—8 :
peP p

Des lors, I'étude de cette fonction devient un enjeu crucial pour les mathématiciens, puisque sa compréhension
améliorerait la connaissance de la répartition des nombres premiers.

Les idées d’Euler sont reprises par le mathématicien allemand Bernhard Riemann (is26 - 1866) dans un article de
1859, dans lequel il étudie (un prolongement au plan complexe de) la fonction ¢, baptisée depuis la fonction
zéta de Riemann. Il y énonce sa célebre conjecture, appelée hypothése de Riemann, sur les points d’annulation
de cette fonction : ils seraient tous, sauf zéros triviaux, sur la droite des nombres complexes de partie réelle

égale a % !

L’hypothese de Riemann est I'un des problemes non résolus les plus im-
portants des mathématiques du début du 21°™¢ siecle. Il fait partie des
sept Problémes du priz du millénaire posés par I'Institut de mathéma-
tiques Clay en 2000, qui offre un million de dollars pour sa résolution.

Si les séries de Riemann vous passionnent, si vous voulez devenir riche
et célebre, ou si vous souhaitez simplement en savoir un peu plus sur ce
sujet fascinant, ce lien devrait vous intéresser.

Bernhard Riemann (1s26 - 1se6)
\ Y,

Parmi les rares séries dont on connait déja la nature, celles auxquelles on se référe le plus souvent sont les séries
de Riemann. Aussi, énongons la régle suivante, qui n’est rien d’autre qu'une comparaison par négligeabilité a
une série de Riemann.

— Propriété 15 (Regle n®uy,))

Soit E Uy, une série a termes positifs.

(1) Sl existe @ > 1 tel que lim n%u, = 0, soit encore si u, = 0(%), alors la série E Up,
n—-+oo n
converge.

(2) Si lim nu, = +oo, la série Zun diverge.

n—-+oo
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Exercice 6. Déterminer la nature des séries suivantes :

my ggzg wee PQERX]; ()3 #n(n) : DY ),

2.5 Comparaison a une série géométrique

— Propriété 16 (Regle de d’Alembert)

Unp+1

Soit Z Uy, une série a termes strictement positifs. On suppose que lim =/{ € [0, +o0].

Un

(1) Si0<¥¢<1,lasérie Zun converge.
(2) Sif>1, la série Z uy, diverge (grossiérement).

Dans le cas £ = 1, on ne peut pas conclure : la série E Uy, peut converger ou diverger.

Y'(

fg‘ Danger.

U 1
Répétons-le : on ne peut rien conclure si lim 1t — 1. Par exemple pour u, = —, le rapport
n

n——+oo Un

«
U n 1
ntl — tend vers 1, alors que la série g — peut converger ou diverger (selon que a > 1 ou
Uy, n+1 ne

a<1).

% Méthode. Quand utilise-t-on la regle de d’Alembert ?

. u
FEtant donné qu’il nécessite de calculer la limite du quotient n—“, ce critére est particuliérement adapté
U

n
aux séries dont le terme général fait apparaitre des factorielles et des puissances, car des simplifications

. Un+1
seront alors possibles dans le calcul de ntl
Un

, nl x n™
Exercice 7. Etudier la convergence de Z W
n)!

3 Séries dont le terme général change de signe

On traite a présent le cas des séries dont le terme général change de signe une infinité de fois. Rappelons que
tous les critéres de convergence énoncés au paragraphe précédent, notamment les théorémes de comparaisons,
ne peuvent s’appliquer tels quels a ces séries.

3.1 Séries absolument convergentes
Définition.
Soit (uy,) une suite a valeurs complexes.

On dit qu’une série E uy, est absolument convergente si la série a termes positifs g |un| est convergente.

Théoréme 17 (Condition suffisante de convergence)

Soit E Uy, une série a valeurs complexes.

Si la série ) u, converge absolument, alors elle converge. Et dans ce cas :

—+oo
D un
n=0

+oo
< Z [tn (inégalité triangulaire généralisée).
n=0

10
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Exemples.

e La série Zz” est absolument convergente, et donc convergente, pour tout nombre complexe z € C tel

que |z] < 1.
. cos(n) . | cos(n)] 1
e La série E 5— est absolument convergente, puisque pour tout n > 1, 0 < ——— < —. Elle
a1 " "

converge donc.

Remarque. Grace a ce théoreme, on ramene 1’étude de la série E uy, & valeurs complexes a celle de g |tn| &
termes positifs pour laquelle on peut appliquer tous les résultats de la section précédente. On obtient notamment
la propriété suivante comme conséquence des résultats déja énoncés.

— Propriété 18

Soient E u, une série a valeurs complexes et g v, une série a termes positifs.

Si u, = O(vy,) et si E vy, converge, alors E U, est absolument convergente, donc convergente.

Exercice 8. Etudier la nature de Z u, lorsque :

2 S\ 1
(l)unzw; (2) up=4/1—2—-1-In(1-3) pour n > 1.

2TL

;.g, Danger.

La réciproque du Théoréeme 17 est fausse : il existe des séries convergentes qui ne sont pas absolument

convergentes.

(_1 n—1
Exercice 9. On considere la série harmonique alternée Z ————. On note (S,) la suite de ses sommes
n

partielles.

1 n—1
1. La série Z L est-elle absolument convergente ?
n

n
1 —1 n—1
2. Montrer que pour tout n > 1, Sy, = Ho,— H,,, o0 Hy, = Z —. En déduire la convergence de Z L
k n
et calculer sa somme.
Définition.
Soit Z Uy, une série a valeurs complexes.

On dit que E u, est semi-convergente si elle est convergente mais pas absolument convergente.

— Propriété 19

Soient Zun et Z vy, deux séries a valeurs complexes absolument convergentes, et A, u € C.

Alors la série Z()\un + pwv,,) converge absolument, et :

+o0 +oo +o0o
> et gl < IS faal 111l Y Jol.
n=0 n=0 n=0

11
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3.2 Critere spécial des séries alternées

Théoréme 20 (Critére spécial des séries alternées)

Soit (ay) une suite réelle décroissante, positive et qui tend vers 0. Alors :
o la série Z(fl)”an converge ;

e sa somme est du signe de son premier terme et lui est inférieur en valeur absolue ;

+o00
e pour tout n € N, le reste R,, = Z (—1)kak est du signe de son premier terme et lui est

k=n-+1
inférieur en valeur absolue, soit :

“+o0
Signe(Rn) = (_1)n+1 et Z (_1)kak < Ap+1-
k=n+41
Exercice 10. Etudier la nature de Z u, lorsque :
_1)n—1 In(n
(l)un:LoﬁaeRetnzl; (2) up = (-1)" 7(z>
nOt

3.3 Utilisation d’un développement asymptotique

La connaissance des séries de référence permet d’obtenir la nature d’un bon nombre de séries g Uy, en dévelop-
pant leur terme général u,, et en analysant leurs termes successifs.

_1 n
Exercice 11. Déterminer la nature de la série Z #

SVt (=

,@f Danger.

=<

Rappelons que :

si up, ~ vy et (uy) et (v,) sont de signes constants, alors les séries E u, et E v, sont de méme
nature.

Attention, ce n’est plus vrai sans I’hypothése de signes constants comme le montre 1’exemple
précédent. En effet :
()" (D"

Uy, = ~ )
v+ (=D Vi
" (=" s . . .
Et pourtant, les séries g Uy, et E NG sont de natures différentes : on vient de voir que g uy, diverge,
n

alors que Z (?/lﬁ)n

converge par le critere spécial des séries alternées.

12
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4 Plan d’étude d’une série numérique

Pour étudier la nature d’une série g uy, & valeurs réelles ou complexes, on vérifie, dans 1'ordre :
e si u, tend vers 0. Si ce n’est pas le cas, elle diverge grossiérement et I’étude s’arréte ici ;
o sielle est a termes positifs, ou de signe constant a partir d’un certain rang :

— on peut appliquer les théorémes de comparaison/domination/équivalence avec/par des séries de
références (géométrique, Riemann, exponentielle) ou des intégrales ;
— on peut utiliser le critéere de d’Alembert si le terme général fait apparaitre des produits, des puissances
ou factorielles.
o si elle est de signe quelconque :

— on étudie la convergence absolue de la série ;
— si la situation s’y préte, on applique le critere des séries alternées ;

— on peut faire un développement asymptotique de son terme général u,,.

r Liens utiles. )
CJ Cap sur Uhypothése de Riemann, Voyages au pays des maths, ARTE.
CJ L ’hypothése de Riemann, Deux (deux ?) minutes pour.. ., El Jj.
CJ Une tour de cartes qui penche a Uinfini, Les cing minutes Lebesgue, Samuel Tapie et Joe Viola.
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https://youtu.be/02rHA_Ay13M?si=6zBdUtUXvo618loM
https://youtu.be/dNpdMYB8pZs?si=A3le1eRHrBQDc4KV
https://youtu.be/sX3mo0MmgFo?si=JDHBY-wjwEbb6gGw
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