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1 Matrice d’une application linéaire dans des bases

Dans tout le chapitre, E et F' désigneront des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps K.

1.1 Matrice d’une famille de vecteurs dans une base
Définition.
Soit # = (e1,...,e,) une base de E.

e Soit u € E, et (mq,...,my) les coordonnées de u dans la base %, c’est-a-dire I'unique n-uplet de
scalaires tel que :
U=M1 €1+ +My-eEn.

On appelle matrice des coordonnées de u dans la base % la matrice colonne de ., 1(K), notée Mg (u),
de ces coefficients dans la base £ :

u
mi\ €1
Mg(u) = | :
mn e'n.
o Soit F = (uq,...,up) € EP, une famille de vecteurs de E.
On appelle matrice de la famille (u1,...,up) dans la base A, et on note Mg (F) = Mg(u1, ..., up),

la matrice de ., ,(K) dont la j-éme colonne est Mg(u;) :

ul “ e uj “ .. up
ml,l e ml,j - ml,p el
( 5\) m271 PR m27j “ e m27p 62 . n 1 '
Mg (F) = . ) ) . olu; = E m; ; - e; pour tout 1 < j < p.
: : i=1
mn’l . mn’j - mn’p en

Exemples.
o Si B =(ey,...,e,) est une base de E, Mg(B) = I,.

e Pour E =R3, % sa base canonique, et u; = (1,2,3), uz = (2,0,1) € E, on obtient :

u;p U

12\ (1,0,0)
M@(ul,UQ) = 2 0 (0,1,0).

3 1)/ (0,01)

Exercice 1. Soit Z = ((0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)) et w = (2,0,4). Déterminer Mg(u).

— Propriété 1
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et 2 = (eq, ..., e,) une base de E. L’application :

E M (K

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.
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1.2 Matrice d’une application linéaire dans des bases

Définition.

] Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies p et n, Z = (e1,...,¢,) une base de E, ¢ =
(f1,-..,fn) une base de F et f € L (E,F).

On appelle matrice de f dans les bases # et €, notée Mg «(f), la matrice (a; ;) 1<i<p € Mn p(R) oll pour

1<j<n
tout j € [1,n], la j-éme colonne contient les coordonnées de f(e;) dans la base ¢ :

fler) .. fleg) o flep)

aii ce ai,j ce a1,p f1
CL271 e ag,j .o a27p fg . n
Mg (f) = : : : . ou f(ej)zzai,jfi-
. . . . i=1
Api  -or Gng .- Gnp ) fn

Remarques.

o dim(E) = nombre de colonnes de la matrice, dim(F') = nombre de lignes de la matrice.
o Par définition, Mg «(f) = Mx(f(e1),. .., f(en)).

R3 — R?
}_>

dans les b i de R3 et
2,7, 2) (¢ +2y — 2,y — 32) ans les bases canoniques de e

Exercice 2. Ecrire la matrice de f : { (
de R2.

Cas d’un endomorphisme. Lorsque F = F', on prend en général la méme base % au départ et a l'arrivée,
et pour tout f € Z(FE), on note plus simplement Mg(f) = Mg %(f) la matrice de f dans la base A.

Exemple. Pour toute base & de E, Mg(idg) = I,.

Exercice 3. Ecrire la matrice de 'endomorphisme ¢ : { RQJEX] : (X2 _ﬂf)zj[jl(]_ oX P

o dans la base canonique ¢ = (1, X, X?) de Ry[X] ;
o dans la base Z = ((X +1)%, X% — 1,(X — 1)?) de Ry[X].

& Mise en garde.

Si on change les bases, on change la matrice de ’application linéaire.

Cas d’une forme linéaire. Soit ¢ € .Z(F,K) une forme linéaire, # = (ey, ..., e,) une base de E. On prend
usuellement (1) pour base de K. En notant a; = ¢(e;) pour tout j € [1,n], on obtient :
Mg(p)= (a1 -+ an) € M1 n(K).

1.3 Compatibilité avec les opérations

— Propriété 2 (Coordonnées de I'image d’un vecteur)

Supposons F et F' de dimension finie, et considérons % et € des bases respectives de E et F. Soient
feZ(EF)etze E. Notons :

¢ A la matrice de f dans les bases & et € ;
e X la matrice colonne des coordonnées de = dans 4 ;
¢ Y la matrice colonne des coordonnées de y = f(x) dans la base €.

Alors :
Y = AX.
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— Propriété 3

Soient E et F' des espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives % et €.
Pour tous f,g € L(E,F)et A€ K:

MgeN-f+9) =X Mgs(f)+ Mzs(g).

— Corollaire 4

Soient E et F' de dimensions finies n et p, & et € des bases de F et F.

(1) L’application ®z ¢ : { ,,2”(1;, F) : A'/jl"p(??) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
B,€

(2) Z(E,F) est de dimension finie et :

dim(Z(E, F)) = dim(F) x dim(F).

— Propriété 5

Soient E, F' et GG des espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives B, Br et Bq.
Sife ZEF)et ge Z(F,G), alors :

Mg, 2.(90f) =Mz, 2:(9) X Mg, 2.(f).

— Corollaire 6

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, et % une base de F.

L’application ®g s : { 'Z;E) : f/j/;((ﬂg est un isomorphisme d’anneaux.

— Propriété 7

Soient F et F' deux espaces vectoriels de méme dimension n munis respectivement des bases % et
€. Soit f € Z(E,F). Alors :

f est un isomorphisme << Mg ¢ (f) est inversible.

Et dans ce cas : (M,@@”(f))il = Me (f_l)'

— Corollaire 8

Soient F un espace de dimension n, % une base de E. Considérons .# = (uq,...,u,) une famille de
n vecteurs de E. Alors :

F = (u1,...,up) est une base de E <  Mg(.F) est inversible.

Exercice 4. Soient ag,...,a, € K des scalaires deux a deux distincts, & = (Lo,...,L,) la base de K, [X]
formée des polynomes de Lagrange associés a ces scalaires.

1. Ecrire la matrice de .# = (1, X,..., X") dans la base 4.
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2. En déduire que la matrice de Vandermonde :

1 ao ag
1 a a?
1 a, ay

est inversible.

2 Application linéaire canoniquement associée a une matrice

2.1 Définitions
Définition.
Soit A € A, ,(K). On appelle application linéaire canoniquement associée & A Papplication :

) M (K) — 1 (K)
pa - X s A-X

— Propriété 9

Soit A € M, ,(R). Notons Z et € les bases canoniques de 4, 1(K) et .4, 1(K) respectivement.
Alors :
Mg¢(pa) = A

Définition.
Soit A € A, ,(K). Notons ¢4 'application linéaire canoniquement associée a A.

e On appelle noyau de A, et on note Ker(A), le noyau de p4. Ainsi :

Ker(A) = {X € #,1(K) | A- X = 0,1}

e On appelle image de A, en note Im(A), 'image de @ 4. Ainsi :

Im(A) = {A-X, X € M,1(K)} = {Y € Mp1(K) | IX € M,1(K), Y = A- X},

1 2 -1
Exercice 5. Soit A= 3 —1 0 |. Déterminer Ker(A) et Im(A).
4 1 -1

2.2 Rang d’une matrice
Définition.
Soit A € A, ,(K). On appelle rang de A, et on note rg(A), la dimension de Im(A).

— Propriété 10

Soit A € A, ,(R). Notons C1,...,Cy, € A, 1(K) les vecteurs colonnes de A. Alors :
(1) rg(A) < min(n,p) ;

(2) rg(4) =rg(C1,...,Cp) ;

(3) Théoréme du rang : p = dim(Ker(A4)) + rg(A).




MP21 Lycée Roosevelt

Exemples.

o La matrice

1 2 n
1 2 n
1 2 ... n

est de rang 1 : en effet, toutes ses colonnes sont proportionnelles.

o Soient n,p € N*, 0 <r < min(n,p). On définit la matrice J, ., € 4, ,(K) par :

_ Ir Or,p—r
Jr,n,p N <0nr,r Onr,pr> ’

Si on note (eq,...,ey) la base canonique de .4, 1(K), alors rg(Jynp) = rg(€1,...,6,) = 7.

— Propriété 11

Soient x1,...,x, des vecteurs de I, et # une base de F.

Alors rg(z1,...,2p) = r8(Mag(z1,...,2p)).

— Propriété 12

Soit f € Z(E,F), et solent # et € des bases respectives de E et F.
Alors rg(f) = rg(Ma,%(f)).

2.3 Inversibilité d’une matrice

— Propriété 13

Soit A € A, (R). Notons (C1,...,Cy) la famille de ses vecteurs colonne. Alors :

,Ch
A inversible < Ker(A) = {0,1}

& VX e y1(K), (AX =0,1 = X =0,,1)
< Im(A) = A,1(R)

< 1g(d)=n

< (Cy,...,Cp) base de A, 1(K).

— Propriété 14

Soit A € A, (K). Il y a équivalence entre :

(1) A est inversible ;

(2) A est inversible & gauche : il existe B € ., (K) telle que BA = I,, ;
(3) A est inversible & droite : il existe C' € 4, (K) telle que AC = I,,.
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2.4 Calcul pratique du rang

— Propriété 15 (Conservation de I'image et du noyau)
Soient A € M, ,(K), P € GL,(K) et @ € GL,(K). Alors :
e Ker(PA) =Ker(A) ; o Im(AQ) = Im(A).

En particulier :

rg(PA) =1g(A4) = rg(AQ).

— Corollaire 16

(1) Les opérations élémentaires sur les lignes conservent le noyau.
(2) Les opérations élémentaires sur les colonnes conservent I'image.

(3) Les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes conservent le rang.

— Propriété 17

Soit A € A, ,(K).

(1) Si A est une matrice échelonnée par lignes, alors son rang est égal au nombre de ses pivots, soit
encore au nombre de ses lignes non nulles.

(2) Soit 0 <7 < min(n,p). Alors :

rg(A)=r < 3I(P,Q)e€GL,(K) x GL,(K), PAQ = J,  p-

% Méthode. Comment calculer le rang d’une matrice ?

Pour calculer le rang d’une matrice A, on échelonne la matrice par opérations sur les lignes. Le rang
de A est alors le nombre de pivots de la matrice échelonnée obtenue aprés application de algorithme de
Gauss.

Exercice 6. On considere la matrice

11 1 11
1 2 3 1 2
A_42()42
1 21 21

Calculer r = rg(A) et déterminer P, @ inversibles telles que PAQ = Jy 45.
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% Méthode. Comment calculer le rang d’une famille de vecteurs ?

Pour déterminer le rang d’une famille # = (u1, ..., u,) de vecteurs d’un espace vectoriel E de dimension
finie, et pour extraire de .F une base de Vect(F), on procédera ainsi :

(i) on écrit la matrice de F dans une base B de E ;

(ii) on se raméne d une matrice échelonnée par opérations élémentaires sur les lignes :

/
M 5

/
0 ms j,

TJr

(iii) le rang de F est égal da r, le nombre de pivots non nuls dans la matrice échelonnée par lignes ;

() la sous-famille (u;,,...,u;,.), dont les vecteurs correspondent aux colonnes des pivots (inconnues
principales), est libre de cardinal r = rg(.F).

Exercice 7. Calculer le rang de la famille

F=(X?—2X +3,X3+3X —4,2X3 + X? +2X —2,3X% +3X? - X +3)
de R3[X] et déterminer une base de Vect(.F).

— Propriété 18

Soit A € M, ,(K). Alors rg(A) =rg(AT).

— Corollaire 19

Soit A € A, ,(K). Notons Ly, ..., L, € #1 ,(K) les vecteurs lignes de A. Alors :

rg(A) =rg(L1,...,Ly).

En particulier sin =p :

A inversible < (Ly,...,L,) base de .1 ,(K).

Exercice 8. Soient aq, ...,a, € K. Montrer que la matrice de Vandermonde

1 a ... af

1 a ... af
V(a07"'7an) =

1 an ... al

est inversible si, et seulement si, les scalaires ag, ..., a, sont deux a deux distincts.
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2.5 Résolution de systémes linéaires

Considérons un systéme linéaire de n équations a p inconnues écrit sous forme matricielle AX = B avec
Ae My p(K), X € Mp,1(K) inconnue, et B € 4, 1(K) le vecteur colonne des seconds membres. On note
(A| B) la matrice augmentée du systéme, c’est-a-dire la matrice obtenue en ajoutant & la matrice A la matrice
B comme nouvelle et derniere colonne.

Définition.

On appelle rang du systéme linéaire AX = B le rang de la matrice A de ses coefficients.

— Propriété 20 (Ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogene)

L’ensemble des solutions du systéme homogéne AX = 0,, 1 est égal au sous-espace vectoriel Ker(A)
de A, 1(K), de dimension p — rg(A).

— Propriété 21 (Ensemble des solutions d’un systéme linéaire avec second membre)

Soit AX = B un systeme linéaire.
(1) Ce systéme est compatible si, et seulement si, B € Im(A), soit encore rg(A4 | B) = rg(A).
(2) Si B € Im(A), considérons X, une solution du systéme : AXy, = B.

L’ensemble des solutions du systéme linéaire AX = B est le sous-espace affine de ., 1(K)
passant par Xg et dirigé par Ker(A), de dimension p — rg(A).

— Propriété 22

Toute opération élémentaire sur les lignes transforme un systéme linéaire en un systéme linéaire
de méme rang et qui lui est équivalent.

Remarque. Au Chapitre 5. Systémes linéaires., nous avions défini le rang d’un systéme linéaire comme
étant le nombre de pivots apres échelonnement de la matrice par 'algorithme du pivot de Gauss. Nous obtenons
ici que ce rang est unique, et ne dépend pas des opérations élémentaires sur les lignes effectuées pour échelonner
le systéme.

Définition.

Soit AX = B un systéme linéaire carré, c’est-a-dire pour lequel A est une matrice carrée de ., (K).

On dit que le systtme AX = B est de Cramer s’il posséde une unique solution.

— Propriété 23

Soient A € #,,(K) et B € A, 1(K).

Alors AX = B est un systeme de Cramer si, et seulement si, A est inversible. Son unique solution
est alors X = A7 B.
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2.6 Rang et matrices extraites
Définition.

Soit A = (a; j)1<i<n € My p(K).

1<j<p
On appelle matrice extraite de A toute matrice de la forme (a; j)icr avec I C [1,n] et J C [1,p], c’est-a-dire
JEJ

toute matrice obtenue a partir de A par suppression de certaines lignes et certaines colonnes.

Propriété 24

Soient A € 4, ,(K) et B une matrice extraite de A. Alors rg(B) < rg(4).

Exemple. rg est inversible.

S W=
o= O

3
> 3 car la matrice extraite | 0
0

W = DN =
OO W =
S W= N
N = OO

Propriété 25

Soit A € A, ,(K). Le rang de A est la taille maximale d’une matrice inversible extraite de A.

3 Changement de bases

On a associé & f € Z(E, F) sa matrice Mg «(f) dans des bases & et € de E et F respectivement. Mais cette
matrice dépend du choix de Z et €, et il existe donc plusieurs matrices qui représentent la méme application
linéaire. Comment passer de I'une a l'autre, et quelles sont les propriétés partagées par ces matrices ?

3.1 DMatrice de passage
Définition.
Soient £ et %’ deux bases de E.

On appelle matrice de passage de la base B a la base ' la matrice Py g de A, (K) dont les colonnes sont
formées des coordonnées des vecteurs de %’ dans la base 4.

Plus précisément, si on note & = (e1,ea,...,e,), B = (€', eh,...,e. ) et P = (p; i)i<i<n, alors :
) ) ) ) ) 12 %2 ren 3J ’
1<55<n
! ! ! !
el € ... € . ey
P11 P12 --- P1j --- DPin\€1
P21 P22 ... P25 - P2 €2 n .
P, = . . . ou e; = E Dij - € pour tout 1 <75 <n.
i=1
Pn1i Pn2 .-+ Pnj -+ Pnn/ En

Remarque. Par définition, Pg g = Mg (idg) puisque :

id(ey) --- id(e}) -+ id(e;,)
P11 e Py oo P\ €1
. P21 cee P2y e D2 |€E2
Mg #(idg) = . . . )
pn,l e pn,j e Pn,n €n

10
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— Propriété 26
(1) Soient & et A’ deux bases de E. Alors Py g est inversible, d’inverse :
(Pg.a)"' = Py 5.

(2) Soient B, A" et B" des bases de E. Alors Py g+ = Pg g Pz 2.

Exercice 9. Montrer que Z = (—X2+3X +3, X, —X?+3X +4) est une base de Ry[X], et déterminer Pg_ %
et Pz a.., Ol PBean désigne la base canonique de Ro[X].

can

3.2 Formules de changement de base

— Propriété 27

Supposons E de dimension finie, et soient % et %4’ deux bases de E. Soit x € E. Notons :
e X la matrice de z dans la base £ ;
e X' la matrice de z dans la base %’ ;
e P la matrice de passage de % a %4'.

Alors :
X =PX'.

Exercice 10. Décomposer R =1+ 3X — 2X? dans la base & = (— X2 +3X +3, X, - X2+ 3X +4).

Théoréme 28 (de changement de bases)

Soient # et ' deux bases de E, et € et €’ deux bases de F. Soit f € £ (FE). Notons :
o A la matrice de f dans les bases B et € et A’ celle de f dans les bases &’ et €’ ;
¢ P la matrice de passage de B & B’ et Q) la matrice de passage de ¥ a €.

Alors :
A'=Q AP

Théoréme 29 (de changement de bases pour les endomorphismes)

Soient # et %’ deux bases de E. Soit f € Z(F). Notons :
e A la matrice de f dans la base & ;
o A’ la matrice de f dans la base %’ ;
e P la matrice de passage de % a %#'.

Alors :
A= P71AP.

Exercice 11. Soit f ’endomorphisme de Ry[X] défini par f(P) = P+ P’. Déterminer la matrice de f dans la
base canonique %, de Ry[X], puis dans la base £ = (—X2 +3X +3, X, —X? +3X +4).

11
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3.3 Matrices équivalentes

Définition.

On dit que deux matrices A, B € 4, ,(K) sont équivalentes s’il existe (P, Q) € GL,(K) x GL,(K) tel que
B=Q lAP.

— Propriété 30 (Exemples fondamentaux)

Soient A, B € M, ,(K).

(1) Sila matrice B se déduit de A a partir d’opérations élémentaires sur ses lignes et ses colonnes,
alors A et B sont équivalentes.

(2) Les matrices A et B sont équivalentes si, et seulement si, elles représentent la méme application
linéaire dans des bases différentes pour 'espace de départ et d’arrivée.

— Propriété 31

Soit f € Z(E,F). Notons p = dim(E) et n = dim(F).
Sirg(f) =r, alors il existe & et € des bases respectives de E et F' telles que Mg «(f) = Jrnp-

Théoréme 32

1) La relation d’équivalence des matrices est une relation d’équivalence sur .4, ,(K).
D

(2) Deux matrices A et B de .4, ,(K) sont équivalentes si, et seulement si, rg(A) = rg(B).

(3) Il y a exactement min(n,p) + 1 classes d’équivalences pour la relation d’équivalence des matrices
sur Ay, p(K), un systéme de représentants des classes d’équivalences étant donné par les matrices
Jrnp pour 0 <7 < min(n,p).

Remarque. Supposons n = p. Pour reformuler ce dernier résultat de maniere plus « imagée », nous venons
grace & la relation d’équivalence de « ranger » toutes les matrices de ., (K) dans une grande armoire possédant
n + 1 tiroirs numérotés de 0 a n :

o dans le r-éme tiroir (avec r € [0,n]), on y trouve la matrice J,,, ,, ainsi que toutes les matrices de rang r
qui lui sont équivalentes ;

e en particulier, dans le tiroir 0, on y trouve une seule matrice, la matrice nulle, et le tiroir n contient tout
GL, (K), c’est-a-dire toutes les matrices inversibles de ., (K).

3.4 DMatrices semblables
Béﬁnition.

Soient A, B € .#,,(K). On dit que A et B sont semblables sil existe P € GL, (K) telle que B = P~1AP.

Exercice 12. Quelles sont les matrices semblables a I,, 7 a A- I, pour A e K ?

Propriété 33

La relation ainsi définie, appelée relation de similitude, est une relation d’équivalence sur .4, (K).

12
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Remarque. La description des classes d’équivalences pour la relation de similitude est plus difficile que celle
pour les matrices équivalentes, et nous ne donnerons pas cette année de systéeme de représentants de ces classes.
Nous disposons cependant d’invariants de similitude, c’est-a-dire de propriétés préservées par similitude, qui
permettent de distinguer certaines matrices non semblables.

Propriété 34

Si deux matrices sont semblables, alors elles ont méme trace et méme rang.

Exercice 13. Les matrices suivantes sont-elles semblables :

(I)A:G ;>etB:(g ;) (2)A:<(1) Detgz(g g) (3)A=((1) DetB:((l) (1’)

& Mise en garde.

Comme l'illustre l'exercice précédent, la réciproque de cette propriété est fausse : deux matrices ayant
méme rang et méme trace ne sont pas forcément semblables.

Le résultat suivant est la seule condition nécessaire et suffisante que nous donnerons pour montrer que deux
matrices soient semblables.

Propriété 35

Deux matrices sont semblables si, et seulement si, elles représentent le méme endomorphisme dans
des bases distinctes.

21

1 0
1 2) et B = (O 3> sont semblables.

Exercice 14. Montrer que les matrices A = (

3.5 Trace d’'un endomorphisme

Propriété 36

Soit f € Z(F) un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie.

Alors la trace de la matrice de f dans une base & de E est indépendante de la base % considérée.

Définition.

Soit f € Z(FE) un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie.

On appelle trace de f, et on note tr(f), la trace de la matrice de f dans n’importe quelle base de E.

Exercice 15. Soit f ’endomorphisme de Ry[X] défini par f(P) = P + P’. Calculer tr(f).

Propriété 37

(1) L’application tr : Z(E) — K est une forme linéaire sur Z(F).
(2) Pour tout f,g € L(FE), tr(fog) =tr(go f).
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Propriété 38

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, p un projecteur de E. Alors tr(p) = rg(p).

14



	Matrice d'une application linéaire
	Matrice d'une famille de vecteurs
	Matrice d'une application linéaire
	Compatibilité avec les opérations

	Application linéaire canoniquement associée à une matrice
	Définitions
	Rang d'une matrice
	Inversibilité d'une matrice
	Calcul pratique du rang
	Résolution de systèmes linéaires
	Rang et matrices extraites

	Changement de bases
	Matrice de passage
	Formules de changement de base
	Matrices équivalentes
	Matrices semblables
	Trace d'un endomorphisme


