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1 Vocabulaire usuel

1.1 Domaine de définition

Définition.

] Soit X une partie de R.

Une fonction f de X dans R est un objet mathématique associant a tout élément x € X :

e un et un seul élément y = f(x) € R lorsque l'expression f(z) a bien un sens ;
e aucun élément dans le cas contraire.

On appelle domaine de définition de f, et on note ¢, 'ensemble des valeurs de la variable z pour lesquelles
Pexpression f(z) a bien un sens.

On dit que f est définie sur une partie 7 de R si I C Ys.

S Reédaction.

Lors de I’étude d’une fonction f, on commencera par bien préciser le domaine de définition de f (si cela
n’est pas déja fait dans I’énoncé).

Exercice 1. Déterminer le domaine de définition des fonctions f et g définies par :

flx)=vV—a2+bx—6et g(x) = !

cos(2z)

@ Notation.

Si f est définie sur 2, on note alors : I { f : f}i) .

Deux remarques sur cette notation :

e on observera bien la différence subtile entre les deux fleches : la premiere, sans barre verticale,
signifie que f est définie sur & et a valeurs dans R. La seconde fleche, avec une barre verticale,
signifie que f associe le réel f(x) au réel x.

S’il n’y a pas d’ambigiiité sur le domaine de définition, on note parfois simplement f : x — f(x).

o la variable z est une variable muette, et on peut changer son nom & loisir : les notations z — 22,
t — t2 et u — u? désignent la méme fonction.

& Mise en garde.

On veillera & ne pas confondre la fonction f et le nombre f(z). Par exemple si f est la fonction définie
sur R par f(x) = 22, alors on peut dire « f est dérivable », mais pas « f(z) est dérivable », la notion de
dérivabilité n’ayant de sens que pour les fonctions.

Dans le méme esprit, on n’écrira pas « la fonction z — 23

est croissante pour tout x € R », mais
« la fonction x — 2? est croissante sur R », affirmation « la fonction z — x> est croissante » étant

indépendante de la variable = (elle peut en effet aussi bien s’écrire « la fonction ¢ — 3 est croissante »).

Définition.
Soit f une fonction définie sur 2, et soient A et B des parties de R telles que A C 2 C B.

e On appelle restriction de f a A, notée fi4, la fonction définie sur A seulement par la relation
fia(x) = f(x) pour tout x € A.

» On appelle prolongement de f a B toute fonction g définie sur B pour laquelle g4 = f, c’est-a-dire
pour laquelle f(z) = g(z) pour tout = € .
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& Mise en garde.

Par exemple, si f est la fonction définie sur [0,1] par f(z) = =z, alors g
h:xw— x — |z| sont des prolongements de f a R.

Lycée Roosevelt

Toute fonction (qui n’est pas définie sur R) posséde beaucoup de prolongements.

x = x| et

On parle donc toujours d’un prolongement, et non du prolongement.

Deux prolongements de f : x € [0,1] — x.

1.2 Graphe d’une fonction, image, antécédent

Définition.

Définition.

Exemple. Si f est la fonction cosinus, alors f (g) =

1 s
est un antécédent de 5 par f. Mais puisque cos (f§>

& Mise en garde.

par f, ou aucun.

Définition.

Un élément = de & possede toujours une et une seule image par
f- En revanche, un réel y peut posséder plusieurs antécédents

Par exemple pour la fonction f représentée ci-contre, y; n’a pas
d’antécédent par f, yo en possede deux, y3 en a un unique.
On prendra donc bien garde de parler d’un antécédent de y par
f, et non de « I’ » antécédent de y par f.

Si f est une fonction définie sur 2, le graphe de f ou courbe représentative de f est 'ensemble noté € des
points du plan de coordonnées (z,y) ot x € Z et y = f(x).

Soit f : 2 — R une fonction définie sur une partie Z de R.
e Siz appartient & 2, on dit que f(x) est 'image de x par f ;

e Siz e P etyeR sont tels que y = f(x), on dit que x est un antécédent de y par f.

1 1 ™ T
2 de sorte que 3 est 'image de 3 par f, ou encore 3

1 1
> fg est aussi un antécédent de 5 par f.

Soit f : 2 — R une fonction définie sur une partie 2 de R.

Pour toute partie A de 2, on appelle image de A par f, et on note f(A), 'ensemble :

flA)={yeR |z e A y=f(z)} ={f(a), a € A}.

L’'image f(2) de 2 par f est appelée l'image de f, et notée Im(f).

On dit que f est d valeur dans un ensemble B si Im(f) C B, autrement dit si pour tout z € &, f(z) € B.
On peut alors noter f: 2 — B aulieude f: 2 — R.
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Exemples.

o L’image de R, par la fonction exponentielle est Uintervalle [1,+oo[. L’image de R_ par I’exponentielle
est ]0,1]. L’exponentielle est a valeurs dans Ry (ou dans R ), et son image est R*.

o L’image de nZ par la fonction sinus est {0}, 'image de [0, 7] est [0,1]. L’image de la fonction sinus est
[—1,1].

1.3 Opérations sur les fonctions
Définition.
On dit que deux fonctions f et g sont égales, et on note f =g, si :

o elles sont définies sur le méme ensemble Z ;

o elles prennent la méme valeur en tout point de 2 : Ve € 2, f(x)=g(x).

coincident bien sur R, mais ne sont

Ry — R
Exemple. Les fonctions f : { R = R et g: { +

x = |z z = (Vo)
pas égales car n’ont pas le méme ensemble de définition. On a tout de méme fjr, = g.

R —- R

En revanche, si h : { 5 , alors f = h.
T x

Définition.
Soient f et g deux fonctions définies sur le méme ensemble 2.

o La somme de f et g est la fonction notée (f + g) définie pour tout x € 2 par :
(f+9)(@) = fz) + g(z).
e Le produit de f et g est la fonction notée f x g définie pour tout x € & par :

(f x g)(x) = f(z) x g(x).

e Si de plus g ne s’annule pas sur 2, on définit le quotient de f par g, et on note i, la fonction définie
g

(G-t

pour tout € Z par :

Définition.

Soient f une fonction définie sur 2, a valeurs dans A, et g une fonction définie sur A.

On appelle composée de f suivie de g la fonction notée g o f définie pour tout x € & par :

gofx)=g(f(x))

Remarque. On pourra faire le schéma suivant pour nous aider :

f g

7\ T/ A T R
f(x) g(f(x))
gof
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g Danger.

R — R

La composition n’est pas commutative : en général, fog # go f. Par exemple, si f : { v sin(z)

R — R
etg.{ s r4om , alors pour tout x € R :

(g0 f)(@) = g(sin(@)) = sin(z) + 27 # sin(x) = sin(z + 2r) = sin(g()) = (f 0 9)(a).

On veillera donc bien a 'ordre dans lequel on applique les fonctions : la fonction la plus a droite est celle
que 'on applique en premier a la variable.

Propriété 1 (Associativité de la composition)

Soient f: 92 — A, g: A— B et h: B— R trois fonctions.
Alors (hog)o f=ho(go f), qu'on notera simplement ho go f.

1.4 Fonctions monotones
Définition.
Soit f une fonction définie sur un ensemble 2.

o f est croissante sur 9 (resp. strictement croissante sur 2) si pour tous z,y € 2 tels que x < y (resp.

r <y), f(x) < f(y) (resp. f(z) < f(y)).

o [ est décroissante sur 2 (resp. strictement décroissante sur 9) si pour tous x,y € 2 tels que z < y

(resp. = <), f(x) = f(y) (vesp. f(z) > f(y)).

o f est monotone (resp. strictement monotone) sur 2 si f est soit croissante (resp. strictement crois-
sante), soit décroissante (resp. strictement décroissante) sur Z.

,& Danger.

Pour une fonction f définie sur R, laffirmation « Vo € R, f(z) < f(z 4+ 1) » n’est pas équivalente a
« f est croissante ». On pourra s’en convaincre en considérant la fonction f : z — cos(27x) qui n’est pas
croissante sur R, mais satisfait pourtant la premiére assertion.

Remarques.

e Une fonction peut étre ni croissante, ni décroissante. Par exemple, la fonction cosinus n’est ni croissante,
ni décroissante sur R. Mais elle est décroissante sur [0, 7] et croissante sur [, 27].

¢ Une fonction peut étre a la fois croissante et décroissante sur &, mais c’est le cas si, et seulement si, elle
est constante.

1
o La fonction f définie sur R* par f(z) = — est décroissante sur | — oo, 0] et sur ]0, +00[, mais elle n’est pas

décroissante sur R* car par exemple —1 < 1 et f(—1) < f(1).

— Propriété 2

Soient f: 2 — Aet g: A — R deux fonctions monotones sur leurs ensembles de définition. Alors
g o f est aussi monotone, et la regle des signes donne le sens de monotonie :

e croissante si f et g ont méme sens de variation ;
e décroissante si f et g ont des sens de variation opposées.

Si de plus f et g sont strictement monotones, alors g o f est également strictement monotone.
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% Méthode. Sens de variation sans dériver.

Le résultat ci-dessus peut épargner un calcul de dérivée si notre seul but est de déterminer le sens de
variation d’une fonction.

| =1,400] — R
Exercice 2. Déterminer le sens de variation de la fonction f : " s 1
3+ 1

1.5 Majorant, minorant, extremum
Définition.
Soit f une fonction définie sur 2. On dit que f est :

o majorée s'il existe un réel M tel que pour tout = € &, f(x) < M. Un tel réel M, s'il existe, est alors
appelé un majorant de f.

o minorée 8’1l existe un réel m tel que pour tout x € 2, f(x) > m. Un tel réel m, s’il existe, est alors
appelé un minorant de f.

e bornée lorsqu’elle est a la fois majorée et minorée.

Exemples.
M
M
,,,,,,,, m4 —_—— - - = = = =
f majorée non minorée. f minorée non majorée. f bornée. f non majorée, non minorée.

Remarque. f est majorée (resp. minorée, bornée) si, et seulement si, Im(f) est une partie majorée (resp.
minorée, bornée) de R.

— Propriété 3 (Caractérisation d’une fonction bornée)

Une fonction f: 2 — R est bornée si, et seulement si, il existe K € Ry tel que :

Ve e, |f(z) <K

Définition.
Soit f une fonction définie sur Z, et soit a € Z. On dit que f possede :

e un mazimum en asi: Ve € 92, f(x) < f(a).

Le réel f(a) est alors appelé le maximum de f, et on note alors f(a) = max f(x).
TEY

e un minimum en a si: Ve € 2, f(x) > f(a).

Le réel f(a) est alors appelé le minimum de f, et on note alors f(a) = mig f(z).
S

e un extremum en a si f posséde soit un maximum, soit un minimum en a.

Remarque. Si f posséde un maximum en a, alors elle est majorée, et f(a) est un majorant de f.
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4
& Mise en garde.

Une fonction peut trés bien ne pas avoir de maximum ni de mini-
mum. Et quand elle en a un, il peut étre atteint plusieurs fois.

Par exemple, la fonction f représentée ci-contre admet un mini-
mum, atteint en deux points a et b. Elle n’a cependant pas de
maximum.

----de
=

Exemples.

e La fonction exponentielle f : x € R +— e” n’est pas majorée car elle tend vers +00 en +oc0. Elle n’admet
donc pas de maximum sur R. Elle est minorée (par 0), mais n’admet pas de minimum sur R puisque pour
tout a € R, f(a/2) < f(a) par stricte décroissance.

T
e La fonction sin posséde un maximum qui vaut 1, atteint en tous réels de la forme 5 + 2kmw ou k € Z.

1.6 Fonctions paires, impaires, périodiques
Définition.
Soit f une fonction définie sur un ensemble 2 symétrique par rapport a 0 (c’est-a-dire tel que pour tout

x €D, —x € P). Ondit que f est :

o pairesi: Vx e P, f(—x) = f(x); o impairesi: Ve e P, f(—x)=—f(z).

Exemples.

o Les fonctions x +— 2, x + |z| et o > cos(z) sont paires.
. 1 . L . .
o Les fonctions x — —,  — z,  — z° sont impaires, de méme que z — sin(x) et z — tan(x).
x

e Pour n € N, la fonction z — 2™ est de méme parité que n.

Remarque. Si f est impaire et si 0 € 2, alors :
f(0) = f(=0) = = f(0), d’otr f(0) =0.

Ainsi sa courbe € contient toujours le point (0, 0).

Définition.
Soit f une fonction définie sur une partie 2 de R.

o Soit T'€ R%. On dit que f est périodique de période T, ou T-périodique, si :

—VeeD, x+TeDetx—-TeD; —Vz e, f(x+T) = f(z)

o f est dite périodique s’il existe un réel T' > 0 tel que f soit T-périodique.

Exemples.

e Les fonctions sinus et cosinus sont 27-périodiques.
. 2mx L
e Pour tout a > 0, la fonction x +— cos [ — | est a-périodique.
a
o La fonction z — x — |z est 1-périodique. En effet, pour tout z € R, |z + 1] = || + 1, et donc :

fe+)=(@+1)—|z+1l]=c+1—-(lz]+1) =2 — |z] = f(z).

Remarque. Si f: 2 — R est T-périodique, alors pour tout © € Z et k € Z, f(xz + kT) = f(x). Ainsi pour
tout k € N*, f est aussi (kT')-périodique.
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2 Fonctions continues, fonctions dérivables

2.1 Limites de fonctions
La définition précise de limites et de la continuité fera ’objet d’un chapitre ultérieur, nous nous contentons donc

de l'intuition de limite, et des propriétés déja connues.

— Propriété 4 (Opérations sur les limites)

Soient f et g des fonctions définies sur un intervalle I. Soient £,/ € R et a un élément ou une borne

de I (éventuellement +00).

_@_

+ Somme.
Si liin flx) = L L L +o00 | —o0 | +00
Si lim g(z) = v 400 | —00 | 00 | —00 | —00
r—a
Alors liin (f+9)(z)=|L+0 | 400 | —00 | 400 | —o0 | F.L
xT a
o Produit.
Si lim f(z) = 14 £>01£4>0|£<0|£<0]| 400|400 | =00 | O
r—a
Si liLn g(z) = 0 400 | —00 | 400 | —o0 | 400 | —00 | —00 | +oo
Alors lim (f x g)(z) = | £x ¥ | 400 | —00 | —00 | 400 | 400 | —00 | 400 | F.L
r—a
e Quotient. Si ¢/ #£0:
Si li_r>n f(z) = L 1 +00 —00 +00 —00 | 400 ou — o0
xT a
Siligng(x): U | 4ooou —o0 | />0 >0]¢<0|¢<0| +c0ou —o0
¢
Alors lim <f> ()= | = 0 +o0 —00 —00 +00 F.IL
r—a g ,€/

Et dans le cas ot ¢ est nul :

Sili_r}nf(x): £>0|£0>0]£4<0|£<0
Si ligl g(x) = 0" 0~ [ 0~
alors i a pour limite | +o0 —00 -0 +o0o | F.I.

Si on obtient aucune forme indéterminée
00

oo — o0, 0 X o, 0 "

00 0

on peut calculer directement la limite de la fonction & I’aide des opérations sur les limites.

Sinon, on transforme P'expression algébrique donnée (en développant, en factorisant, en multipliant par la

quantité conjuguée, ... ) pour lever I'indétermination.
1
e —
Exercice 3. Déterminer lim L et lim &z .
T—r+00 — T—r+00 1
W J4— =
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— Propriété 5 (Limite d’une fonction composée)

Soient a,b,c € RU {£o0} et f, g deux fonctions telles que lim f(z) =b et lirr}) glz) =c.
T—a T—>

Alors, sous réserve d’existence, la fonction composée g o f vérifie :

lim go f(z) =c.

r—a

Remarque. Cette derniére propriété justifie la recherche d’une limite par changement de variable : on ne
s’intéresse plus & la limite de g o f(x) quand  — a, mais de g(X) quand X — b.

2
Exercice 4. Déterminer lim IH(‘TQ)JF—QIH(@
e=0t  In%(z) + 1

Propriété 6

Soient f : I — R et a un élément ou une borne de l'intervalle I tels que lim f(xz) =b € RU {£oo}.
T—ra

Pour toute suite (u,) d’éléments de I satisfaisant lim wu, =a, lim f(u,)=>
n—-+oo n—-+oo

Exercice 5. Montrer que la fonction cosinus n’admet pas de limite en +oo.

2.2 Continuité
Définition.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que :

o f est continue en un point a € I si lim f(z) = f(a) ;
T—ra

o f est continue sur un intervalle I si elle est continue en tout point de I.

Exercice 6. Justifier que la fonction partie entiére f : x € R — |z| est discontinue en tout k € Z.

Interprétation graphique. Une fonction f est continue sur un intervalle I si elle est définie sur cet intervalle
et si sa courbe représentative se trace d’un « trait continu », sans lever le crayon.

On constate bien par exemple que la fonction partie entiére est discontinue en tout k& € Z en observant sa courbe
représentative :

2 1 —
1+ —(
—2 -1 1 2 3
PR
—( —2 1

Courbe représentative de la fonction partie entiére.
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— Propriété 7 (Prolongement par continuité)

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme |a,b] (ou ]a, b|, ou Ja, +00[).

On dit que f est prolongeable par continuité en a si f admet une limite finie £ en a.
On appelle alors prolongement par continuité de f en a la fonction f définie sur [a,b] (ou [a, b, ou

[a, +00[) par
- Y4 six=a
J(@) = {f(x) sinon

La fonction ainsi prolongée est alors nécessairement continue en a.

;%_ Danger.

On ne parlera de prolongement par continuité qu’en un réel, pas en +oo. En effet, —oo et +oo n’étant
pas des réels, il n’est pas question d’écrire f(400) ou f(—00).

Exemple. La fonction sinus cardinal.
sin(x
Soit f la fonction définie sur RY par f(z) = ( ) f est continue sur R} comme quotient de fonctions

continues dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus :

sin(x) — sin(0) e B
po— favalt (0) = cos(0) = 1.

fz) =

Donc f est prolongeable par continuité en une fonction f continue sur R (appelée fonction sinus cardinal) en

posant :
= 1 siz=0
f(il?) = {sin(m) . .
. S1mon

Cy i
Mﬂ 7?\/%

Courbe représentative de f et de son prolongement par continuité f en .

2.3 Rappels sur la dérivée

Définition.
B Soit a € I. On appelle taur d’accroissement de f en a la fonction
I\{a} — R
To(f) : z) — f(a
I BN (0

On dit que f est dérivable en a si 7,(f) admet une limite finie quand = tend vers a. Dans ce cas, la limite
est appelée nombre dérivé de f en a et est noté f'(a). Ainsi, sous réserve d’existence :

f/(a) = lim f(I) — f(a)

Si f est dérivable en tout point de I, on dit que f est dérivable sur I, et on appelle fonction dérivée de f la
fonction f':z — f'(x).

10
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Interprétation géométrique. Fixons a € I et considérons m € I, m # a. On note A(a, f(a)) et M(m, f(m))
un point distinct de A appartenant a la courbe représentative de f.

Rappelons que la droite (ou corde) (AM) a pour équation cartésienne :

_ f(m) — f(a)
y=T" R 00 4 ).
Par définition, f est dérivable en a si, et seulement si, le coefficient directeur de la corde (AM) admet une limite
finie quand m tend vers a.

M
M

A A | A

/a m //a m /a

Dans ce cas, la position limite de la droite (AM) lorsque M tend vers A est la tangente & €5 au point A. Son
coefficient directeur est donc f/(a), et son équation cartésienne est :

ly = f(a)(z—a) + f(a).]

Exercice 7. Justifier que la fonction valeur absolue f : x +— |x| n’est pas dérivable en 0.

Remarque. La courbe représentative de la fonction valeur absolue présente en 0 un point anguleux, et donc
n’y admet pas de tangente.

-3 -2 -1 1 2 3

Courbe représentative de la fonction valeur absolue.

Propriété 8 (La dérivabilité implique la continuité)

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

11
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,g‘ Danger.

La réciproque est fausse : une fonction peut étre continue en un point et non dérivable en ce point.
Par exemple, la fonction valeur absolue est continue en 0 et non dérivable en 0.

2.4 Dérivées et opérations

— Propriété 9 (Opérations sur les fonctions dérivables)

Soient f, g deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle I, A\, u € R.

o La combinaison linéaire \f 4 pg est encore dérivable sur I, et pour tout = € I :
(Af +ng)'(x) = Af'(z) + pg' (2).
e Le produit f x g est encore dérivable sur I, et pour tout =z € I :

(f xg9)'(z) = f'(z)g(x) + f(x)g (z).

1
e Si g ne s’annule pas sur I, le quotient — est dérivable sur I, et pour tout = € I :
g

() o=

e Si g ne s’annule pas sur I, le quotient i est dérivable sur I et pour tout z € I :
g

N @) — f@) @
(g) @="""Gor

— Propriété 10 (Composée de fonctions dérivables)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I a valeurs dans un intervalle J, et soit g une fonction
dérivable sur J. Alors la fonction g o f est dérivable sur I, et pour tout = € I :

(gof)(x) = f'(z) xg' (f(2)).

— Corollaire 11

Soit © une fonction dérivable sur I.

e Pour tout n € N, la fonction u™ est dérivable sur I, et pour tout z € I :

(u™) (z) = nu' (x)u(z)" .

Ceci est encore valable si n < 0 a condition que u ne s’annule pas sur I.

« La fonction e* est dérivable sur I, et (e*)(z) = u'(z)e"®).

o Si u ne s’annule pas sur I, In(|u|) est dérivable, et pour tout « € I, (In(|u|))’(x)

1
Exercice 8. Montrer que la fonction f : x — ————— est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
(In(z2 + 2))*
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2.5 Dérivée et monotonie

— Propriété 12

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

f est croissante (resp. décroissante) sur I si, et seulement si, pour tout z € I, f'(z) > 0 (resp.

f'(x) <0).

& Mise en garde.

Il est indispensable que I soit un intervalle.

1 1
Par exemple, la fonction f : z — — est dérivable sur R*, et pour tout z € R*, f'(x) = -— <0
T x

Pourtant, f n’est pas décroissante sur R*. Le probleme vient évidemment du fait que R* n’est pas un
intervalle. En revanche, R% et R* sont des intervalles sur lesquels f est décroissante puisque sa dérivée y
est négative.

— Corollaire 13

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Alors f est constante sur I si, et seulement si, pour
tout z € I, f'(z) = 0.

— Propriété 14

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Si f’ est positive (respectivement négative) sur [
et ne s’annule qu'un nombre fini de fois sur I, alors f est strictement croissante (resp. strictement
décroissante) sur 1.

Remarque. En particulier, si f/ est strictement positive (resp. strictement négative) sur I, alors f est
strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur I.

Exemple. Soit f : x — 23. Alors f est dérivable sur R et f’(z) = 322 pour tout x € R. Donc f’ est positive
sur R, et ne s’annule qu’en 0. Donc f est strictement croissante sur R.

Exercice 9. Montrer que la fonction g :  — = + cos(z) est strictement croissante sur R.

2.6 Dérivées d’ordre supérieur

Définition.

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I. On définit récursivement les dérivées successives de
f par:

o fO = ¢ o pour tout n € N, si f(") est dérivable sur I, f(*+1) = (f("))’.

Si pour n € N, la fonction f(™ existe, on dit que f est n fois dérivable sur I, et on appelle (™ la dérivée
n-iéme de f sur I.

Définition.

Soient f : I — R une fonction définie sur un intervalle I et n € N. On dit que :
o fest de classe €™ sur I si f est n fois dérivable sur I, et f(") est continue sur I.
o fest de classe € sur I si f est €% sur I pour tout k € N.

On note €"(I,R) (resp. €°°(I,R)) 'ensemble des fonctions de I dans R de classe €™ (resp. €°).
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Remarques.

e €°(I,R), quon pourra noter plus simplement % (I,R), est I'ensemble des fonctions continues sur I,
€*(I,R) est I'ensemble des fonctions dérivables sur I et dont la dérivée est continue sur I, € (I,R)
est I’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur 1.

e Les théoremes opératoires sur les fonctions dérivables s’étendent au cas des fonctions k fois dérivables ou
indéfiniment dérivables.

« On dispose de la suite d’inclusions :  ¢*°(I,R) C --- C €"(I,R) C --- C €*(I,R) C €°(I,R).

1
Exercice 10. Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = —.
x
n!
Montrer que f est indéfiniment dérivable, et que pour tout n € N et pour tout = € R, (") (z) = (=1)" r—l
x

3 Tracé du graphe d’une fonction

Dans cette partie, on considére une fonction f : 2 — R et on note &y la courbe représentative de f dans un
- =

repere orthonormé (O, i, j ) du plan.

3.1 Transformations affines du graphe d’une fonction

— Propriété 15
Soient a,b € R et A > 0.

e Symétries :
Le graphe de la fonction z — — f(x)

s’obtient & partir de celui de f par une
symétrie par rapport a (Ox).

Le graphe de la fonction z — f(—x)
s’obtient & partir de celui de f par une
symeétrie par rapport & (Oy).

« Translations :

Le graphe de la fonction z — f(z) +b
s’obtient a partir de celui de f par une
translation de vecteur b j .

Le graphe de la fonction z — f(z + a)
s’obtient a partir de celui ge f par une

translation de vecteur —a 7 . 1

¢ Dilatations : 7 /\ 7 /kx/'[,m
Le graphe de la fonction z +— \f(x) \/ ol 7 \/ \_/ ol 7 \_/
s’obtient a partir de celui de f par une ol —

dilatation verticale de rapport A. o v

Le graphe de la fonction « — f(A\x)
s’obtient a partir de celui de f par une

1
dilatation horizontale de rapport Y m '\ / ’Y /\

14
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— Corollaire 16

_>
e Si f est T-périodique, €y est invariant par translation de vecteur 1" ¢ .
o Si f est paire, €} est symétrique par rapport a 'axe (Oy).

o Si f est impaire, € est symétrique par rapport a l’origine.

3.2 Réduction du domaine d’étude

() Méthode. Réduction du domaine d’étude.

Lycée Roosevelt

Avant d’étudier une fonction f : 2 — R, on essaie de réduire autant que faire se peut le domaine sur
lequel on ’étudie, en se ramenant d un intervalle plus petit puis en utilisant les éventuelles symétries que

peut présenter €.

o Si f est paire ou impaire, on restreint son étude au domaine 2 N [0, +oo[, et on compléte la courbe

par une symétrie (axiale ou centrale).

e Si f est T-périodique, on restreint son étude d un intervalle de longueur T, et on compléte la courbe

par translation de vecteur T © .

Exercice 11. Déterminer le domaine d’étude de la fonction f : z —

3.3 Asymptotes

Définition.

T—+00

Remarques.

o Une asymptote & € au voisinage de oo est une droite qui « ressemble au voisinage de I'infini » & €.

cos?(z) +1°

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]ec, +o00[ (resp. | — oo, ¢[).

La droite D d’équation y = ax + b est asymptote ¢ € au voisinage de +o0o (resp. —oo) si :
lim f(z)—(ax+b)=0 (resp. lim f(z)— (ax+0b)=0).
r—r—00

Si a =0, on dit que D est une asymptote horizontale d €y, sinon on parlera d’asymptote oblique.

Si lim f(x) = %00, on dit que la droite = ¢ est une asymptote verticale d €.
xr—rc

e La fonction f possede la droite horizontale d’équation y = b comme asymptote en +oo si, et seulement si,

lim f(x)=0.

T—r+00

Exemple. Soit f la fonction définie par :

R* — R
-

2
r 3:5—2—!——2
T

La droite D d’équation y = 3z —2 est asymptote & €y au voisinage
de 400 car :

lim f(z)— (Bx—2)= lim i:0.

T—+oo r—+oo ,132

D’autre part, puisque lim f(z) = 400 = lim f(z), sa courbe
z—0t z—0~

¢y admet une asymptote verticale en 0.
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— Propriété 17

La droite d’équation y = ax + b est asymptote a € au voisinage de £oo si, et seulement si :

lim M—

r—+oo g

lim (f(z) —azx)="0

z—+oo

Remarque. Par unicité de la limite, les formules ci-dessus prouvent qu’une asymptote, si elle existe, est unique.

Exercice 12. Déterminer les asymptotes éventuelles aux courbes des fonctions suivantes :

11,400 — R . . ] 10,400 = R
o f: 3zt =53 +3 g: x — 2z+In(z) -
T o
x3—1

4 Introduction a la notion de bijection

4.1 Définition, premieéres propriétés
Définition.
Soient I et J deux parties de R, et f: 1 — J.

On dit que f réalise une bijection de I sur J si tout élément de J admet un unique antécédent par f.
Autrement dit, pour tout y € J, il existe un unique x € I tel que y = f(x).

On appelle alors bijection réciproque la fonction notée f~! définie par :

f,l . J — I
"1 v +~— f(y) ='unique antécédant de y par f

e (voqe o (S

zel yedJ

Interprétation graphique. f est une bijection de I sur J si, et seulement si, toute droite horizontale
d’ordonnée dans J rencontre une et une seule fois €.

Deuz bijections de [a,b] sur [c,d].

R — R
x +— ar+b
Montrer que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque.

Exercice 13. Soit f : une fonction affine avec a # 0.
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|—1,400] — ]—o00,1]
Exercice 14. Soit ¢ la fonction définie par g : x—1

x
z+1
Montrer que g est une bijection et déterminer sa bijection réciproque.

Définition.
Soit I une partie de R. On appelle fonction identité sur I, et on note id;, la fonction définie sur I par

I — 1
r = x

id]l

Autrement dit, pour tout = € I, id;(z) = «.

— Propriété 18

Soit f : I — J une bijection.
e flof=idret fof~t=idy.

o f~! réalise une bijection de J sur I, et (f_l)_1 = f.

Remarque. Si f: I — J est une bijection, et si a,b € I, on a I’équivalence :

a=b = fla)= ().

L’implication directe est toujours vraie, que f soit bijective ou non. Pour la réciproque, si f est bijective et si

f(a) = f(b), on obtient en appliquant f~! aux deux membres de I'égalité :
f7H(f(a) = f7H(f(b)), soit a =b.
Ce résultat est particulierement utile lorsqu’on résout une équation en procédant par équivalence.

— Propriété 19

Soit f : I — J une bijection.
e Si f est monotone, alors elle est strictement monotone.

« Si f est monotone, alors f~! est également monotone, de méme monotonie que f.

4.2 Graphe de la bijection réciproque
— Propriété 20

Si f est une bijection de I sur J, alors le graphe de f~! est obtenu & partir de celui de f via la

symétrie par rapport & la droite d’équation y = = (cette droite est généralement appelée la premiére
bissectrice).

Exemple. Les courbes représentatives de

]— 1,400 — ]—00,1]
g: z—1
xT —
r+1
et de
) ]—o00,1] — ]—1,400]
1. 1
1-y

sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice du plan.
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G
4 y==
2
,’/ %q
—6 —4 2 4 6

Courbes représentatives de g et de g 1.

4.3 Le théoreme de la bijection, alias le TVI strictement monotone

Théoréme 21 (de la bijection)

Soit f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I de R. Alors :
e J = f(I) est un intervalle, et f réalise une bijection de I sur J = f(I) ;

« son application réciproque f~! est elle-méme continue sur .J, strictement monotone et de
méme sens de variation que f.

— Corollaire 22

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Pour tout
c e J = f(I), Péquation f(x) = c posséde une unique solution.

% Méthode. Comment montrer qu’une fonction est bijective 7

Soit f une fonction définie sur un intervalle I & valeurs dans un intervalle J. Pour montrer que f réalise
une bijection de I sur J, on pourra utiliser l'une des méthodes suivantes.

e Méthode 1 : par le théoréme de la bijection.
On montre que [ est continue et strictement monotone sur I et que J = f(I). Par le théoréme
de la bijection, f réalise une bijection de lintervalle I sur J.

Cette méthode ne donne cependant pas lexpression de la bijection réciproque f~1 de f.

e Méthode 2 : par résolution de I’équation y = f(z).

On montre que pour tout y € J, ’équation y = f(x) d’inconnue x € I posséde une unique solution
qui est x = f~1(y).

Cette méthode n'aboutit pas toujours (il n’est pas toujours possible d’expliciter une solution de
Uéquation y = f(x)). Mais si c’est le cas, elle fournit lexpression de f~1.

Ry —
x —
lintervalle f(R;) = Ry. Par le théoréme de la bijection, f réalise une bijection de R sur Ry.

. R . . . \
Exemple. La fonction f : 2 est continue et strictement croissante sur R, a valeurs dans

On appelle sa bijection réciproque la fonction racine carrée, notée f~1 : z € Ry — /z. Toujours par le
théoréme de la bijection, f~! est continue et strictement croissante sur R
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-3 -2 -1 1 2 3
Courbes représentatives des fonctions carrée et racine carrée,
symétriques par rapport a la droite y = x.

Exercice 15. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 2® + x + 1. Démontrer que f réalise une bijection de
lintervalle I = [—1,0] sur un intervalle J & déterminer. En déduire que I’équation f(z) = 0 admet une unique
solution dans l'intervalle [—1,0].

4.4 Dérivabilité de la bijection réciproque

— Propriété 23 (Dérivée de 'application réciproque d’une bijection)

Soit f une fonction bijective de I sur J, et soit (x,y) € I x J tel que y = f(z).

La bijection réciproque f~! de f est dérivable en y si, et seulement si, f est dérivable en = et
f'(x) # 0. Dans ce cas :

Si f est dérivable sur I et si f’ ne s’annule pas sur I, alors f~! est dérivable sur .J.

Remarque. On peut remplacer dans la propriété ci-dessus « dérivable » par « k fois dérivable » pour tout
k € N ou par « indéfiniment dérivable ».

R+ — RJ’_

r o~ a?
f'(z) # 0 si, et seulement si, x # 0. Par le théoréme de dérivabilité de la fonction réciproque, la fonction racine
carrée f~1 est dérivable sur Ry \ {f(0)} = R%, et pour y € R :

Exemple. La fonction f : est dérivable (car polynomiale) et pour € Ry, f/(z) = 22. Ainsi,
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