MP2I

Semaine 11

Lycée Roosevelt

Colle 1.

Question de cours. Propriétés de 1'union, de
I'intersection et du complémentaire.

Preuve. Densité de D, Q et R\ Q dans R.

Exercice 1

Soit A, B et C trois parties d’'un ensemble E telles que
A\ B=_C.

Montrer que AUB = BUC.

Exercice 2
On consideére les applications suivantes :

Iy R*> - R J R — R?
1 (zy) — 224y z = (x,—x)

1. f est-elle injective 7 g est-elle surjective ?

2. Déterminer f og. Que peut-on en déduire ?

Exercice 3
On définit une relation binaire & sur 'ensemble E = R
en posant

xRy < k1) N kx=ly.
1. Montrer que Z# définit une relation d’équivalence.

2. Décrire la classe d’équivalence d’un réel x.

Exercice 4
Soit f : [0,1] — [0, 1] croissante. On considére ’ensemble

E={zel0,1]]f(x) > x}.

Montrer que E posseéde une borne supérieure b, puis que

F(b) = b.

Colle 2.

Question de cours. Définitions et caractérisations des
applications injectives/surjectives/bijectives.

Preuve. Composition et injectivité/surjectivité.
Exercice 5

Soit E un ensemble et A, B, C' trois parties de E. Démon-
trer I’équivalence suivante :

(AUB=ANC)«<= (BCA et ACO).

Exercice 6
Soient trois applications :

f:E—>F g:F—-Geth:G—FE

Montrer que si, parmi les trois applications hogo f, go foh
et f oho g, deux sont injectives (resp. surjectives) et une
surjective (resp. injective), alors f, g, h sont bijectives.

Colle 3.

Question de cours. Définition d’une relation
d’équivalence et d’une relation d’ordre.

Preuve. Seconde caractérisation d’une application bijec-
tive.

Exercice 9
Soient F un ensemble et A et B deux éléments de P(E).

1. Montrer que A C B si et seulement si AN B = A.
2. Montrer que A C B si et seulement si AU B = B.

3. Montrer que AUB = AN B si et seulement si A = B.

Exercice 7

Soit E' un ensemble ordonné.

Démontrer que toute partie de F admet un élément max-
imal si et seulement si toute suite croissante de E est sta-
tionnaire.

Exercice 8
Déterminer les ensembles

= {—1,H,J= N ]—;HK: U on+1].

neN* neN* neN*

Exercice 10
On considére les applications f, g : R? — R3 définies par

f(xayvz):(x+yazvy_z)a
9(z,y,2) = (x —y — 2,y + 2,9).

Montrer que f est bijective et que f~! = g.

Exercice 11
On définit sur R la relation 2.2y si et seulement si 22 —y? =

T —y.
1. Montrer que & est une relation d’équivalence.

2. Calculer la classe d’équivalence d’un élément x de R.

Exercice 12
Montrer que tout intervalle non vide |z, y[ contient un ra-

tionnel de la forme 2% avec p € Z et n € N.




