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Semaine 18

Lycée Roosevelt

Colle 1.

Question de cours. Caractérisation d’un sous-groupe.

Preuve. Caractérisation de l'injecivité a ’aide du noyau.

Exercice 1
Déterminer des équivalents simples puis la limite quand n
tend vers l'infini des termes suivants :

(1) In(n) 4+ 2n — 1 (2) In(2 — e~ 1/7%)

Exercice 2
Soit (G, %) un groupe admettant un élément neutre e et tel
que Va € G, a® = e.

Montrer que (G, ) est commutatif.

1. Montrer que, pour tout k € N, i

~ T, .
n—4oo k!

Exercice 3 k
(i) i

n
2. En déduire, pour tout kK € N, lim (—kk)

n—+oo N

Umn - Um X Un

z = (2" 2™)

Exercice 4
Soient m,n € N* et f: {

1. Montrer que f est un morphisme de groupes.
2. Déterminer un entier k tel que Ker(f) = Uy.

3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante
pour que f soit un isomorphisme.

Colle 2.

Question de cours. Equivalents classiques au voisinage
de 0.

Preuve.
groupe.

L’intersection de sous-groupes est un sous-

Exercice 5
Déterminer des équivalents simples puis la limite quand n
tend vers l'infini des termes suivants :

1
In(1+2)

(1) In(2n® + 1) 2)

cos(f) —sin(6)

sin(0)  cos(#)

Exercice
Soit Ry =

)etG:{RgeeR}.

1. Montrer que (G, x) est un groupe. Préciser son élé-
ment neutre.

2. Montrer que R est un morphisme de (R,+) dans
(G, x). Est-ce un isomorphisme ?

Exercice 7

Soient a,b, A € R tels que 0 < a < b, soit f une fonc-
tion continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[ telle que
fla) = f(b) =0.

En considérant la fonction g(x) = f(x)z>, montrer que
Je €la, b, f'(c) = —)\@.

Exercice 8
Soit (A, +,x) un anneau commutatif, intéegre et fini.
A —- A

P side : .
our tout a # 0, on consideére f, { . s ax

1. Montrer que f, est une application bijective.

2. En déduire que A est un corps.

Colle 3.

Question de cours. Définition d’un groupe.

Preuve. Egalité des accroissements finis + f croissante
ssi f positive.

Exercice 9
Déterminer des équivalents simples puis la limite quand n
tend vers l'infini des termes suivants :

() vVn+il+vn—1 (2) n(¥2-1)

Exercice 10
Soit (G, *) un groupe. Montrer que

Z(G)={ceG|YgeqG, gxc=cxg}

est un sous-groupe commutatif de G.

Exercice 11
Soit (vy,) une suite vérifiant :

Yn > 2, nln(n) <v, <2nln(n).

Donner un équivalent simple de In(v,,) au voisinage de +oo.

Exercice 12
On considere l'ensemble Z[j] = {a + bj | a,b € Z}.

1. Montrer que Z[j] est un anneau.

2. Montrer que a + bj est inversible si et seulement si
a? —ab+ b2 =1.

3. Montrer que si a+bj est inversible, alors 4 —3b% > 0.

4. En déduire les inversibles de Z[j].




