MP2I

Semaine 23

Lycée Roosevelt

Colle 1.

Question de cours. Familles libres/génératrices.

Preuve. Formule de Grassmann.

Exercice 1
On considere

F {(1‘7y,2)€R3|I‘—y—Z:0}
G = {(a+b,a,a+3b),a,beR}.

1. Montrer que F est un sev de R? et déterminer une
base et sa dimension.

2. Méme question pour G.

3. Déterminer F' N G.

Exercice 2
1. Montrer que la fonction f :]1,4+o00[— R définie par
f(z) = In(In(x)) est concave.

2. En déduire I'inégalité suivante :

Vz,y €]1,+o0[, In (x—;y) > +/In(z) In(y).

Exercice 3
1. Calculer pour tout n,m € N I'intégrale

27
/ sin(nx) sin(max)dx.
0

2. Montrer que la famille (z — sin(kz))o<k<n est une
famille libre de € (R, R).

Exercice 4
On considére

F = {P € R3[X] | P(0) = P'(0) = 0}.

1. Montrer que F' est un sev de R3[X] et déterminer
une base de F'.

2. Déterminer un supplémentaire de F' dans R3[X].

Colle 2.

Question de cours. Définition et caractérisation de deux
sev supplémentaires.

Preuve. Inégalité de Jensen.

Exercice 5
Montrer que la famille

(x =z, In(z),z — €°)

est libre dans ¢'(R%, R).

Exercice 6

Soit f une fonction convexe de classe € sur I.

Montrer que f admet un minimum absolu en un point in-
térieur de I si et seulement si la dérivée s’annule en ce
point.

Exercice 7
Soit E = €(]0,1],R). On considére

F o= {feE]f(0)=f(1)=0}
G = {g€ FE|g est affine}.

1. Montrer que F et G sont des sev de F.

2. Montrer que £ = F & G.

Exercice 8
Soit E={M € #(R) | M 'M = *MM}.

10
trer que E n’est pas un espace vectoriel.

1. En considérant A = <O 1> et B= ((1) _01), mon-

2. Déterminer les formes possibles des matrices de F.

3. En déduire que F est la réunion de deux sous-espaces
vectoriels de .#5(R) dont on donnera une base.

Colle 3.

Question de cours. Définition d’une fonction convexe.
Preuve. Caractérisation des sommes directes.

Exercice 9
On considere ’ensemble F' défini par :

F={PeRy[X] | P(1)=0}
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de Ry [X].

2. Montrer que la famille Z = (X — 1, X% — 1) est une
base de F'.

3. On pose P(X) = X2 —2X + 1. Déterminer les coor-
données de P dans la base £.

Exercice 10
1. Soient p,q > 0 tels que % + % = 1. En utilisant la
concavité de In, montrer que :
P

Yu,v > 0, uvgu——i-—.
p q

2. Montrer que :
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Exercice 11
On considere les suites réelles u, v, w définies par :

Vn €N, u, =2", v, = 3", w, =4".

Montrer que (u,v,w) est une famille libre de RY.




