MP2I Lycée Roosevelt

Correction - DM 1
T A rendre le Vendredi 19 Septembre

Exercice 1

1. Pour (E,) :
5 x+4 15-9B83—-2)+(x+4)3—x)
E) & —-3 =0« =0
(E1) 5 1 3 3(3— 2)
15— 27+ 92 + 3z — 22 + 12 — 4z —2? 4 8x z(8 —x)
=0 ——7=08———==0
3(3—1x) 3(3—x) 3(3—1x)
o z=0ouz=28
x#3
Donc & = {0, 8}.
Pour (E2) : On détermine les valeurs frontieres de chaque valeur absolue :
z+2=02x=-2 et S5—2z=0&2=>5.
Alors :
e Sixe€|—o00,-2],
(B2) e —(z+2)=06—-2)+1le —2+2=2+5+1<0=8.
Cette derniere équation est impossible. Il n’y a donc pas de solution dans ce cas.
e Size[-2,5]
() e (x+2)=b-—2)+le2r=4cc=2.
Comme 2 € [—2, 5], on conserve cette solution.
e Siz €[5, 4o,
(B)e (z+2)=—-b-z)+1er—2=-2-5+1&0=—6.
Cette derniere équation est impossible. Il n’y a donc pas de solution dans ce cas.
Finalement, ’ensemble des solutions de (F2) est So = {2}.
2. Pour (1)) :
2x — 3 (x —2) (22 —3) — (z — 2) x—1
L) & — <0& <0 ——7———F <0.
e ie-2 @ oe-2 (z+2)(z —2) (+2)(z —2)
On fait un tableau de signe :
x —00 -2 1 2 +00
z—1 - 0 +
x+ 2 - 0 +
x — 2 - 0 +
St - + 0 +
(x+2)(x—2)
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Ainsi, I’ensemble des solutions de (I7) est S; =] — oo, —2[U]1, 2[.
Pour (I2) : On détermine les valeurs frontieres de la valeur absolue : x —3 =0 < x = 3. Alors :

e Sixe€]— 00,3,

2
(IQ)<:>—($—3)Z4£L’+1<:>—IE—4$Z1—3<:>—5$2—2<:>IL‘§g.
. 2
Comme = €] — 00, 3], les solutions dans ce cas sont | — oo, 5]

o Siz € [3,+o0],
4
(Ig)@(:c—S)24m+1<:>—3x24<:>x§—§

4
Pour tout x € [3, +00], la condition = < -3 est impossible et il n’y a donc pas de solution.

2
Finalement, I’ensemble des solutions de ([2) est S =] — oo, g]
Exercice 2
1.
3n 2n 2n 2n 2n
Zk:2 = Z(i+n)2:Zi2+2nZi+Zn2
k=n =0 i=0 =0 i=0
2n)(2 1)(4 1 2n)(2 1
L Lo DY L @OEEY |,y
4 1 2 1)(1
_ n(2n+1)< n+ +2n+2):n(n+ )3( 0n+7)'
2.
1 4"
" g2kt 4" A 4\"
= :102<5> :10><(5> X 1 :40—40(5>
k=1 k=1 1—2
)
3.
z": 1 B z”: 1 VEHT-VE) S~ VEHT-VE
—VE+1+VEk —~\VE+1+VEk Vk+1-Vk) = k+1-k
S WETT- VR = (V- VD) + (VB-VD) 4t (VAT T V)
k=1
= vn+1-1.
4.

" /n\ Kk B - n! k _n nx (n—1)! 1
<k>2n—k B Zk!(n—k)!Q”—k_;(k—l)!((n—l)—(k—l))!?l—’f
k

()6 R0
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5.
n n n—1 n! n—1 nl
2 K= k)(k> = 2 R = ; o= Din—Fk—1)
Y a—1)x (n-2) n-l <n _ 2)
2= )((n—2) — (k-1 P>
n—2 n—9 A A
= n(n—1) U1 = pn(n —1)27 2
("))
6.

Z“:Z(Zw)—i(ﬂi) S ()= (S5

1<i<j<n =1 \i=1 =1 j=1
1 (n+1)?% nr+1)02n+1) 3n?(n +1)2 +2n(n+1)(2n+1)
T2 ( 6 > 24
B )(3n(n—|—1)—|—2(2n—|—1)) ~ n(n+1)(3n? +3n+4n +2)
B 24 B 24
n(n+1)(3n% + Tn + 2)

24

Exercice 3
1. La formule de Pascal entraine que pour tout entier k compris entre p+ 1 et n :

() (i) =65
+ = .
D p+1 p+1
Par conséquent, pour tout entier k € [p+ 1;n] :
()= G) -6
p) \p+1 p+1)
Sachant que (g ) =1, on obtient :
“ [k a k+1 k
> ()= 2 (G5 -65))
h=p P k=p+1 L \P b

n

k+1 k
2. On remarque que la somme Z [< + ) — < )} est télescopique. Par conséquent :
kept1 b\ +1 p+1

G- GE) =G -G =G
>()-(r1)

On en déduit finalement que :

3. (a) Par symétrie :

<C

-

m

—

=

S

I:t
N
3

3

w
N~

Il
/\
\_/

Dot :
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(b) Par application de la formule du binéme de Newton, on obtient :

VrER, fu(z) = i @”) et gu(z) = Zn: <Z> 2.

k=0 k=0

2
Le terme de degré n de la fonction f,, est égal a ( n) ™. Ainsi le coefficient de degré n de
n

2
fn est égal a ( n>
n

4. (a) En développant le produit, on obtient :

(35e) (5) £ (See)

k=0

Le changement d’indice ¢ = k 4 ¢ dans la somme intérieure donne :

(b) 1l s’agit d’échanger les symboles o de la somme double obtenue a la question précédente.
La somme en jeu est une somme de la forme

(5

Comme suggéré, on doit ranger les termes de la somme double dans un tableau a n+1 lignes
(Iindice k décrivant l'intervalle entier [0;n]) et 2n + 1 lignes puisque les valeurs atteintes
par 'indice 7 sont dans 'intervalle entier [0;2n] :

1 =20 1=k 1=n i=k+n 1=2n
k=0 | uo [+ | ok | - | Uon
k=mn Un,n t Un,k+n e Un,n

Au vu du tableau ci-dessus :
n k+n n
5 () 5 () 2 (2 )
k=0 1= i=n+1 \k=i—n

Par ailleurs, on remarque que

max(i —n,0) = 0 siesn ; min(i,n) = ¢osiism
o li—n sii>n+17 "Vl n osii>n+1
D’ou :

n k+n 2n min(%,n)

> (Y)Y

k=0 =0 \ k=max(i—n,0)

n n
Le résultat obtenu appliqué au produit <Z akxk> (Z be$£> conduit a :
k=0 =

n n 2m min(n,)
(Z akxk> (Z bga:€> = Z Z apbi—i | 2°.
k=0 £=0

=0 \ k=max(i—n,0)
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5. En appliquant la formule précédente, on obtient :

NEPPRETS o B o BIGMIE

=0 \ k=max(i—n,0)

6. D’apres la question 3.(b), le coefficient de degré n de f, est égal a (2:) Or la question précédente
entraine que le coefficient de degré n de f,, est égal a :

> (0)("0)
C-<()

Par conséquent :

compte-tenu de la question 3.(a).




