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Correction - DM 11
A rendre le 13/03/26

Exercice 1
1. Soit n € N. On définit I,, = |-% + nm, § +nn| et g, : © € I, — tan(z) — . La fonction g, est
continue et dérivable sur I,,, et pour tout = € I,,, g/, () = tan?(x) > 0, et g/,(n7) = 0. Elle est

donc strictement croissante sur I,,, et lim g,(x) =4ococet lim g,(z) = —oc0.
s

T 5+n T——5+nm

Par le théoréme de la bijection, g, réalise une bijection de I,, sur R. L’équation g,(xz) = 0 admet
donc une unique solution sur I,, qu’on notera x,,.

2. Pour tout n € N, =5 +nm < x,, < § + n7 par définition de z,, d’ou —% +1< i—; < ﬁ + 1.
Par le théoreme des gendarmes, lim 7= existe et vaut 1. En d’autres termes, x, ~ nx.

3. Soit n € N. Posons y,, = z,, — nm. Par la question précédente, y,, = o(nw), et y, € ]—g, 5 [ Par
m-périodicité de tan :
tan(y,) = tan(z, — nw) = tan(x,) = =,
par définition de z,. En appliquant arctan (bijection réciproque de tan restreinte a Iy), on

obtient :

yn, = arctan(z,) — 7/2 car lim x, = +oc.
n—+oo n—+oo

D’ou y,, ~ g et yp — 5 = o(1).

4. Soit n € N. Posons a présent z, = y, — 5 = o(1). Alors :
tan(zy) = t ( 77) -1 -1 -1
an(z,) = tan — =)= =~
" Iny tan(yn) T, nw
o —1
Or z, = o(1), donc tan(zy) ~ z,. Ainsi, z, ~ —.
nm

5. Soit n € N. Cherchons un équivalent de ¢, = z, —nm — 5 + % = zn + ,Tlﬂ

précédente, t, = o (%) Calculons :

. Par la question

1 > _ tan(z,) + tan(=)

tan(t,) =tan | 2z, + — | =
(tn) < " onm 1 — tan(z,) tan(-L)

Or 1 — tan(zy) tan(-) — 1, donc 1 — tan(z,) tan(-=) ~ 1. D’autre part :

1 1 1
tan(z,) +tan [ — | = —— +tan [ —
nm T, nm

Ainsi :
tan(z,) + tan() 1

nm

1 — tan(z,) tan(-L) ~ o2y

nm

tan(t,) =
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Comme enfin tan(t,) ~ ¢, car t,, = o(1), on en déduit finalement que t, ~

o (%%ﬁ) En conclusion : , X ,
T
%—"Hz‘m*znzﬁ"(?ﬂ)-

soit que t, L —

1
2n2m? 2n2m

Exercice 2 (Polyndémes de Bernstein et théoréme de Weierstrass)
Partie I. Fonctions uniformément continues et théoreme de Heine

1. Supposons f : I — R uniformément continue sur I. Soit a € I et soit € > 0. Puisque f est
uniformément continue, il existe n > 0 tel que :

V(z,y) e I*, |z —y|<n = [f(z) - fy)| <e.

Ainsi, pour tout x € I :
|z —al <n = [f(z) - fla)| <e.

Donc f est continue en a. Ceci étant valable pour tout a € I, ‘ f est continue sur 1.

2. (a) Soit n € N*. Par hypothese, il existe (z,,yn) € I? tel que :

o~ nl < et 1F (@) — f ()] >

D’ott | l'existence de deux telles suites (2,),,>; €t (Yn),>; & valeurs dans [

(b) Puisque (z,,) est une suite bornée (I étant un segment), on peut en extraire une sous-suite

convergente : |il existe une extractrice ¢ : N* — N* et un réel ¢ € [ tels que liril T
n——+0o0

p(n) = €

Par construction, pour tout n € N* :

1
X — < —.
2o = Yol < 05
. . . . 1 Lo
Puisque ¢ : N* — N* est strictement croissante, lim ——~ = 0. Par théoréme des
n—-+00 gp(n)
gendarmes, nll)r_iI_loo Typ(n) — Yp(n) existe et vaut 0. Et comme ngrilm Tyn) = ¢, il suit que
w00 Yot = -

(c) Pour tout n € N* :
|f(1:g0(n)) - f(ycp(n))‘ > €.

Mais puisque f est continue, Hm |f(zy0m)) — f(Ypm))| = |f(c) — f(c)| = 0. Par passage a
n——+00
la limite dans les inégalités, il en résulte 0 > ¢. D’ott une contradiction.

On a donc démontré le théoreme de Heine : si f : [a,b] — R est continue sur un segment
[a, b], alors elle est uniformément continue sur [a, b].

Partie II. Polynomes de Bernstein

3. Soit n € N et k € [0,n]. Par opération sur le degré d’un polynoéme :

deg(B,, ) = deg(X*) +deg((1 — X)"*) =k + (n — k) [=n.

De plus, B, ) est scindé,

ses racines sont 0 et 1, de multiplicités respectives k et (n — k). ‘




MP2I Lycée Roosevelt

4. (a) Soit P € R,[X]. Supposons qu’il existe (Ao, A1, ..., An), (o, f1, - - -5 ftn) € R™HL tels que :

n n
P = Z /\an,k = Z,Man,k- (*)
k=0 k=0
Soit k € [0,n]. Puisque 0 est racine de multiplicité k exactement de B, j, :
k— k
Boy(0) == B (0) =0 et BY)(0) #0.
En évaluant (%) en 0, on obtient donc :

/\an70 (O) = Mo Bn,O (0) .

Puisque B,,0(0) = 0, il vient que Ao = 9. Ainsi :

n n
> MeBuk =Y 1Bk
k=1 k=1

Dérivons cette expression, puis évaluons-la en 0 :
n n
Z AkBy, 1 (0) = ZukB;l,k(O), qui se récrit A1 By, 1(0) = p1By,1(0).
k=1 k=1

Puisque B;LI(O) # 0, il vient que A\; = 1. On peut poursuivre ainsi en dérivant successive-
ment et en évaluant en 0. De proche en proche, on obtient Ao = uo, puis A3 = us, jusqu’a

An = Un.

Ainsi, | un tel (n + 1)-uplet (Ao, ..., \,) € R?T! gl existe, est unique.
(b) Soit k € [0,n]. Par la formule du binéme :

n—k
XF=XFMX+(1-x)"F=x" (” —k Xi(1—x)vhi

n—k k
_ <" - )Xj+k(1 — X)nhi =
J ;

n—k)!'x(G+k)!x(n—j—k)
jlx(n—k—j)!xmn!

n
(c) Soit P = Z ar X" € R,[X]. Par la question précédente :
k=0

>

J

D’ot | Pexistence de (Mg, A1, ..., A\n) € R*! tel que P = Z ;B ;.
§=0
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5. Soit n € N. Par la formule du binome de Newton :

n ki n—k __ _ nl_
ZBM Z(k)x (1-X)"F=(X+(1-X)"|=1
k=0
Demémesin>1:

n i n n n—1
kB,r=) k Xk — x)ynk Xk — x)nk
;:0: & 321 (k) ( ) ”(k B 1) ( )

k=1

n—1
-1
=n (n k >Xk+1(1 =X =X (X + (1= X)) = nX,
k=0

Et cette égalité est encore valable si n = 0. Enfin sin > 2 :

k=2

_ (-2 k+2 n—2—k _ 2 n—2

=n(n—1) ( . )X (1-X) =n(n—1)X*X +(1-X))
k=0

=n(n—-1)X2

Et cette égalité est la aussi valable lorsque n = 0 ou 1.

6. Soit n € N. Calculons :

n

> (k—=nX)’Bny = zn: k?Bx — 2nX Zn: kB +n?X? zn: Bk

k=0 k=0 k=0 k=0
—Z k—1)+ k] Bpy — 202 X2 + n?X?

= n(n —DX?24+nX —n?’X?= —nX?4+nX
(=nX(1-X).|

Partie III. Approximation uniforme d’une fonction continue

7. Soit x € [0,1] et n € N. Alors :

1) = 3,01 = 103 Buate) = 31 () Bust)| = 32 (4011 (1)) Busto)

= k=0

8. (a) Pour tout k € A, |x —

%‘ < 7 et par continuité uniforme de f :

’f(x) .y (fj)] <e

1) =1 (5)| Buste) £ 3 eBusto) < 3 eBuale) (e

keAg kefo,n]

Deés lors :

D

k€A,

Remarque. L’inégalité stricte n’est pas forcément nécessaire pour la suite (la définition
de la limite pouvant s’écrire avec une inégalité stricte ou large), et on pourrait de fait ne
pas s’embéter ici. Mais elle est demandée par ’énoncé. Tentons de la justifier :
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e L’inégalité est bien stricte si A, = ) car cela donne alors 0 < e. De méme, si A, # ()
et  # 0 ou 1, By i(x) # 0 pour tout k € [0,n], et la premiere inégalité ci-dessus est
bien stricte.

e Siz=0,alors 0 € A, et :
0
107 (2)|Bus(0) =0 < < Bu(0).
n —_—

#0

Et donc I'inégalité est bien stricte. On procede de méme pour x = 1.

(b) Soit k € B,. Par définition de By, |z — f’ > n et donc :
i\ 2
2 Y B < Y (x - n) Byi(x).
keB; keB;
D’autre part :
k? 1 1 1

Z <x - n> =3 Z (nz — k)? Bps(z) < o (nx — k)?Bp . (x) < Ex(l —x)
k€ By €B; k=0

—_

[ — 1

par la question 6. Enfin, grace a I'inégalité classiqu z(1 —z) < -, on obtient :

(c) Par I'inégalité triangulaire :
k k
@ -7 (5) <@+ [ (5)] < 18w + 170 =201

Ainsi, a l'aide de la question précédente :

5 |1 = 1 (5)] Bustor <2051 3 Bunte) < Ul

- 2n77
k€By ke€By

(d) Par la question 7 et I'inégalité triangulaire :

> (1= 7 (%)) Buster)

[f (@) = [Ba(H)] (2)] =

k=0
k=0 -/ (f) ‘ Bu ()
:kGZAm T ﬁ(i)‘BH,k(ka;& f(w)—f(ﬁ)’Bn,k(x).

Par les questions 8.(a) et 8.(c) :

[/ lloc
x)— |B <e+
7@ = BN @) <o+ 505
!Qu’on retrouvera par étude de fonction, ou en remarquant que la fonction polynomiale = — x(1 — z) est de degré 2,
avec 0 et 1 pour racines et —1 pour coefficient dominant, et donc atteint son maximum en % = % qui vaut %
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Cette majoration ne dépend pas de z. Ainsi, ¢ + HZJ:JL(’; est un majorant de

{|f(z) = [Bn(f)] (z)|, = € [0,1]}. Par comparaison d’'un majorant au plus petit d’entre
eux :

Il f1l oo
If = Bn(f)llee <+ D

Remarque. Ici aussi, on aurait pu se contenter de l'inégalité large, puisque la définition
de limite I'autorise. Mais 1’énoncé exige une inégalité stricte. Pour l'obtenir, utilisons le
théoreme des bornes atteintes : x +— |f(z) — [Bn(f)] ()| est une fonction continue sur le
segment [0,1]. Elle est donc bornée et atteint ses bornes, de sorte qu'il existe xog € I tel
que :

[1£ 1o

2nn?

1f = Bu(f)llos = 1f(@0) = [Bn(f)] (x0)] <+

=0, il existe N € N tel que pour tout n > N £ lloo <e.

Puisque lim 1/l S T

n—-+o00 2n’r]2

Ainsi, pour tout n > N, on obtient :

1f = Bn(f)llo < 2¢.

D’ott le résultat voulu, qui se récrit | lim || f — Bp(f)||,, = 0.
n—+o00




