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Exercice 1 (Démonstration de la formule de Stirling)
La formule de Stirling, du nom du mathématicien écossais James Stirling (1692 - 1770)7 donne 1’équivalent
suivant de n! lorsque n tend vers +oo :
n\n
n!  ~ (—) 27n.

n—-+4oo e

1
n"t3

Le but de cet exercice est de démontrer cette formule. On pose pour cela u, = et

nlen
v, = In(up+1) — In(u,) pour tout n € N*.

1. A laide d'un développement limité a 'ordre 3, déterminer un équivalent simple en 0 de la
fonction définie par :

f(z) = (1 + g) In(l1+2) — .

U
2. Simplifier I’expression de ntl
Up,

3. Déterminer un équivalent simple de v,. Que peut-on en déduire ?
4. Démontrer qu’il existe un réel strictement positif A tel que :

1
n! ~ An"Tze ™.
n—-+o0o

5. On rappelle I’équivalent suivant, établi dans un DM précédent a 'aide des intégrales de Wallis :

(2n)! 7w T

(2nn!)2 2 nstoo \ dn’

En déduire la valeur de \.

Exercice 2 (Matrices de Vandermonde et suites récurrentes linéaires)

Partie I. Matrices de Vandermonde.

1 x xlg
. 1 x a;]f
Soit k € N. A tous xg,...,x; € C, on associe la matrice L . € M+1(C), appelée
1 xp - xi
matrice de Vandermonde et notée V (zo,...,zx) dans la suite.
Le but de cette partie est de montrer que la matrice V(xq,...,x) est inversible si, et seulement si,
xg, ..., X sont distincts.
ao

ai
1. (a) Soient xy,...,z; € C des complexes distincts. Soit X = | . | € #41,1(C) tel que :
ak
V(:L’(), e ,:L‘k)X = Ok—l-l,l'

En considérant le polynéme P = ag+a1 X +- - -+ apX*, montrer que X = 0x+1,1- Conclure.

(b) Montrer réciproquement que si la matrice V (o, ..., xy) est inversible, alors les complexes
xo, ..., T, sont distincts.
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Partie II. Suites récurrentes linéaires.

On fixe pour toute cette partie d € N*, ag,aq € C* et aq,...,aq_1 € C, et on pose :
P:adXd—l—--'+a1X+a0 et E:{UE(CN|Vn6N, adun+d—|—---+a1un+1+aoun:O}.

2. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de CV.

3. (a) Soient u = (up)nen, v = (U )nen deux éléments de E. Montrer que :

u=v << VYnel0,d—-1], u, =vy.

(b) Pour tout i € [0,d — 1], on note () 'unique suite de E pour laquelle ugi) = §; j pour tout

j €]0,d — 1]. Par exemple, u(()O) =1et ugo) =... = uflo_)l =0.
Montrer que la famille (u(9,..., u(@=1) est une base de E. En déduire que E est de

dimension finie et préciser dim(FE).

4. (a) Soit r € C. A quelle condition nécessaire et suffisante la suite () nen appartient-elle a £ ?

(b) En déduire que si P est a racines simples r1,...,74 € C, la famille ((r]),,cy-- - (rg)neN)
est une base de E.

(c) Déterminer une expression explicite de la suite u € CN définie par ug = 1, u; = ug = 0 et
Up+3 = TUp+1 + 6u, pour tout n € N.

5. Soit r € C*. On note m la multiplicité de r dans P.
(a) On pose Ng =1 et pour tout k € [1,m —1], Ny =X(X —-1)... (X —k+1).

Montrer que la famille (Ng, Ny, ..., Npy—1) est une base de C,,,—1[X].
(b) Montrer que pour tout k € [0, m — 1] :

ade(d)rd + -+ alNk(l)r + aoNk(O) =0.
En déduire que pour tout @ € C,,,—1[X] :

agQ(d)r + -+ a1Q(1)r + apQ(0) = 0.

¢) En déduire que la suite (nFrm appartient a E pour tout k € [0,m — 1].
neN

(d) Montrer que les suites (nkr”)n ey Ou k déerit N, sont linéairement indépendantes.

6. On souhaite montrer par récurrence sur p que pour tous ry,...,r, € C* distincts, pour tous

Qi Qp € CIX] :

(Yn € N, Qumyrf -+ Qpln)rf =0) = (@1 = = @y = Ogpy).
(a) Initialisation. Montrer que le résultat est vrai pour p = 1.
(b) Hérédité. Soit p € N*. On suppose le résultat vrai au rang p. Soient r1,...,7r,41 des
complexes distincts et Q1, ..., Qp+1 € C[X] tels que pour tout n € N :
Qu(n)ri + -+ Qpr1(n)ryy = 0. (En)

i. Montrer que pour tous i € [1,p] :

Qi(X)Qpt1(X + L)rpr1 = Qi(X + 1)Qpy1 (X))

On pourra pour cela considérer 1’égalité Qpi1(n)(Ent1) — Qpr1(n + 1)rpi1(Ey).
ii. Conclure.
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7. On note 71, ...,7p, les racines distinctes de P et my, ..., m, leurs multiplicités respectives.
Montrer que pour toute suite u = (un)peny appartenant a E, il existe un unique d-uplet

d .
(1,0, s QLmy—15 -+, Qp0y -+, Apm,—1) de C® tel que :
m;—1

] 0T

VneN, wu,= g a; nlry.
i=1 j=0

8. Quel résultat de cours a-t-on en particulier démontré lorsque d =2 7

9. Décrire ensemble E des suites u € CN satisfaisant la relation de récurrence suivante :

Vn €N,  Upya = dupyz — Npyo + Tupi1 — 2up.




