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Correction - DM 13
T A rendre le 12/05/26

Exercice 1 (Suite des noyaux et images itérés)
I. Etude d’un exemple

1. Tout d’abord, rappelons qu’une telle application linéaire u existe et est unique (cours - définition
d’une application linéaire par I'image d’une base). Déterminons Ny et I pour tout k € N.

e k=0. Alors v° = idg, et Ny = Ker(idg) = {0}, I = dim(idg) = E.

e k = 1. Déterminons N1 = Ker(u) pour commencer. Pour tout = = aey + bea + ce3 € R3 :

u(xz) =0 < b(e1 + 2e3 + 3e3) +ce1 =0 < (b+ c)eg + 2bes + 3bes = 0

(b+c)=0

20=0 S b=c=0
(e1,e2,e3) libre

3b=0

Ainsi, ‘Ker(u) = {ae1,a € R} = Vect(e1) ‘ La famille (e;) est donc génératrice de Ker(u),
et libre car formée d’un seul vecteur non nul. C’est donc une base de Ker(u), qui est de
dimension 1.

Déterminons Im(u). Par le théoreme du rang, dim(Im(u)) = 3 — dim(Ker(u)) = 2. De plus

| Im(u) = Vect(u(er), u(es), u(es)) = Vect((e1 + 2e2 + 3es), e1). |

La famille ((e; + 2e2 + 3e3), e1) est génératrice de Im(u), de cardinal 2 = dim(Im(u)), c’est
donc une base de Im(u).

e k= 2. Calculons :
uQ(el) =0g, u2(62) = u(e;+2e2+3e3) = 2(e1+2ea+3e3)+3e1 = Hej+4ea+6es, u2(63) =0g.
Déterminons No = Ker(u?). Soit z = ae; + bes + cez € R3, alors :
u2(m) =0r < b(bey +4ezs+6e3) =0 < b=0

car bej + 4ey + 6eg # O (la famille (e, ez, e3) étant libre). Ainsi :

Ker(u?) = {ae; + ces3,a,c € R} = Vect(ey, e3) |

La famille (e1,e3) est donc génératrice de Ker(u?), et libre car sous-famille d’une famille
libre. Donc (eg, e3) est une base de Ker(u?), et dim(Ker(u?)) = 2.

Déterminons I = Im(u?). Par théoréme du rang, dim(Im(u?)) =3 -2 =1, et :

Im(u?) = Vect(u?(e1), u?(e2), u?(e3)) = Vect(5eq + 4eg + Ges).

Ainsi, (5e; +4eg + 6e3) est génératrice de Im(u?), de cardinal égal & 1 = dim(Im(u?)), c’est
donc une base de Is.

e k> 3. Calculons :

u3(61) =0g, u3(eg) = u(be1+4es+6e3) = 4(e1+2e2+3e3)+6e1 = 2(5e1+4ea+6es), u2(63) =0g.

On montre alors de méme que précédemment que | N3 = Vect(e, e3) et Is = Vect(be1 + 4eg + 6e3) ‘,

et que ‘ (e1,€e3) et (bey + 4ea + 6Geg) en sont des bases respectives.
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Plus généralement, on montre par récurrence que pour tout k > 3:

uk(el) =0g, uk(eg) = 2k_2(561 + 4deg + Ges), uk(eg) =0g,

et que ‘Nk = Vect(ey, e3) et I = Vect(5ey + 4eg + 663).‘

2. Par les calculs précédents, Im(Ny) + Im(Il3) = 3. Soit & présent x € Is N No. Alors il existe
(\, 1, v) € R? tels que :

x = ey + pes = v(bey + 4deg + 6es3)

Alors :
(A =5v)er + (—4v)ea + (u — 6v)es = Op
A=bvr=0

Par liberté de (e1, e2,€3), { —4v =0 yetdonc A =p=v=0. Ainsiz = 0g et NoNly = {0g}
w—6v=>0

(Pinclusion NaNlIy D {0} étant immédiate car IoN Ny est un sous-espace vectoriel). Finalement :

E =Ny @ Is.

3. Commencons par démontrer le résultat suivant que nous utiliserons ensuite.

Propriété.
Soit f € Z(F) et F un sous-espace vectoriel de E. On suppose que (e;);ecr est une famille
génératrice de F.

Alors F est stable par f si, et seulement si, f(e;) € F pour tout i € I.

L’implication directe est immédiate : si F' est stable par f, pour tout x € F, f(z) appartient &
F. Par conséquent, pour tout i € I, ¢; € F et donc f(e;) € F.

Réciproquement, supposons que pour tout ¢ € I, f(e;) appartient & F. Montrons que F' est
stable par f. Soit pour cela x € F. Puisque (e;);cs est génératrice de F, il existe une famille de
scalaires ();) € K’ telle que :

Tr = Z )\iei.

el
Par linéarité de f :

f(z) = Z)\if(ei) € F car F s.e.v. de E.
i€l cF

Appliquons ce résultat ici. Puisque Ny = Vect(ey,e3) et que u(e1) = 0p € Na, u(es) = e € No,
‘NQ est bien stable par u‘ De plus, 'endomorphisme induit % par u sur Nj satisfait @%(e1) =

Og = 1]2(63). Donc %2 = 0 4 car % s’annule sur une base de Ny. Et comme % # 0.2(n,) car

t(es) = e1 # 0p, ‘ﬂ est nilpotente d’indice de nilpotence 2. ‘

Puisque o = Vect(5e;+4ea+6e3) et que u(beg +4ea+6e3) = 2(5e; +4ea+6e3). 'endomorphisme
induit par u sur I est bien une ’homothétie de rapport 2. ‘
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II. Monotonie

4. Soit k € N. Prenons 2 € Ny. Alors u¥(x) = 0p, et en composant par u :

uP T (z) = w(ub(z)) = u(0p) = 0p.

Ainsi # € Ny4p. Dot

Soit y € Ipy1. 1l existe © € E tel que y = uFT1(x). Mais alors y = u¥(u(z)) € Im(u¥). Ainsi,

5. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel k, N, = Ny .
La propriété est vraie pour k = 0 et k = 1 (par hypothese).
Soit k£ > 1. Supposons la propriété au rang k vraie, c’est-a-dire N, = Nj, . Puisque
Np C Npy1 C -+ C Npgp,

on en déduit que N, = N1 = -+ = Nppp.

Par la question précédente, on a déja I'inclusion Ny C Npip41. Soit a présent x € Npppy1.
Alors :

upHcH(m) =0 = upH“(u(m)) =0g.

Ainsi u(x) € Ker(uP**) = Ker(uP**~1) et donc :
uPTF L (u(z)) = 0p = wPTF(x) = 0.

Finalement, = € Ker(u?™*) et donc Nyt D Npipi1. Dot la propriété au rang k + 1.

On conclut par principe de récurrence que ‘pour tout k € N, Npyp = N,,. ‘

6. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel k, I, = I, .
m La propriété est vraie au rang k = 0 et k = 1 (par hypothese).
Soit k£ > 1. Supposons la propriété au rang k vraie, c’est-a-dire I, = I, ;. Puisque :
Iquk C Iq+k,1 c---C Iq,

alors Ipip = Ipip1 = =1,

Montrons que Iyip41 = Ig4r. On a déja linclusion Iipy1 C Ig4p par une question
précédente. Montrons l'inclusion réciproque : soit z € Ig 4y, il existe x € E tel que
z = ult*(z) = w(ud™ (). Or wit*~1(z) appartient & I, 1,1, qui est égal & I, par
hypothése. Donc il existe y € E tel que ud™*~1(z) = ud**(y). Ainsi :

2 = (@) = u( () = uH(y) € L.

D’oti finalement l'inclusion 411 D Ig4, et donc la propriété au rang k + 1.

On conclut par principe de récurrence que ‘pour tout k €N, I, = I. ‘

ITI. En dimension finie

7. La suite des dimensions (ny) est une suite d’entiers naturels croissante (par croissance de (Ng)
pour l'inclusion), et majorée par n = dim(E). Elle est donc constante a partir d’un certain rang,
et il existe s € N tel que ng = nsy1. Puisque de plus Ng C Ngy1, on a ’égalité Ny = Ngq.

L’ensemble A = {k € N | N, = Nj41} est une partie non vide de N. Elle admet donc un plus
petit élément p Alors :
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° ‘pour tout k € [0,p — 1], Ny & Ngt1 ‘ par définition de p ;

° ‘pour tout k > p, N, = Niy1 ‘ d’apres la question 5.

8. On procede de méme : la suite d’entiers naturels (i) est décroissante. Elle est donc constante
a partir d’un certain rang, et il existe t € N tel que iy = 4441, et alors I = I 1.

Considérons ¢ le plus petit entier tel que I, = I;41. Alors :

° ‘pour tout k € [0,q — 1], Ix & Ixy1 ‘ par définition de ¢ ;

° ‘pour tout k > q, Iy = Iy ‘ d’apres la question 6.

9. Par le théoréme du rang appliqué a u* :

dim(E) = rg(u*) + dim(Ker(u*)), soit n = i, + ng.

La suite (n—1y) est strictement croissante puis constante & partir du rang g, (nx) est strictement
croissante puis constante & partir du rang p. Comme elles sont égales,

Enfin comme 0 =nog <n; <---<np, <n:

n=mnp—no=(np—np-1) + (Np-1 —np—2) + -+ (n1 —ng) | > p.

>1 >1 >1
10. Par le théoréme du rang (appliqué a u?), dim(E) = dim(N,) + dim(Z).
Montrons que N, NI, = {Og}. Soit y € N, N I,. Il existe z € E tel que y = uP(x). Alors :
u?(z) = uP(y) = 0.
Donc z appartient & Ker(u??) = Ker(uP) par définition de p. Ainsi :
y=uP(z) =0pg.

Donc N, N1, ={0g}, et |E = N, & I,.

11. Rappelons la propriété suivante, démontrée en TD.
Propriété.
Soient f,g € Z(F) des endomorphismes d’un espace vectoriel E.

On suppose que f et g commutent, c’est-a-dire fog = go f. Alors Ker(f) et Im(f) sont
stables par g.

Ici, puisque uP et u commutent, ‘Np = Ker(uP) et I, = Im(uP) sont stables par u. ‘

Considérons 'endomorphisme @ induit par w sur N,. Alors pour tout z € N, = Ker(u),
@ (z) = vP(x) = Op. Comme de plus Np—1 & N, alors il existe x € N, \ Np—1 qui satisfait
P~ (z) = uP~(z) # 0g. Ainsi ‘1] est un endomorphisme nilpotent, d’indice de nilpotence p. ‘

Considérons I’endomorphisme « induit par u sur I,. Montrons que @ est un automorphisme de Ij,.
Comme on est en dimension finie, il suffit de montrer que u est injective. Soit donc x € I, tel que
@(z) = 0p. Alors u(x) = Op et donc x € Ker(u). Ainsi « appartient a NyNI, C NyNI, = {0g}.
Donc x = 0g, et \a est bien un automorphisme de I,. ‘

k

12. (a) Soit k € N. Par le théoréeme du rang appliqué & u*, n = iy + ng. D’ou :

G = i — i1 = (0 =) = (n = ) (S s — e
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b) Puisque Ipy1 C I et que I est de dimension finie, le cours assure l'existence d’un
q + q
supplémentaire Dy, de I dans I :

| Iy = 41 © Dy.|

En prenant les dimensions, on obtient ’dim(Dk) =ik — igs1 = O. ‘

(c) Calculons :

Ip1 = Im(u* ) = Im(u 0 v¥) = u(Im(v)) = u(1y)

= u(lp11 + Di) = u(lpy1) +u(Dg) | = s +u(Dy) |

Justifions la troisieme égalité, en montrant que si u € Z(FE) et F, G sont des sous-espaces
vectoriels de F, alors :
u(F +G) =u(F) + u(G).

Pour tout z € E :

zeu(F+G)edre (F+G),z=u(r)
< J(x1,22) € F X G,z =u(x; + x2)
< (w1, 29) € F X G,z = u(x1) + u(zg)
&z eu(F) +u(G)

(d) Soit k € N. En prenant les dimensions :
dim(fp41) = dim(lg42 + w(Dy)) < dim(Lp42) + dim(u(Dy)) < dim(Ip42) + dim(Dy).

Ainsi, g1 = k41 — Gkpe < dim(Dy) = 0. Ceci étant vrai pour tout k£ € N, la suite

‘ (0f) est décroissante.‘

#5 A retenir. Suite des noyaux et images itérés en dimension finie.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et u € .Z(F) un endomorphisme non nul.
Alors :

e il existe un entier p € [1,n] tel que :
Ker(u) ¢ Ker(u?) ¢ --- ¢ Ker(uP) = Ker(uP™) = - ..

et
Im(u) 2 Im(uz) 22 Im(uP) = Im(up+1) .

En d’autres termes, la suite des noyaux itérées (resp. des images itérées) est d’abord
strictement croissante (resp. décroissante) puis constante, et ces suites stationnent
a partir du méme rang.

e Les suites des noyaux et images itérés jj s’essouffle ;; : les sauts de dimensions
décroissent.

(e) Soit u un endomorphisme nilpotent, et p son indice de nilpotence. On a alors :
{OE}:NOCN1C"'CNPZE.

De plus, on a montré que ces inclusions sont strictes : en effet s’il existe 0 < k < p —1 tel
que Ni = Njy1, alors N, = N, = E et uF = 0, ce qui contredirait le fait que p soit I'indice
de nilpotence de u. L’indice de nilpotence de u est donc également I’entier p a
partir duquel la suite des noyaux itérés est constante.



MP2I

Lycée Roosevelt

Par la question 9, on a déja p < n. On retrouve ici un résultat déja obtenu en TD : en
dimension finie, I'indice de nilpotence d’un endomorphisme nilpotent est inférieure a la
dimension.

D’autre part, la suite (J;) est décroissante, et 6y = dim(Ker(u)) = 1. Donc §; < 1 pour
tout £ € N. Comme de plus, pour tout 0 < k <p—1, d; > 0 (puisque Ny & Niy1) et que
0 = 0 si k > p (puisque la suite des noyaux itérée est constante pour k > p), on obtient :

1si0<k<p-1
O =
0sik>np.

Finalement :

n=mny,="mnp—ng=(np—np-1)+ (Mp_1—np2)+---+(n1 —no)
— Gyt +Opa 0 = p

L’indice de nilpotence de u est donc n. ‘

IV. Cas de la dimension quelconque

13. Dans cette question, on prendra F = KN D'espace vectoriel des suites réelles ou complexes. On
notera une suite u = (uy,) sous la forme u = (ug, u1, ug, ... ).

(a)

On considere Iapplication R : KN — KN suivante, appelée shift o droite :
R:u=(up) — R(u) = (0,up,u1, ua,...).

Je vous laisse vérifier que R est une application linéaire injective. Alors R* est aussi
une application linéaire injective car composée d’applications linéaires injectives. Ainsi
N = Ker(R*) = {Ogn} pour tout k € N et la suite ’ (N) est constante.‘

Regardons I, pour k € N :

I, = {R*(u), u e KN} = {(0,...,0,up,uy,...), u; € K}
k fois
—{ueKN |u=u = =up =0}

Ainsi, Ip11 & I, et la suite ‘ (I) est bien strictement décroissante pour I'inclusion. ‘

On regarde maintenant Papplication L : KN — KN suivante, appelée shift ¢ gauche :
L:u=(up) — R(u) = (u1,u2,us,...).

Je vous laisse vérifier que L est une application linéaire surjective. Donc, L* est également
linéaire surjective. Ainsi I, = Im(L*) = K" pour tout & € N et la suite ‘ (I;) est constante.

Regardons Ny pour k € N. Soit u = (ug, ug,us,...) € KN :

u € Ny, & LF(u) = Ogn
- ('LLk,Uk-+1,Uk+2, . ) = OKN
SVs>k, us=0

Ainsi, N & Ny, et ‘la suite (V) est bien strictement croissante pour I'inclusion |.

Remarque. Notons que L o R = idgn. On retrouve en particulier que R est injective et que L
est surjective (d’apres le cours sur les applications).
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& Mise en garde.

Attention, bien que L o R = idgn, ces applications ne sont pas bijectives. On notera
d’ailleurs que R o L # idgn puisque :

Ro L(u) = (0,u1, ug,us, . ..).

Rappelons que pour f,g € Z(E), 'implication (f o g =idg = f,g bijectives) n’est vrai
que si on est EN DIMENSION FINIE !

14. (a) e Soit k € K. Supposons que (Ny = Ngy1 et Ix1 = Ixy2). Montrons que I = Ii11. On
a déja que I D Ix11, reste & montrer 'autre inclusion.

Soit y € I, alors il existe 1 € F tel que y = f*(z1). De plus, f(y) € Ipy1 = Irio.
Donc il existe x5 € 1o tel que f(y) = fF+2(2q). Ainsi :

Fy) = A @) = 772 ().

En particulier, f**!(z; — f(x3)) = Og et donc x1 — f(x2) € Npy1 = Ni. Ainsi,
fE(@1 = f(22)) = 0, dot
y = fFa1) = [ (@2).

Ainsi y € Ix11, d’ou I'inclusion

e Supposons que (I = Ixy1 et Nyy1 = Nijo). Montrons que Ny = Niy1. On a déja
Nk C Nk_|_1.

Soit y € Nyi1, alors f¥(y) € I = Ij41. 1l existe donc = € E tel que f¥(y) = fF+1(z).
Mais alors :

@) = N (y) = 0p.
Ainsi x € Nj42 = Npi1. On en déduit donc que f*(y) = f*1(z) = Op et donc que y
appartient a N. D’ou l'inclusion

(b) On suppose donc l'existence de tels entiers p et g. On veut montrer que p = ¢q (on a déja
ce résultat en dimension finie).

e sip < g, alors (Ny—1 = Ny et Iy = I;41). Par la question précédente, on aurait alors
I,y = I, ce qui contredirait la définition (la minimalité) de I’entier g. Donc p > q.

e sip > ¢, de méme (I,—1 = I et N, = Np41), d'out Np—1 = N, ce qui contredit la
définition de p cette fois. Ainsi p <gq.

Finalement, on obtient bien




