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Exercice 1 (Suites des noyaux et images itérés)
Soit E un K-espace vectoriel et u € Z(F) un endomorphisme non nul. Notons pour tout k € N :

N = Ker(u*) et I, = Im(uF).

I. Etude d’un exemple

Considérons le R-espace vectoriel R3, Z = (e, e2, e3) une base de R? et u € .Z(R3) défini par :
u(er) =0 , wu(ea) =e1+2e2+3es , ulez)=e.
1. Déterminer pour tout entier k € N; Nj et I;. On en donnera une base.
2. Montrer que Nj et I sont supplémentaires dans R3.

3. Montrer que Ny et Iy sont stables par u, que ’endomorphisme induit par v sur Ns est un
endomorphisme nilpotent dont on précisera ’ordre de nilpotence, et que ’endomorphisme induit
par u sur Is est une homothétie de rapport 2.

II. Monotonie

4. Montrer que pour tout entier naturel k, Ny C Ng41 et Iy C I.

5. On suppose qu’il existe un entier naturel p tel que N, = Npi. Montrer que pour tout entier
naturel &, N, = Npip.

6. On suppose qu’il existe un entier naturel ¢ tel que I, = I,y1. Montrer que pour tout entier
naturel k, Iy, = Iy k.
III. En dimension finie
Dans cette partie, ’espace vectoriel E est supposé de dimension finie non nulle n. Pour tout k£ € N,
on note ny = dim(Ng) et ix = dim(Iy)
Vk € [0,p — 1], Ng & Nit1
VkeN, (k>p = Np= Npy1)

Indication : on pourra considérer la suite (ny) des dimensions.

7. Montrer qu’il existe p € N tel que {

Vk e [0,q—1], I 1
8. Montrer qu’il existe ¢ € N tel que [0.4 I
VEeN, (k>q = Ix = Ixq1)
9. Montrer que p = q et que p < n.
10. Montrer que E = N, @ I,,.

11. Montrer que N, et I, sont stables par u, que I’endomorphisme induit par w sur N, est un
endomorphisme nilpotent dont on précisera ’ordre de nilpotence, et que ’endomorphisme induit
par u sur I, est un automorphisme de I,.

12. Pour tout k € N, on note 0y = iy — ig+1. On désire montrer que la suite (dy) est décroissante.

(a) Montrer que pour tout k € N, §;, = ngy1 — ng.
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(b) Justifier 'existence d’un sous-espace vectoriel Dy tel que I = Ixy1 @ Dy et déterminer
(c) Etablir que Iiy1 = Igio + u(Dy).
(d) En déduire que dx4+1 < 0 pour tout k € N.

(e) Application. Supposons que u soit un endomorphisme nilpotent et que dim(Ker(u)) = 1.
Déterminer I'indice de nilpotence de wu.

IV. Cas de la dimension quelconque

Dans cette partie, I’espace vectoriel E n’est plus supposé de dimension finie.

13. (a) Donner un exemple d’espace vectoriel E et d’endomorphisme u de E ou la suite (Ng) est
constante a partir d'un certain rang et la suite (Ij) est strictement décroissante (au sens
de l'inclusion).

(b) Méme question avec la suite (Nj) strictement croissante (au sens de U'inclusion) et la suite
(Ir) constante a partir d’'un certain rang.

14. On suppose que les suites (Ny) et (i) sont constantes a partir d’un certain rang, et on introduit
les entiers p et ¢ définis comme a la section II.

(a) Montrer que pour tout entier naturel k :
(Ni = Ny1 et Inp1 = Iig2) = Iy = Ippa),
(I = Ixt1 et Ngp1 = Niio) = (Ng = Ngya).

(b) En déduire que p = q.




