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Correction - DM 5
A rendre le 14/11/25

I. Intégrales de Wallis

1. On effectue le changement de variable t = T (qui est bien de classe €!). Lorsque x : 0 — 5
t: 5 — 0. D’autre part, dev = —dt. D’ou :

jus jus %
2. OnaWo—/2 at| = = et W1 —/2 cos(z)dx = [sin(ac)] =1|
0 0

0o |

3. Pour tout n € N :

jus
2

Wos1 — W, = /02(cos”+1(:n) —cos"(x))dx = /0 cos"(x)(cos(x) —1)dz <0

puisque pour tout = € [0, g], 0 < cos(z) < 1. La suite ‘ (Wh)nen est donc décroissante.‘

Soit n € N. Comme pour tout x € [0, g], 0 < cos™(x). On obtient W,, > 0 par positivité de
I'intégrale.

La suite (Wy,)nen est décroissante et minorée : ’elle converge par théoreme de limite monotone. ‘

4. Soit n € N. La fonction x — cos(z)" est continue, positive sur [O, g] et non identiquement

nulle puisque cos(0)™ = 1 # 0. Par stricte positivité de l'intégrale,

5. Soit n € N. Effectuons une intégration par parties dans Wy, 42 = [;? cos(z) x cos"(z) dx :

+ cos" 1 (z) cos(x)
N
— | =(n+1)sin(x) cos(x)" <L — sin(z)
On obtient :
Z g
Whto = | — cos(xy*sin(z)| — (n+ 1)/2 sin(z)? cos(z)" dz
0 0

us

=(n+1) /02 (1 — cos(x)?) cos(z)" dz

=n+1)W, — (n+1)W,4o

n+1

par linéarité de l'intégrale. Ainsi, (n + 2)W, 12 = (n+ 1)W,,, et donc | W, 12 = A
n

6. Posons pour n € N, u,, = (n + 1)W,,W,,11. Alors

n+1
Unp+1 = (TL + 2)Wn+1Wn+2 = (n + 2)mWan+1 = (TL + 1)Wn+1Wn = Up.

La suite | (un)nen est donc constante, égale a ug = Woly = 7.
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7. Soit n € N. Par décroissance de la suite (W},) :
Wn+2 < Wn+1 < Wn

Puisque W,, > 0 (d’apres les questions 2. et 3.), on en déduit que :

n+2:Wn+2<Wn+l<1
n+1 W, — W, —

avec la question 4.

2
8. Tout d’abord, puisque lim nt
n—+oon + 1

= 0, le théoreme des gendarmes permet de conclure que

. Whp
lim nt
n—-+0o

existe et vaut 1.
n

Soit n € N. D’apres la question 6. :

5 = (n + I)Wn—l-an = n X I/In/’l’l, X an
ce qu’on peut récrire encore :
T n W, T 1 W, T
nW? == == — | =.
" 2n+1 Wn+1 21+ % Wn+1 n—+oo | 2

Enfin, puisque W,, > 0 et que la fonction x — /x est continue sur Ry :

VW, =/nW2 —

n—-+o0o

9. Montrons ce résultat par récurrence sur p € N.

) m 0! 20(01)2
Inlt.Pourp:O,W():E:Wxgetwlzlz T

Hér. soit p € N. Supposons la propriété vraie au rang p, et donc les égalités pour Wa, et Wap 1.

. D’ou la propriété au rang p = 0.

Calculons :

2p+1
2p+2
C2p+1 (2p)! 7w

= opradw(prg  PAr v derée

2p+2)2p+1) 2p)! =  (2p+2)!

@p+2? 22?2 22((p+ 1))’ 2

Wopgo = Wa,  par la question 5

On peut procéder de méme pour Ws,, 3, ou utiliser la question 6 :

R SR s (2 V1%
T 2p+ 3 Wapra 2 (2p+3)!
D’ou la propriété au rang p + 1.
Par principe de récurrence :
_ (@t _2%(pl)?
VpEN, WQP—WXE et ng_t,_l—m
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II. Intégrale de Gauss

10. (a) Notons tout d’abord que la fonction f : x e~ étant continue sur R, on peut bien
considérer 'unique primitive F' de f sur R qui s’annule en 0.

Par définition, F est de classe €, et pour tout z € R, F'(x) = f(z) > 0. Donc
\F est croissante sur R. \

b) Soit t € [1,400[. Alors 1 < t, donc en multipliant par t > 0, t < t* et —t> < —t. En
(

appliquant exp qui est croissante sur R, on en déduit que et < et

Soit = € [1, +o0[. Par la relation de Chasles,

1 T T T
F(x):/ et dt+/ et dt:F(1)+/ et dtgF(1)+/ et dt
0 1 1 1

= F(1) + {—et]l =F(1)+e—e "< F(l)+e

Par suite, ‘F est majorée‘ (par F(1) +e).

Puisqu’elle est également croissante, ‘elle admet une limite finie en 400 | par théoreme de
limite monotone.

11. Soit n € N*.
(a) Soit t € [0,4/n]. Rappelons I'inégalité classique In(1 + ) < z pour tout = € | — 1, 4o0].
Puisque —% €] — 1,0], on obtient In (1 - ﬁ) < —2 ot donc nln (1 - %) < —t? (car

n — n’

n > 0). D’ou en passant a ’exponentielle (croissante sur R) :

12 42 . .. 2\" g2
exp|nln{1—— <e " ,cequiserécrit ([1—— | <e .
n n

Cette derniere inégalité reste vraie lorsque t = y/n. Par croissance de l'intégrale :

vn 2\" Voo,
/ <1 — ) dt < / e~ dt.
0 n 0

(b) En effectuant le changement de variable ¢ = \/ncosu (licite car u + cos(u) est de classe
%), on obtient :

N 2\ " 0 3
/ (1 — n) dt = / (1 — cos? u)"(—v/nsinu) du = \/ﬁ/ (sin” u)"™ sin u du
0 z 0

2
3
=n / sin?udu = VnWap 1.
0

Ainsi :

NG

\/EW2n+1 S / 6_t2 dt.

0

12. Soit n € N*.
(a) Soit t € R. Alors % € R, et toujours par I'inégalité classique du logarithme, In (1 + %) <

%. Puisque —n < 0, on en déduit que —nln (1 + %) > —t2, et en passant & exponentielle

(croissante sur R) :
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(b) On effectue le changement de variable ¢ = y/ntan(u) dans l'intégrale proposée : on a
dt = /n(1+tan?u) du et u varie de 0 & B = % lorsque t varie de 0 & y/n. On obtient donc

vn 2\ " I
/ (1 + ) dt = / (1+ tan? w) " "/n(l + tan? u) du
0 n 0
z 1 —n+1
= d
\/ﬁ/o <C082 u) B
i
= \/ﬁ/ cos?
0

¢) On effectue le changement de variable t = Z — « pour trouver :
(c) g 2 D

B T_B us
/ cos®(u) du = /2 cos?? (z - t) (—dt) = /2 sin??(t) dt.
0 z 2 B

(d) D’apres la question 12.(b) et par croissance de l'intégrale :

NG NG 2y -
/ e_tht</ 1+t> dt—f/ cos®2(t)dt = f/ sin®"2(u) du
0

3
<f/ sin® 2 (u) du = |v/nWay,_o

avec p=n — 1.

car sin?*~?(u) > 0 sur [0, Z].

13. D’apres les questions 11. et 12., on obtient ’encadrement suivant pour tout n € N* :

vn
VnWani < / e At < /nWap_s.
QD
=F(v/n)

n
n = 2 1 n
\/HWQ +1 1/2n+1\/ n—+ 1Ws +1 \[\/7

d’apres la question 8. On montre de méme que hm ViWoy o =

Calculons :

,\S

Par théoreme des

gendarmes, lim F(y/n) existe et vaut \/2%

n—-+o0o

Tr——+00
caractérisation séquentielle de la limite :

+o0
/ e dt = lim F(\/ﬁ):*/;.
0

n—-+o00

+oo
On a enfin vu & la question 10 que lim F(x) existe et est finie, notée / e " dt. Par
0

14. Soit p € N*. Dans l'intégrale définissant Ws),, procédons a une intégration par parties en posant
u:trstetv:t cos?(t), de sorte que u et v sont deux fonctions de classe € sur [0, 3], avec
u it 1et vt —2psin(t) cos?? (). 1l vient alors :

w/2
Wap = [tcos?(6)]7 1+ / 2t sin(t) cos? L (¢) dt.
~—_—— 0

=0
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Dans cette seconde intégrale, procédons de nouveau a une intégration par parties, en posant u :

t s t? et vt sin(t) cos?1(t), de sorte que v/ : t = 2t et v'(t) = —(2p—1) sin?(t) cos??~2(t) +
(1)

coS .

w/2 w/2
W, = p [t*sin(t) cos2p*1(t)}g/2 —p/ t? cos®P (t)dt + p(2p — 1) / t?sin?(t) cos® 2 (t)dt
0 0

=0

w/2
=—pJp+p(2p—1) / t2(1 — cos®(t)) cos®2(t)dt
0

w/2 /2
=—pJp +p(2p—1) / t2 cos® 2 (t)dt — / t2 cos?P (t)dt
0 0

=—pJp+p2p—1)Jp—1 —p(2p—1)J, = |p(2p —1)Jp—1 — 2p2Jp.

15. Il vient donc, pour p > 1,

(-1 )?

. #(
B TS Ty g T Ty

p—1 — 2

_ 4(((523)!1)!)((2;9—1)(217) )
1 - 2

SELL (AT A ry

C2x 4 ((p—1)1)?

- (2p)! Wer

2 4r=1((p-1)1% (2p)! = 7T

= (2p)! w(ph22 | 4p*

16. Soit n € N*. En sommant les égalités de la question précédente pour p allant de 1 a n, on

obtient :
- o i
Z(Kp—l - Kp) = Z 47[)2 & Ko— Ky = an-
p=1 p=1
w/2 ¢ /2 7I‘3
Or, Ko = Jy = 2dt = |— =
T, IAg 0 /0 [ 3] Y1
2
4
On en déduit que | S, = % - —K,|
i

17. Soit ¢ la fonction définie sur [0, ] par ¢(z) = § sin(x) — .
Alors ¢ est dérivable sur [0, §] car somme de fonctions dérivables, et on a ¢’ : z — F cos(z) — 1.
Donc ¢ ne s’annule qu’en o = arccos(2), et est positive sur [0, o], négative sur [a, Z].
On en déduit que ¢ possede un maximum en c.

Mais ¢(0) = 0 et (5) = 0, de sorte que ¢ est positive sur [0, F].

Et donc |Vz € [0, g], x < sin(z).

18. Soit p € N. Par la question précédente, on a donc pour tout ¢ € [0, §],

7r2

0 < t?cos?(t) < ik sin?(t) cos(t).
Donc par croissance de I'intégrale,
2 w/2
0<J, < T sin?(t) cos?P(t) dt
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Mais cette derniere intégrale vaut

w/2 /2 /2
/ (1 — cos(t)) cos?(t) dt = / cos?P(t) dt — / cos®PT2(t) dt = Way, — Wapa.
0 0 0

En utilisant alors le résultat de la question 5, on obtient :

2p+1 2p+1 1
Wap — Wapia = Wap — = ——Wap = 1 - Wap = = Way,
I T T gy ( 2p+2> P opr1) P

2

Et donc nous avons bien I’encadrement souhaité : |0 < J, < ﬁng.
p

19. De la question précédente, on en déduit que pour p € N,

ephy? 7 Lph> 7 (2p)!
0=t = ) 8+ ) > = @) St 1) 2

On en déduit que lim K, =0.

n—-+o0o

7T
I
2 = 16(p+1)

Et dong, par le résultat de la question 16,

2 7T2

4
m Sy = — lim —K,=—
n——+o0o 6 n——4o00 T 6




