MP2I Lycée Roosevelt

DS 3
Devoir surveillé du Samedi 13 Décembre

La calculatrice est interdite. Durée : 3h.

Exercice 1 (Limite d’une suite d’intégrales)

5 sin”(z)

Pour tout entier naturel n, on pose : u, = /
o cos(x)

1. Calculer uq.

jus

(a) Pour tout n € N, calculer /3 sin"(x) cos(z) dz.
0

(b) Soit n € N. Exprimer u,+2 — u, en fonction de n, et en déduire la valeur de us.

N

3. Etudier la monotonie de la suite (u,) et en déduire qu’elle est convergente.

4. (a) Déterminer un réel K € ]0,1[ tel que pour tout z € [0, §], sin(z) < K.

2
(b) Montrer que, pour tout n € N, 0 < u,, < ?WK" En déduire lim w,.

n—-+4o00

n
5. Pour n € N, on pose S, = Zuk
k=0
(a) Montrer que la suite (.5,,) est croissante.

En déduire qu’elle possede une limite finie qu’on notera S.

™

z dz 3 sin”“(a:)
b) Mont tout n € N, S, — - de.
( ) ontrer que pour tout n € I, /0 COS(Z)(l — sln(,%')) /0 COS((L’)(l — Sln(w)) *

dx
cos(x)(1 —sin(z))’

(c) En déduire que S = /3
0

o

N du
d) A laide d’ h t d iabl S = .
(d) aide d’un changement de variable, prouver que /0 0 —u2(i+u)

(e) En déduire la valeur de S.

Exercice 2
Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Montrer que pour tout n € N,
(a) 17| 26n+3 4 gin+2
(b) 6| n(n+2)(7Tn —5).

2. On s’intéresse a I’équation (E) : 18z + 25y = 1, d’inconnue (x,y) € Z2.
(a) Déterminer une solution particuliere (zg,yo) de (E).

(b) En déduire toutes les solutions de (E).

3. Déterminer les entiers b € N* tels que ppem(28,b) = 140.

4. Trouver n € N* sachant que le produit de ses diviseurs positifs est 452
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Exercice 3 (Une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients non constants)
On cherche dans cet exercice a déterminer I’ensemble des fonctions y : R — R deux fois dérivables
telles que :

Ve e R, xzy’(z) — (1+2)y(x) +y(z)=1. (E)

1. Soit y : R — R deux fois dérivable. On pose z =y’ —y.

Montrer que y est solution de (E) si, et seulement si, z est solution de

xZ' (z) — 2(x) = 1. (E")

2. Résoudre (E') sur R et sur R*.
3. En justifiant soigneusement votre raisonnement, déterminer les solutions de (E’) sur R.

4. En déduire ’ensemble des solutions de (E) sur R.

Exercice 4

Soit E un ensemble. Pour tout (A, B) € Z(FE)?, on appelle différence symétrique de A et B, et on
note AAB la partie de E définie par AAB = (A\B) U (B\A) = (AN B)U (BN A).

Notons qu’on a toujours AAB = BAA.

1. Pour A € Z(E), déterminer les ensembles : AAE, AAA, AA) et AAA.

2. Montrer que pour (A, B) € Z(E)?, AAB = (AU B)\(AN B).

3. Soient A et B deux parties de E. Montrer que AAB = AAB = AAB. Que dire de AAB ?

4. Soient A, B, C trois parties de F.
(a) Justifier que (AAB)AC = ((AAB)NC)U ((AAB)NC).
(b) En déduire que (AAB)AC = (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC).
(c) Sans nouveaux calculs, justifier alors que (AAB)AC = AA(BAC).

5. En effectuant le moins de calculs possibles, déterminer AABAA, ou A et B sont deux parties

de E.

P(E) — P(E)

6. Soit A € Z(F). On note alors f4 'application : f4 : { B . AAB

(a) Montrer que f4 est injective.
(b) Montrer que f4 est surjective. On pourra utiliser le résultat de la question 5.

(c) Justifier que I'équation AAB = A, d’inconnue B € Z(E), admet une unique solution, puis
la déterminer.




