MP2I Lycée Roosevelt

DS 4
Devoir surveillé du Samedi 31 Janvier

La calculatrice est interdite. Durée : 3h30.

Exercice 1 (Une suite récurrente faisant intervenir une homographie)

20 — 1
On pose D =] — 00, 1[U]1,400[. Pour z € D, on pose f(z) = < T On considere la suite (un),cy
x p—

définie par ug = 3 et :
VneN, upy1 = f(up).
1. (a) Montrer que f est dérivable sur D et donner 'expression de f’(z) en fonction de z € D.

(b) Dresser le tableau de variations de f sur D. On précisera les limites aux bornes du domaine
D et les éventuelles asymptotes a la courbe de f.

(¢) Montrer que f(]1,4o0[) C |1, +o0].
(d) En déduire que la suite (u,) est bien définie et que pour tout n € N, u,, > 1.

3+5

(e) Montrer que f admet deux points fixes ¢ et ¢/ avec f({) = { = 5 € |1, +o0] et
1 _
f(ﬁ’):é':zz 3 2\/56]—00,1[.
(f) Déterminer le domaine de définition de fo f et vérifier que pour tout x € |1, +o0], fo f(x) =
3-1.

2. (a) Calculer u, pour n € [1,4]. La suite (uy), oy est-elle monotone ?

5)
(b) Montrer que pour tout n € N, B < u, <3.

(c) Montrer que si (uy) est convergente, alors sa limite est /.

46
3. (a) Montrer que pour tout n € N, u, 41 < au, + b avec a = 21 et b= o1

b) En déduire que pour tout n € N, u,, < «,, avec («;,) une suite arithmético-géométrique a
que p ) g q

déterminer explicitement et qui tend vers T2

47
(c) Justifier qu’a partir d’un certain rang, wu, < 7 Cela améliore-t-il la majoration obtenue
en question 2.(b) ?
4. On considere les deux suites extraites (vy,) et (wy) de (u,) définies pour tout n € N par v, =
Ugn+1 €t wp = Ugp.

1 1
(a) Montrer que pour tout n € N, v,11 =3 — — et wp41 =3 — —.
Un Wn

5
(b) Montrer que pour tout n € N, 5 <o, <fletl<w, <3

(c) Montrer que (v,) et (wy,) sont deux suites adjacentes.

(d) Montrer que (u,) converge vers £.

4
5. (a) Montrer que pour tout n € N, |up+1 — €| < 3 |y — £].

1 /4\"
(b) En déduire que pour tout n € N, |u,, — ¢| < 5 (9> i

(c) Retrouver le résultat de la question 4.(d).
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Exercice 2 (Dénombrement)
Dans tout cet exercice, n est un entier naturel non nul. On note &, I’ensemble des permutations de
[1,n], c’est-a-dire ’ensemble des bijections de [1,n] dans lui-méme.

Une permutation o € &,, peut étre représentée a ’aide d’un tableau & deux lignes figurant la corre-

spondance réalisée :
1 2 - n
o(1) o(2) -+ o(n))”

(12 3 4 o
7=\3 4 2 1) & 7%

sont deux permutations de &4 telles que o(1) =3, 0(2) =4,0(3) =2,0(4) =1let 7(1) =4, 7(2) = 2,
7(3) =1, 7(4) = 3.

Par exemple :

=~ =

On appelle dérangement de &,, toute permutation o de [1,n] ne possédant aucun point fixe, c’est-a-
dire telle que o(k) # k pour tout k € [1,n]. On note D,, 'ensemble des dérangements de [1,n]. Par
1 2 3 4 1 2 3 4

3 4 9 1) est un dérangement de Gy, 7 = <4 5 1 3

exemple, 0 = (
de 64.

) n’est pas un dérangement

Le but de cet exercice est de déterminer de deux manieres différentes le nombre d,, = Card(D,,) de
dérangements de &,,.
Questions préliminaires

1. Rappeler le cardinal de &,,.

2. Expliciter tous les éléments de G,, pour n = 1,2,3. En déduire d;, ds et ds.

Méthode 1 : a I’aide de la formule d’inversion de Pascal.

ot e e () - (1)

(b) Soit (un)n>0 une suite de nombres réels, et (vg)r>o la suite définie par :
Lk
Vk e N = :
Uk Z ( E) Uy
=0
Etablir la formule d’inversion :
- n
VneN, wu,= Z(—l)”_k (k)vk
k=0
4. (a) Onposedy = 1. En partitionnant &,, selon le nombre de points fixes de chaque permutation,

montrer que pour tout n > 1 :
n
n
n! = dy,.
> ()

k=0

(b) En déduire une expression de d,, en fonction de n.

Méthode 2 : a I’aide de la formule du crible.

5. (a) Soient A et B deux parties d’un ensemble E. Rappeler la formule de Card(A U B).

(b) Soient A, B et C' trois parties d'un ensemble E.
Démontrer une formule pour Card(A U B U C).
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(¢) Prouver par récurrence sur n > 2 que si Ay, ..., A, sont n parties finies d’'un ensemble FE,
alors

Card (A1 U A U---UA,) =) (=1 > Card (A;, N---NA;,).

k=1 1< <ig<-<ix<n
Cette formule est appelée formule du crible.
6. Pour tout ¢ € [[1,n], notons 4; = {0 € &, | o (i) = i}.
(a) Soient k € [1,n] et 1 <iy <ig < -+ < i < n. Justifier que :
Card(A;; N A, N---NA;,) =(n—Fk)L

n
(b) En remarquant que D,, = U A;, montrer & I’aide de la formule du crible que :
i=1

e
g =y EIL
k=0

Exercice 3 (Un probleme de points fixes)
Soient f,g :[0,1] — [0,1] deux fonctions continues telles que fog=go f.

On note A = {x € [0,1] | f(z) = x} 'ensemble des points fixes de f.

1. Justifier que A possede une borne inférieure que I'on notera a et une borne supérieure que 1’on
notera b.

2. En utilisant par exemple une caractérisation séquentielle de la borne supérieure, montrer que
be A

3. Prouver que g(b) € A. Quelle inégalité liant g(b) et b en déduit-on ? Que peut-on dire pour g(a)
eta?

4. Montrer enfin qu’il existe ¢ € [0,1] tel que f(c) = g(c)

On pourra considérer la fonction ¢ : x € [0,1] — f(z) — g(x).

Exercice 4 (Etude d’une suite récurrente linéaire d’ordre 3 a coefficients constants)
On se propose d’étudier la suite réelle (uy),~, définie par ug = 0, u; = 0, uz = 1 et pour tout entier

naturel n,
5 1

Un+3 = 2Upt2 — it + 7ln-
1 8§ =5 1
Soit A la matrice carrée d’ordre 3 telle que A = 1 4 0 0 | et pour tout entier naturel n, soit
0 4 0
Un+2
X, la matrice a trois lignes et une colonne définie par : X,, = | Un+1
Unp,

1. (a) Justifier pour tout entier naturel n, 'égalité : X, 11 = AX,,.

(b) En déduire pour tout entier naturel n, la relation X,, = A" Xj.

2. Soit P, Q et T les matrices suivantes :
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11 4 16 —16 4 L [200
P=[124], Q= -4 4 o0 et T=5| 012
140 —2 3 -1 001

(a) Calculer le produit PQ. En déduire que la matrice P est inversible et déterminer sa matrice

inverse P~ 1.
(b) Calculer les produits PT et AP. En déduire pour tout entier naturel n, 1'égalité
A" = pT" Pl

.Onpose N=T—D.

= o O

2 0

1
3. Soit D la matrice définie par : D = 3 0 1
0 0

(a) Déterminer pour tout entier k > 2, la matrice N*.

(b) Vérifier que DN = N D et montrer que pour tout entier naturel n, on a :

2 0 0

(¢) En déduire pour tout entier naturel n, 'expression de la matrice A™.

4. (a) Déduire des questions précédentes l'expression de u,, en fonction de n.

(b) Déterminer la limite de la suite (un),,0-




