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—— Correction - DS 5
Devoir surveillé du Samedi 7 Mars

Exercice 1
1. (a) fn est définie, continue et dérivable sur R (c’est un polynéme). Pour tout = € R,

fi@)=m+Da" +nz" ' =2" " (n+ 1)z +n).

On a alors 2 cas :

e Si n est impair : n — 1 est pair et supérieur ou égal & 2. Donc 2"~ ! > 0 et f! est du
signe de (n + 1)z + n.

n
T —00 Tt 0 +00
! (2) - 0 + 0 +
+0oo +00
/
(@) T~ 0
f(_n + 1)
e Sin est pair :
n
T —00 Tl 0 +00
! (x) + 0 — 0 +
F=—) e
fn(z) / n+1 \ /
— 00 0

(b) On a, pour tout n > 2,

n n \""! n \" n \" n
fnloo37) = <_n+1) +<_n+1) :<_n+1) <_n+1+1)

n \" 1 (—=1)"n"
= (- X = :
n+1 n+1l (n41)nt+l

: : n n
Sin est pair, fn(—n+ 1) = CEEEE <l<2

Si t impair, fp( n ) n <0<2
i n est impair —_— )= )

Pt I 1 n+ 1)+l
n
Ainsi, dans tous les cas, | fn(— <2
insi, dans tous les cas, | fy,( s 1)

(¢c) e Sur [0,400] (quelque soit la parité de n) : f, est continue et strictement croissante
sur [0, +oo[. D’apres le théoreme de la bijection, f,, réalise une bijection de [0, +o0[
sur f([0,+0o0[) = [0,4+00]. Donc l'équation f,(x) = 2 admet une unique solution
(I'antécédent de 2 par f,). Remarquons que f,,(1) = 1"*! 4+ 1" = 2 donc 1 est I'unique
solution de I’équation f,(z) = 2 sur [0, +o0].

e Sur | —00,0] : On distingue deux cas suivant la parité de n.

n
?,0], fn est négative donc 'équation f,(z) = 2 n’a
n

pas de solution. Sur | — oo, — "

— Si n est impair : Sur [—

?], on applique une nouvelle fois le théoréme de
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la bijection, ce qui démontre que 1’équation f,(x) = 2 admet une unique solution
n

].

ay, €] — oo, —

n+1
n
— Si n est pair : f, atteint son maximum au point d’abscisse o Or d’apres
n
n
la question précédente fn(—?) < 2. Donc 'équation f(x) = 2 n’admet pas de
n
solution.

Donc, I’équation "1 + 2™ = 2 admet ‘deux solutions * = a,, et x = 1 si n est impair |, et

‘une unique solution x = 1 si n est pair. ‘

2. (a) det(P)=(—1) x1—1x1=—2%%0 donc P est inversible et
1 1 -1 1/-1 1
-1_ _ =
P _—2<—1 —1> 2<1 1)'

(b) Remarquons que A = PDP~! < D = P~'AP. On obtient alors | D

b 2)

3. (a) On a:

X solution de (E,) < X" 4 X"=A4A
& Xttty xn=ppp!
& plxntlpy p-lxnp_ p-lppp-lp—p.
=] =]

On pose Y = P7'XP. OnaY" = (P7'XP)" = P"'X"P (on peut démontrer cette
derniére égalité avec une récurrence). De méme Y+ = P=1X"*1 P Donc :

X solution de (E,) & Y™™ 4+ Y™ = D & Y solution de (E/,).

(b) Soit Y une solution de (E’,). Donc Y+ 4+ Y™ = D. Alors :
DY = (YnJrl + Yn)Y — Yn+2 4 Yn+1 — Y(ynJrl + Yn) —YD.
Ainsi, | DY =Y D.

a b

(¢c) On pose Y = (c d>' Alors :

DY =YD & (290 20d> - (8 ;Z) S 2=0 et 2e=0e[b=c=0]
(d) D’apres la question précédente, Y = <8 2) Donc Y™ = (ao ;) Alors :
Y solution de (E!)) < Y™ 4y"=D
o (@ 0y (@t 0)_ (00
0 dt! 0 d*)  \0 2
& d"Mra" =0 et VTP =2.

Ainsi a"™ +a" =a"(a+1) =0et donca® =0 oua+1=0.
‘Les seules valeurs possibles pour a sont donc 0 et —1. ‘

(e) On a vu que :

X solution de (E,) < Y solution de (E))
& a4 ad"=0 et " 4 d" =2

D’apres la question 1.(c),
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e Si n impair : L’équation d"*! + d" = 2 admet deux solutions (d =a et d=1). 1y a
donc 4 solutions de (E),):

0 0 0 0 -1 0 -1 0
0 a,)’ \O 1)’ 0 ap/’ 0 1)°
e Sin pair : L’équation d"*! 4 d" = 2 admet une solution (d = 1). Il y a donc 2 solutions

de (E) :
G ()

Il faudrait vérifier réciproquement que les matrices obtenues ci-dessus sont bien solutions
de I’équation (E,,) (calculs simples laissés au lecteur).

Enfin, on remarque que deux valeurs différentes de Y donnent deux valeurs différentes pour
X. En effet :
X;=Xo&e P ' X1P=P!'XoP =Y, =Y,

Donc ‘ (E,) admet 4 solutions si n est impair et 2 solutions si n est pair. ‘

4. Ici, n = 3 donc n est impair. D’apres la question précédente, (E%) admet 4 solutions :

00 0 0 ~10 -1 0
Y B U B e B O

(E3) admet donc 4 solutions X; = PY;P~!. On obtient alors (calculs laissés au lecteur) :

1o « 1/1 1 l{(-1+a 1+« 0 1
X1_2<a a>’ X2_2(1 1)’ X3_2<1+a —1+a)’ X4_<1 0)'

Exercice 2
1. Pour faire apparaitre af(x) + b, il suffit de remplacer x par f(z) dans la relation donnée
(puisqu’elle est vraie pour tout réel z elle est aussi vraie pour tous les réels de la forme f(x)) :

Nous disposons d’une autre possibilité pour faire apparaitre f(f(f(z))) : appliquer la fonction f
a f(f(x)). En appliquant la fonction f aux deux membres de ’égalité vérifiée par f, on obtient :

[ (f(2)) = flax +b).

On a donc montré la propriété :

Vo € R, flaz+b)=af(z)+b.|

Remarque. Plus abstraitement, il y a deux fagons de voir f o f o f: dire que c’est (fo f)o f
(c’est la premiere relation obtenue) ou encore f o (f o f) (deuxiéme relation). La clef est donc
en fait ’associativité de la composition des applications.

2. On peut dériver pour obtenir la relation voulue sur f’. Attention, le membre de gauche est une
fonction composée | En dérivant cette égalité par rapport a la variable x, on obtient :

Vz eR, af'(ax+0b)=af(z).

Le réel a étant différent de 0, on en déduit :

Ve eR, f'(ax+0b)=f(x).
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3. La suite (up)nen est arithmético-géométrique.

Rappelons qu’il faut introduire la suite auxiliaire (vy,)nen définie par v, = u, — ¢ ou ¢ est la
solution de I’équation ax + b = x qui n’est autre que /.

Pour n € Non a:

b
Up+1 — L = aup +b— ——
l1—a
B au, — a*u, +b—ba —b
N 1—-a
= a(u, —¥)
Ainsi, la suite de terme général v, = u,, — ¢ est géométrique de raison a € |0, 1].
Ainsi, lim v, = lim a"(up —¥¢) =0 et donc| lim w, =/
n—+o0 n—+o00 n—+00

4. Soit x € R et soit (up)nen la suite réelle définie par uy = = et, pour n € N, upy1 = au, + b.

Le résultat de la deuxieme question montre que
VneN,  f(uns1) = f(un).
La suite de terme général f/(u,) est donc constante. En particulier,
VneN, f(un) = f'(uo)-

Or f’ est continue et lirf uy, = £ donc, en faisant tendre n vers +o0,
n—-+0oo

f'(0) = f'(uo) = f' ().
Le réel x ayant été choisi arbitrairement, on a donc la propriété

vz eR, f'(z)=f'(0).

Autrement dit, | f’ est constante.

5. La fonction f est donc affine : il existe deux réels A et u tels que
Ve eR, f(z)=\z+ p.
On en déduit
Ve eR, f(f(x))=Nz+\+1)p.

Par définition de f, on a donc
A = a
A+1Dp = b
Nous pouvons alors distinguer deux cas :
b .
14 a’
b

e si A =—y/a, alors =

e si A =./a, alors pu =

(ce dernier calcul est licite car a # 1, donc v/a # 1).

1-+Va

Finalement, f est de la forme

ou z+— —xva+

b
1—a

b
T avat o
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& Mise en garde.

Nous obtenons ainsi une condition nécessaire sur l’expression de f : si f est solution du
probleme alors f est de la forme. Il reste a vérifier que les fonctions obtenues conviennent
bien (ou, si besoin, & éliminer les solutions parasites). Il s’agit plus précisément d’un
raisonnement par analyse-synthese.

Pour conclure, il est aisé de vérifier (laissé au lecteur) que les deux applications

x = xva+ et z+— —zva+

b b
1+ +va 1—+a

vérifient la relation f(f(z)) = ax + b pour tout réel .

En reprenant la démarche et les notations précédentes, la suite (v, )nen est géométrique de raison

a>1, dou lim wu, = +oco. Le raisonnement ci-dessus ne peut alors plus étre poursuivi.
bl n
n—-+oo

Il faudrait trouver un moyen de remplacer a par son inverse, et se ramener ainsi au cas précédent.
On peut y parvenir en faisant intervenir la réciproque de 'application affine x — ax + b, c’est-
a~dire x — (z — b)/a.

Supposons a > 1. On a alors, comme précédemment,
Ve e R, f'(z)= f'(ax + D).
x—0b

En remplagant x par , on trouve

On peut donc appliquer le résultat précédent en remplacant b par —b/a et a par 1/a € ]0,1[. On
en déduit que la fonction f est affine.

Le calcul de la question 5 reste valable et les fonctions solutions sont définies par les mémes
expressions.

Exercice 3
Partie I. L’anneau Z[\/7).

1.

2.

L’existence d'un tel couple releve directement de la définition de Z[v/7], il s’agit donc surtout
de prouver l'unicité. Soient aq,as, b1, by des entiers tels que aq + bi1VT = as + b /7. Alors
(bl —b2)ﬁ: as —aj.

Si by # by, alors /7 = % € Q, ce qui est absurde. Donc b; = bs, et donc a; = as.

Ainsi, | tout élément de Z[/7] s’écrit bien de maniere unique sous la forme a 4 bv/7, (a,b) € Z2.

Montrons que Z[v/7] est un sous-anneau de R.

e Le neutre multiplicatif de R est 1 = 1+ 0v/7 € Z[\/7].
e Soient x,y € Z[\/T], et soient a1, by, as,by € Z tels que x = aj + b1V/7 et y = az + b /7.
Alors :
x—y=(ay —az) + (by — bo) V7 € Z[VT|.
—_—_————  ——
EZ €7

Enfin :

TY = <a1 + bl\ﬁ> (CLQ + bg\ﬁ) = ajag + 7bibs + (a1be + azby) \ﬁ S Z[\ﬁ]
€L €L
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Et donc | Z[/7] est bien un sous-anneau de R.

Si Z[/7] était un corps, alors 2 serait inversible dans Z[/7], et donc il existerait a,b € Z tels
que :

1
5=a + bV/7, soit encore (2a — 1) 4 2bv/7 = 0.

Par la question 1, ceci implique que b = 0 et 2a — 1 = 0, ce qui n’est pas possible dans Z. Donc
2 n’est pas inversible dans Z[v/7], et | Z[/7] n’est pas un corps.

3. Vérifions que ’application ¢ : x — T est un automorphisme d’anneau de Z[\ﬁ]

e o(1) =p(1+0V7) =1-0V/7=1.
e Soient z,y € Z[\/7], et soient ay, b1, az, by € Z tels que x = ay +b1\/7 et y = az + bo/7. En
utilisant les calculs déja effectués :
olx+y) =¢((a1 +a2) + (b1 + bz)\ﬁ) = (a1 +a2) — (b1 + bz)\ﬁ
= (a1 — b1V7) + (a2 — baVT) = () + o(y)

et :
go(x X y) = @((alag + 7blb2) + (albz + azbl)ﬁ) = (a1a2 + 7blb2) — (a1b2 + azbl)ﬁ

= (a1a2 + 7(—b1)(—b2)) + (al(—bz) + az(—b1))ﬁ
= (a1 = b1V7) x (ag = b2V'T) = p(x) X p(y).

Enfin :
pop(x)=pla —VT)=a + VT ==

donc poy = idz[ﬁ], et ¢ est bijective.

Ainsi, |z + T est un automorphisme d’anneau de Z[/7].

4. (a) Soit x,2’ € Z[V/7]. En utilisant le résultat de la question précédente :

(b) Soit z € Z[/7], inversible. Notons z’ € Z[v/7] son inverse. Alors :
1=N(1) = N(xz') = N(z)N(2).

Mais N(z) et N(2') sont deux entiers. Ainsi, N(z) = +1.

Inversement, si = a + b\/7 est tel que |N(x)| = 1. Alors x # 0 (car N(0) = 0), et donc z
est inversible dans I’anneau R. Son inverse est

1 1 a— b7 a—b\ﬁ_ a b NG

T atbVT  (a+bVT)a—bvT) a—T2  N(z) N(z)

Et cet inverse appartient bien & Z[v/7] puisque |N(x)| = 1. Ainsi, x est bien inversible dans
'anneau Z[V/7].

On a donc montré que |z € Z[v/7] est inversible si, et seulement si, N(x) = +1.|Et si c’est

le cas, ‘son inverse est T si N(z) =1, —% si N(z) = —1.‘
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Partie II. Structure du groupe des inversibles de Z[\/7] et équations de Pell-Fermat.

5. Puisque N(8 +3v7) =82 - 7x32=1,|8+3/7 € G.

Et donc ‘G contient d’autres éléments que :tl.‘

6. On souhaite montrer que G N1, +o00[ posséde un plus petit élément w.

(a)

(b)

Supposons que > 1 et N(z) = 1. Alors :

1
I<-<1l<uz.
x

Or, par la question 4.(b), — = Z = a — by/7. Ainsi, a — bv/7 < a4 b\/7, et donc . Et
alors a — b\/7 > 0, donc a > bv/7 > 0. Puisque a € Z,

On a toujours 'inégalité :

8|

1
< —<1l<zx
x

1
tte fois — = -7 = — b\ 7. Ainsi, — V7 < bv7etd > 1|. Et pui
avec cette fois . T a+by7. Ainsi, —a+bV7 < a+bV7 e onc puisque

b7 > a, il vient

Soit & = a + by/7 € GN]1, M]. Par la question précédente, a > 1 et b > 1. On en déduit
que :
1<a<a+b/T<M et 1<b<b/7<a+b/7<M.

Autrement dit, (a,b) € [1, M]?. Donc il y a au plus M? couples (a,b) tels que a + b\/7 €
GN|1, M]. Donc ’Gﬁ]l,M] est ﬁni.‘

Nous avons déja dit que G contient 8 4+ 3v/7. Prenons donc M un entier supérieur ou égal
4 8 +3+/7. Alors G N]1, M] est non vide et fini, il posséde donc un plus petit élément .

Pour tout € G N1, 4o00[, on a deux cas :

e soit x < M, et alors u < x ; ‘ e soit x > M, et alors u < M < z.

Donc ‘u est le plus petit élément de G N1, +oo]. ‘

Puisque v > 1, u" —+> +00. Et en particulier, il existe ng € N tel que pour tout k > ny,
n—-—+0o0

uf > 0.

Soit A, = {k € N|u" <wv}. Clest une partie non vide de N (car contient 0), majorée
par ng. Elle admet donc un plus grand élément k. Et puisque k € A, et k +1 ¢ A,,
‘uk §v<uk+1.‘

On a donc 1 < - < u. Et puisque v et u® sont deux éléments de G, qui est un groupe,
= (uk)*1 appartient & G.

Puisque u est le plus petit élément de G N |1, +oo], et que & < u, il suit que % =1, si

bien que [0 = "

Puisque u € R* (car u > 1), u* > 0 pour tout k € Z, et donc (u) C G NR.
Inversement, soit v € G NRY.

e Siwv > 1, alors par la question précédente, v € {uk, ke N} C (u).

e Siv=1,alors v =u" € (u).

k

)

e Siv <1, alors % > 1, et donc par la question précédente, il existe k € N tel que % =u
et donc v = u* € (u).

Donc |G NRY = (u).
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8. Soient (e1, k1), (g2, k2) deux éléments de {—1,1} x Z. Alors :

9.

f(e1, k1) - (e2,k2)) = f (162, k1 + ko) = e1e0uf1R2 = cyauMegu? = £ (e1, k1) f (€2, k2)

Donc ‘ f est bien un morphisme de groupes. ‘

Soit (e, k) € Ker(f). Alors :

fle k) =eu® =1.

Puisque u* > 0, on a ¢ = 1. Et alors u* = 1, d’ott k = 0. Donc Ker f = {(1,0)}, ou (1,0) est le
neutre si bien que f est injectif.

Enfin, si z € G, alors :

e soit # > 0, et donc par la question 9.c, il existe k € Z tel que x = u* = f(1,k).

e soit z < 0, mais alors —x > 0, et donc il existe k € Z tel que x = —u* = f(—1,k).

Dans tous les cas, x possede un antécédent par f, qui est donc surjectif.

Ainsi, f est bijectif : c’est un ‘isomorphisme de groupes.‘

(a)

Notons que (z

,y) € Z? est une solution de 2 — 7y? = 1 si et seulement si o = x + y+/7 est
tel que N(a) = 1.

Nous savons déja que N (8 + 3v/7) =1, et donc ‘ (8,3) est solution de I’équation. ‘

Pour tout k € N*, N ((8+3V7)¥) = N(8 + 3v7)F = 1, si bien que si on note (ay, by)
les entiers tels que (8 + 3v7)* = ap + bp\/7, alors az — 7b% = 1. Et donc (ay,bg) est
solution. Reste & remarquer que puisque 8+3+/7 > 1, la suite ( (8437 )k) ., est strictement
croissante, et donc injective.

Ainsi,

il y a une infinité de solutions & I’équation z? — 7y? = 1. ‘

Nous avons déja dit que (8,3) est 'une d’entre elles. Et puisque (8 +3v/7)%2 =64 +7 x 9+
48V/T = 127 + 48V/3, alors

(127,48) est une deuxieme solution. ‘

La encore, les couples (z,y) solutions de 22 —7y? = —1 correspondent aux élément z4+yVT €

Z[\7] tels que N(x 4+ y/7) = —1.

Notons que de tels éléments sont nécessairement dans G, et il s’agit donc de déterminer le
nombre d’éléments de G dont la norme vaut —1.

Soit g € G. On a deux cas :
o sige GNR: = (u), il existe k € Z tel que g = u*. Mais alors :

N(g)=N@") = Nw)*=N@B+3vV7)F =1

et donc N(g) # —1.

e sig e GNR*. Alors —g > 0 et appartient toujours & G car N(—g) = N(—1)N(g) =
N(g). Donc —g appartient & GNRY , de sorte que N(—g) = 1 par le cas précédemment
traité. Ainsi, dans ce cas également, N(g) = 1.

Ainsi, il n'existe aucun élément de Z[v7] de norme —1, et donc I’équation

‘xQ — Ty? = —1 n’a pas de solution.‘

Exercice 4
1. Montrons par récurrence que la suite est bien définie! et que pour tout n € N, u,, > 0.

] se pourrait en effet qu’a un certain rang n € N*, on ait u,—1 < n et que u, = y/un—1 + n ne soit pas défini.
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ug est bien définie et ug > 0, donc la propriété est vraie au rang n = 0.

Soit n € N*. Supposons la propriété vraie au rang n — 1, et montrons la propriété au rang
n.

Puisque u,—1 > 0 par hypothese de récurrence, n + u,—1 > 0, et u, = /n + u,—1 est bien
défini et positif. D’ou la propriété au rang n.

Par principe de récurrence, u,, est bien défini et positif pour tout n € N.

Vérifions & présent 'inégalité demandée. Tout d’abord, ug > 0 = /0, et pour tout n € N* :

n<n+u, 1, dott vVn < Vn+ up_1 = uy

par croissance de la fonction racine carrée. Ainsi, ‘un > /n pour tout n € N. ‘

Puisque +/n —+> 400, on en déduit par théoreme de comparaison que
n—-+00

lim wu, existe et vaut +oo.
n—-+o0o

2. (a) Pour tout x >0 :

l+z l+z—-2yr (1—x)?
_ = = > 0.
;- Ve > > 120]

D’ou I'inégalité souhaitée.

U,
(b) Montrons par récurrence que pour tout n € N, u,, <n+ 2—2.
U,
Comme ug < 0+ 2—8, la propriété est vraie pour n = 0.
Soit n € N*. Supposons la propriété vraie au rang n — 1. Montrons qu’elle est vraie au
rang n.

On applique 'inégalité de la question précédente a = n + up_1 :

1+n4up— 14+n  Up—
Up = VN F+ Up_1 < + ;— nl: —; + n21.
Or par hypothese de récurrence :
Uug

Up—1 <n—14+

on—1"
En remplagant dans I’expression précédente, on obtient :

1 -1
tn.n —1-@:114-@.

<
UnS 5T o on

D’ou la propriété au rang n.

.. , U
Par principe de récurrence, |u, <n + 2—2 pour tout n € N.

Pour tout n € N* ;

Uuop
2n—1’

N Up—1 _n—1 U
d'ou 0 < 2 < 2 +n22n—1

O0<up_1<n—1+

n—1 UQ 1 1 UQ
Puisque = —— —+ ————  — 0, par le théoréme des gendarmes
e =2 + n22n—1  n  n2 + 02271 niteo P & '

. Un—1 . _—
lim n2 existe et vaut 0. Ainsi, |up—1 = o(n?).
n—+oo N n—+00




MP2I

(c) Pour tout n € N* :

lim 7+

n—+oo n

o(n).

Puisque

U =
n n—-4o00

Soit n € N*.

Ecrivons :

par la question précédente. Ainsi,

Alors :

Lycée Roosevelt

Un VI + Un—1 _ \/n+un—1 . \/1+ Un—1
n n? n  n2’
1 . . Un,
= 0 par la question précédente, (—) converge vers 0, et
n /n>1
Up 14+ Unp—1
vn n
Up—1  Up—1 N — 1 N Un—1 0

n n—1 n notoon—1n->+o0

—
n—-+00

S ™

1, qui se récrit

Un ~
n—-+00

3. (a) Pour tout n € N :
Up—
f:\/mfzﬁ(,/l+ = 1>
Or, on a montré que lim Yn=l _ 0. Avec I’équivalent usuel suivant :
n—-+oo n
1
Vit -1 ~ —x
z—0 2
il vient :
14+ Un—1 1 1 Uy 1

n ntoo 2 m

Puisque u,, ~ +/n, on obtient :
n—-+0o00
Up—1 vn—1 vnoo 1
Un st v 2 n—stoo Vi 2n  n—+oo \/ﬁin 2
. . 1
Ainsi, | la suite (v,)nen converge vers 7
b) Puisque lim o, = =, al — =4 o(1), qui se récrit :
(b) Puisque Jm v, =g, alosv, = o 4o qui se récrit :
= Vn+ ! +o(1)
Un = Vntgto(l).
4. (a) On multiplie par la quantité conjuguée :

Vi yai=

(Vi—Va—D)(/a+Vn—1)

n—(n-1)

1

Vit v/n—1 VN e

lim (v/n —

Ainsi,
n—-4o0o

vn—1)=0.

D’autre part, u, =
n—-+

=ty = (VAL 5+ 0(1)) -

1
Vn+ 5 + 0(1), d’ott en remplagant :

=(HWn—-vn—-1)+o0(1) — O

n—-+00

Ainsi,
n—-4o0o

lim (up —up—1) = 0.
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(Vn—1+ 1 +0(1))

Vn+vn—1
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(b) Calculons :

Un+l — Up = VN +Up — /N — 1+ upq
(Vn+u,—+vn—T+up_1)(/n+up+v/n—1T+u,_1)
Vit u, +vn—1+up—1

C(ntup) —(n—14uy—q) 1+ up — Up—1
SVt un =Tt up1 NV un =1t up1

La quantité au dénominateur étant toujours positive, w1 —uy, est du signe de 14wy, —up—1.

Puisque lirf 1+ up, —up—1 = 1, il existe un rang N € N tel que pour tout n > N,
n——+0oo

14+ up — Up_1 > 0.

Ainsi, pour tout n > N, upt1 — un > 0, et ’ (up) est croissante a partir d’un certain rang.
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