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—— Correction - DS 6
Devoir surveillé du Samedi 4 Avril

Exercice 1
1. Par définition,

f(z) = (ch(z))r = ex n(ch(=)

Donc f est définie pour tout réel x tel que ch(z) > 0 (toujours vraie) et = # 0.

Le domaine de définition de f est donc .

2. (a) D’apres le cours, |ch(z) =1+ %2 + o(x?).

(b) Comme 1ir% ch(z) —1 =0, en écrivant In(ch(x)) = In(1 + (ch(x) — 1)), on peut utiliser le
z—>

théoreme de composition de développement limité en utilisant

X2  Xx3
ln(1+X):X—7+?+0(X3)

ot on remplace X par la partie réguliere du développement limité de ch(z)—1. On obtient :

x? Z
%ln(ch(ac)) = % (2 + 0($3)> =57 o(z?).

Comme hl% 1 In(ch(x)) = 0, on peut donc & nouveau utiliser le théoréme de composition
T—

de développement limité en remplacant X par la partie réguliere du développement limité

de 1 In(ch(x)) dans celui de e :

2

X
eX=1+X+7+o(X2).

On obtient finalement :

flx) =1+ i+ La? + o(a?).

(c) Avec le développement limité de f, on déduit que lirr%) f(z)=1.
z—

Donc ‘ f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 1. ‘

d) Toujours avec le développement limité de f, on déduit que la tangente T & %r a pour
y g f

équation : |y =1+ %w

De plus, f(z) — (1+ 3z) = %mQ + o(z?) ~ %xQ > 0 au voisinage de 0.

Donc ‘(ff est au-dessus de T au voisinage de 0. ‘

Exercice 2 (Inégalités de convexité)
1. (a) Soient x1,x2,y1,y2 € R%. Alors

(@) + f(22,92) = yip <$1) + Y2 <m> .
Y1 Y2

Et par ailleurs, f(x1 4+ 22,91 +vy2) = (y1 +42) ¢ (m> Posons A = 22— ¢ [0,1], de

y1+y2 Yy1+y2
sorte que 1 — A = ylzﬁyg. Alors :
I T2 I i) 1
1—)\—1—)\): < + >= T1+22,Y1 +Y2).
S0<( )yl Y2 4 yi+y2 Y1ty y1+y2f( vt y)
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Par concavité de ¢ :

T T2 U T Y2 T2
tm ) 2 it () e ()
Yyr+y2 Y1+ Y1+ Yo Y1 Y1 + Y2 Yo

Et donc apres multiplication par y1 + yo, f (21 + Z2,y1 + y2) > 119 (%) + Y2 <f7§>, soit
encore

@1+ 0,91 +y2) > f (21,91) + f (22,30) -

(b) C’est une simple récurrence.
2. (a) La fonction ¢ : t — /T est de classe > sur R, et pour tout ¢ € R,

1 1
"t)=—= et ¢"(t)=——7% <0.
PO =5z et 0= an

Ainsi, | ¢ : t — /t est concave sur R .

(b) La fonction t — /t est concave, donc par ce qui précede, pour 1, ..., Tn, Y1,...,Yn € R%,
il vient

n
Zykq/*g Z?/k n @Z\/xkykf Zyk Zxk
k=1 Yk k=1 Z g k=L k=1 k=1

k=1

En particulier, si ai,...,an,b1,...,b, sont des réels strictement positifs, alors en posant
Ty = a,2c ety = b2, il vient

Exercice 3

1. (a) Ona:
0 a b
N = 0 0 af||abeRp={aJ+bK |a,beR}=Vect(J K),
0 0 0

donc ‘JV est un sous-espace vectoriel de .#3 (R). ‘

La famille (J, K) est génératrice de .4". Elle est également libre car J et K sont deux
vecteurs non colinéaires. Donc ‘ (J, K) est une base de 4" et A4 est de dimension 2 |.

(b) Soient A et B deux matrices appartenant & .4". Comme (J, K') est une base de .4/, il existe
des (uniques) réels ay, az, by, be tels que A =a1J + asK et B =b1J + bo K. Alors :

AB = (a1J+a2K)(b1J+ bQK) = a1b1J2 + CL1b2JK+ CL2b1KJ+ blbgK2 = alblK € JV,

car J2=K et JK = KJ = K? = 0. Ainsi, ‘JV est bien stable par produit matriciel.

(c) En reprenant les calculs précédents, on a :

AB = alblK = blalK = BA.

Ainsi, | les matrices de .4 commutent deux 3 deux. |
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Soient A, B et C trois matrices appartenant & 4. En décomposant dans la base (J, K)
comme aux questions précédentes, on a :

ABC = (a1J+ agK) X (b1J+ bQK) X(61J+ CQK) =a1bicg KJ +arbico K? =0.

a1 K =0 =0

Ainsi, | le produit de trois matrices appartenant a .4 est toujours nul.

La matrice nulle n’appartient pas a _# donc ‘ # n’est pas un espace vectoriel sur R.

Soient I + N et I + N’ deux matrices appartenant a ¢, avec N et N’ appartenant & 4.
Alors :

(I+N)I+N')=I+N+N'+NN".
La stabilité de .4 pour la multiplication implique que NN’ € .#". Puisque .4 est un espace
vectoriel, N + N' + NN’ € 4. Donc, par définition de #,I+ N+ N+ NN' e 7.

On a bien prouvé que ‘ _J est stable par produit matriciel. ‘

1
Soit N € 4. Alors N? € ¥ car 4 est stable par produit matriciel. Donc N + §N2 eN

car ./ est un espace vectoriel. On a alors :

1
E(N)=I+N+ N*€ 7.

———
eN

On a ainsi démontré que |E(A) C Z.

Soient A et B deux matrices de 4. Alors :
1 9 1 9
E(A) x E(B) = I—I—A~|—§A X I—I—B—|—§B
J 1 9 1 o 1 9 1 99

Comme A, B € .4, AB? = A’2B = A2B? = 0 (question 1.(f)).
Donc

1
E(A)xE(B)=I+(A+B)+ 5(A2 +2AB + B?).
Comme AB = BA car A et B appartiennent & .4 (question 1.(e)), on a alors :

E(A)x E(B)=1+(A+B)+ %(A + B)>.

On peut ainsi conclure que ‘E(A) x E(B) = E(A+ B). ‘
Soit A € .4". Montrons par récurrence la propriété Z(n) : "(E(A))" = E(nA)”.
(E(A)° =TI et E(0 x A) = E(0) = I donc 2(0) est vraie.

Soit n € N. Supposons que #(n) est vraie et montrons &(n + 1).
En utilisant I’hypotheése de récurrence a la deuxieme égalité et la question précédente
a la troisieme :

(E(A)" = (E(A)" x B(A) = E(nA) x B(A) = E(nA + A) = E((n + 1)A).

Donc Z(n + 1) est vraie.

Par récurrence, ‘pour tout n € N, (E(A))" = E(nA). ‘
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(d) Avec la question 3.(c), on a :

E(A) x B(—A) = B(A— A) = E(0) = I.

Donc | E(A) est inversible et (E(A))™! = E(—A).

4. (a) Soit I + N une matrice appartenant a ¢, avec N € 4. Alors :

L(I+N):(I+N)—I—%((I+N)—I)2:N—%N2e,/V,

car ./ est un espace vectoriel qui est stable par produit (questions 1.(a) et 1.(d)).

On a ainsi démontré que |L(_#) C A.

(b) Remarquons tout d’abord que les composées Lo E et Eo L existe bien d’apres les questions
3.(b) et 4.(b). Soit N € 4.

e D’une part, on a :

(LoE)(N) = L(E(N)) =L <I + N+ ;N2>

1, 1 1, 2

1 1 1 2 1 1 1
= N+-N?>—--(N+=-N?) =N+-N?—-- N2+ N34+ Z-N*
*3 2( *3 > *3 2< AT

1 1
= N+-N?*--N?=N,
2 2

en utilisant la question 1.(f) pour simplifier.
e D’autre part, on a :

(EoL)(I+N) = E(L(I+N)):E<N—1N2>

1 1 1 2
= I+ ((N—-=N? ~ (N - ZN?
1 2 1 2 3 4
= I+N—§N +3 N2 _N34+ZN
1 2 1 2
= I+N—§N +§N =1+ N,

en utilisant encore la question 1.(f) pour simplifier.

On a ainsi démontré que |Lo E=Id y et Eo L =1d 5 |

Les applications | E et L sont donc bijectives et réciproques I'une de l'autre. ‘

Exercice 4 (Approximation d’une fonction 4" sur un segment par des polynomes)
Partie I. Résultats préliminaires

1. Considérons le polynome R = P — ). Il admet une infinité de racines puisque pour tout

te[-1,1], R(t) = P(t) — Q(t) = 0. Ainsi, R = Opy], de sorte que

2. La fonction g = |f] est continue sur le segment [—1, 1] en tant que composée de fonctions qui le
sont. Par le théoreme des bornes atteintes, elle est bornée et atteint ses bornes. En particulier,

elle admet un maximum sur [—1, 1], ce qui justifie | 'existence de n[aax] |f(®)]
te[-1,1
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Partie II. Polynémes de Tchebychev

3. Pour tout x € [—1,1] :

‘T()(l’) =cos(0)=1 et Ti(x)= cos(arccos(z)) = x‘

4. Commencons par un rappel.

Rappel. Une formule de trigonométrie.

cos(a) + cos(b) = 2 cos <";b> cos <“ > b) .

Cette formule peut par exemple se retrouver en passant par les complexes comme suit :

Pour tous a,b € R :

cos(a) 4 cos(b) = Re (em + eib> = Re (e"%b (ei%b + e*“%’))
= Re (eia;rb2cos <ab>> = 2cos (a + b) cos (a — b) .
2 2 2

Soient n € N et x € [—1,1]. Calculons, a 'aide de la formule de trigonométrie ci-dessus :

Thr2(x) + Ty (x) = cos((n + 2) arccos(z)) + cos(arccos (x)

)
5 <(n + 2) arccos(z) + n arccos(x ) < n + 2) arccos(x) — narccos(zr)
= 2cos
2 2

= 2cos((n + 1) arccos(z)) cos(arccos(z))| = 22Ty 4+1(x).

5. Soit z € [—1,1]. D’apres la formule de récurrence précédente :

Ty(x) = 22Ty () — To(x)| = 202 — 1]
Ts(z) = 22T (x) — Ty (x) = 2(223 — x) — ;1:

et

6. Montrons par récurrence (double) sur n € N la propriété & (n) : "T, est une fonction polyno-

miale”.

Puisque Ty : x — 1 et T7 : x — x sont polynomiales, les propriétés &2(0) et Z(1) sont

vraies.
Soit n € N. Supposons & (n) et Z(n + 1) sont vraies.

Pour tout z € [-1,1] :
Thio(z) = 22T 41 (x) — Ty ().

Donc T}, 42 est bien une fonction polynomiale en tant que somme et produit de fonctions

polynomiales. D’ou la propriété Z(n + 2).

Par le principe de récurrence,

7. Montrons par récurrence (double encore) sur n € N* la propriété F(n) : "deg(T,,) = n et

CD(T,,) = 217, ot CD(P) désigne le coefficient dominant du polynéme non nul P.

Puisque 77 = X et Ty = 2X2—1, on obtient deg(T}) = 1 et CD(T}) = 1 = 2°, et deg(Ts) =
et CD(Ty) = 2 = 2271 Ainsi les propriétés Z2(1) et Z(2) sont vraies.
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Soit n € N*. Supposons les propriétés & (n) et &(n + 1) vraies.

Tout d’abord deg (7T}, +2) = deg(2XT,,+1—T,) par la question 4. Or, deg(2XT),,) = deg(X)+
deg(T,+1) = n + 2 qui est strictement supérieur a n = deg(7,). Ainsi :

deg(T12) = deg(2XT,) =n + 2.
De plus, comme deg(T;,) < deg(2XTy11)) :
CD(T42) = CD(2XTpy1) = 2CD(XTpy1) = 20D(Thsq) = 2 x 27 = 27H,

D’ou la propriété au rang n + 2.

Par principe de récurrence, |deg(7,,) = n et CD(T},) = 2"~! pour tout n € N*.| Par ailleurs, on
notera que deg(7p) = 0 et CD(Tp) = 1.

8. Montrons par récurrence (double) sur n € N la propriété & (n) : 7T, est de méme parité que

b

n.

Comme Ty =1 et T3 = X, Z(0) et (1) sont vraies.
Soit n € N. Supposons Z(n) et P (n + 1) vraies.
Par hypothese de récurrence, T, 1(—X) = (—1)"" T 1(X) et T(X) = (—=1)"T,(X),
D'ou :
Tova(=X) = 2(=X)(=1)" " Tp1 (X) — (=1)"T(X)
= (*1)n+2(2XTn+1 - Tn)
= (—=1)""2T;, ;0.

Donc T;,42 est de méme parité que n + 2, ce qui prouve Z(n + 2).

Par le principe de récurrence,

T, est de la parité de n pour tout n € N. ‘

9. (a) Pour tout 6 € [0, 7] :
T, (cos(0)) = cos(narccos(cos(0)))| = cos(nb).

(b) Soit 6 € [0,7]. Alors :

T
cos(nf) =0 @n&zz[ﬂ]@ﬂkez,azz @gkez’gzu
2 n 2n
2k +1
o EIk:e[[O,n—l]],Q:u

0€[0,n]

2k +1
L’ensemble des solutions de I’équation proposée est donc {(;—)TF, ke [0,n— 1]]}
n

(¢) Soit n € N*. A I'aide des questions 9.(a) et 9.(b), pour tout k € [0,n — 1] :

o (252 o (2525) -

2k+1
Les réels cos <(2+)7r> sont donc racines de T}, pour tout k£ € [0,n —1]. Ils sont de plus
n
deux & deux distincts car 0 < L < 3T < ... < W < 7 et cos est injective sur [0, 7]

(car strictement décroissante).

On vient ici d’expliciter n = deg(T},) racines distinctes de T),. Le polynoéme T}, n’a donc pas

cos ((2k2+1)7r> pour k € [0,n — 1] |.
n

d’autres racines, et ses racines sont exactement les

Comme elles sont toutes réelles, ‘T n est scindé sur R. ‘
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(d) Puisque T,, admet n racines réelles distinctes et est de degré n, toutes ses racines sont
simples (de multiplicité égale & 1). Comme le coefficient dominant de T}, est 2% T;, se
factorise en produits d’irréductibles dans R[X] sous la forme :

T, = 2"—1;12[: (X — cos (W)) :

(e) Par les relations coefficients-racines, en notant pg = 7,,(0) et p, = CD(T},) :

ﬁcos <(2k+””> = (-1

2n Pn

On connait p, = 2"~ !. Reste & calculer py :

T nm (=1)2  sin est pair
po =1, (cos <—)> = cos <—> = . .
2 2 0 sinon

Ainsi :

= -1z ,
2k +1
H CcOS <<—’—)ﬂ—> — on—1 s1 n est pair '

0 sinon

Partie ITI. Minoration de la norme infinie sur R,[X]

10. Soit n € N. Pour tout = € [-1,1] :
|T(z)| = | cos(narccos(z))| <1, et donc ||T,]e0 < 1.

D’autre part, |T,,(1)] = [T (cos(0))| = |cos(n x 0)| =1 et donc ||T},]|cc > 1. Ainsi, | [|Th]|cc = 1.

11. Soit n € N*. |V, =2'="T,, est un polynome unitaire de degré n et a coefficients réels‘ car T,
est de degré n & coefficients réels et CD(T},) = 2"~!. De plus :

Valloo = 22| T floo | = 22—

12. (a) Lespolynémes V,, et P étant tous deux de degré n, deg(V,,—T") < n. De plus, puisqu’ils sont

unitaires, les termes dominants se simplifient par différence. Ainsi, ‘deg(Vn —P)<n-1. ‘

(b) Soit k € [0,n]. Calculons

(Vi = P)(x1) = 21T, (1) — P(xp) = 28 " cos(km) — P(xy) = 217 (=1)F — P(xy,).
Or, |P(z)| < ||Plloo < 2'7™ par hypotheése. Deux cas se présentent alors :
e si k est pair, | (V,, — P)(z) = 217" — P(zx) > 0| car P(x) <2177 ;

e si k est impair, | (V,, — P)(zg) = —217" — P(x1) < 0| car —P(zp) < 217",

(c) Soit k € [0,n—1]. Le polynéme V,, — P change strictement de signe sur [z, zj41]. Comme
la fonction polynomiale associée est continue sur [zy,xpi1], par le théoreme des valeurs
intermédiaires, V;, — P s’annule au moins une fois sur |zx1, zx[. Ceci étant vraie pour tout
k € [0,n — 1], V;, — P s’annule donc au moins en n réels distincts.

Le polynoéme V,, — P admet au moins n racines distinctes et est de degré inférieur a n — 1.

Donc V, — P = O] et

On aboutit & une contradiction puisque || Plloo < 217" = ||Vy||0o. Ainsi, pour tout polynéme

a coefficients réels unitaire et de degré n, | || Plleo > 217" = || Vi | o-
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Partie IV. Majoration de 1’erreur

13.

14.

Prouvons 'existence d’un tel polynome. Notons pour cela, pour tout i € [1,n] :

n
X —a;
L, = 2
! Hai—aj

j=1
J#i
Rappelons que (Ly, ..., Ly,) est la famille des polynomes de Lagrange associés aux réels deux a
deux distincts a1, ..., an, et que ces polynomes vérifient, pour tout (4,5) € [1,n]? :
1 sii=j
Lie Ry, 1[X] et Li(a;) = .. ".=0;; (symbole de Kronecker).
0 sii#j

Considérons le polynome :
n
i=1

Ce polynome est de degré au plus n — 1 en tant que combinaison linéaire de polynoémes de
R,,—1[X], et vérifie pour tout j € [1,n] :

n
P(aj) =Y f(ai) Li(a;) = f(aj)L;(a;) = f(ay).
i—1 S~——
=5;
D’ou l'existence d’un tel polynome.
Pour montrer 'unicité, considérons P et @) des polynomes de R,,_1[X] tels que :
Vie[l,n], P(a;) = f(a;) = Q(a;).

Le polynéme R = P — @ est de degré au plus n — 1 et admet ag, ..., a, pour racines distinctes.
Donc R = 0Og[x) et P = Q.

Ainsi, | il existe un unique polynéme P de R, _1[X] tel que P(a;) = f(a;) pour tout i € [1,n]. ‘
(a) Puisque ¢ n’appartient pas a {ai,...,a,}, S(t) est non nul. Par suite, on peut poser
t)— P(t
A= f()S(t)()’ de sorte que p(t) = 0.

(b) Pour tout i € [1,n] :
p(a;) = flai) = Pla;) — A S(ai) = f(ai) — f(a;) =0.

——
=0
Comme ¢ s’annule également en t et que tous les réels aj;, . .., an,t sont distincts, ceci nous
donne ‘n + 1 annulations de ¢. ‘

(c) 1l s’agit d’appliquer le théoréme de Rolle en cascade. Remarquons en préambule que ¢ est
de classe € sur [—1, 1] en tant que combinaison linéaire de telles fonctions.
Montrons par récurrence sur ¢ € [0, n] la propriété (i) : "¢ s’annule (au moins) n+1—1
fois dans [—1,1]”.
La propriété au rang i = 0 a été établie & la question précédente : p(©) = ¢ s’annule
n + 1 fois sur [—1,1].
Soit i € [0,n — 1]. Supposons que ¢ s’annule n + 1 — i fois sur [—1,1]. Notons les
c1 << Cpyil—i-
Soit j € [1,n — i]. La fonction ¢ est continue sur [c;, cj11], dérivable sur ]c;, ¢j41],
et s’annule en ¢; et ¢j;1. Par le théoreme de Rolle, il existe d; € ]¢j, cj41] tel que
et (dy) = 0.
On a montré 'existence de n — ¢ points d’annulation pour ¢t1). D’oll la propriété au
rang ¢ + 1.
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Par principe de récurrence, la propriété Z2(i) est vraie pour tout ¢ € [0,n]. En particulier,

la propriété P (n) est vraie : | (™ s’annule au moins une fois dans [—1, 1].

(d) Puisque P est de degré au plus n — 1, sa dérivée n-eme est nulle.

D’autre part, la fonction polynomiale S est de degré n et unitaire. Par conséquent, S
est constante, égale a n!.

Ainsi, pour tout z € [-1,1] :

o™(@) = ™) (@) — PM(2) - AS™M () = f)(2) - An.

(e) Par la question 14.(c), il existe a € [—1, 1] tel que (™ (a) = 0, soit avec ’expression obtenue
a la question précédente :

(n)
F®W @)~ nl =0, don A= f“).
n!
Mais A a été fixé de telle sorte que ¢(t) = 0. Ainsi :
f"(a)
F(&) = P(t) = AS(t) = ——5(t).

Soit t € [-1,1] \ {a1,...,a,}. Par la question précédente, il existe a € [—1,1] tel que :

M (a
76~ Pty = as(0) = D).
En prenant les valeurs absolues puis en majorant :
/™) (a)] M
1) - Pl < T sy < X gy
n! n!
ott My, = || ™o (qui existe bien par continuité de f(™). Et cette inégalité est encore valable
lorsque t est I'un des aq, ..., a, puisqu’elle devient alors 0 < 0.

La fonction S est polynomiale unitaire de degré n. D’apres la question 12 :
5]l > 247"
et cette borne est atteinte lorsque

k=0

2k -1
c’est-a-dire lorsque |aj = cos <()7T> pour k € [1,n].
n

Pour ce choix de ay,...,a,, on obtient pour tout ¢ € [—1,1] :
M, My, _
50 = P < THS@)] < T2t

M,
Le réel —:121_" apparait comme un majorant de {|f(t) — P(¢)|, t € [-1,1]}. Par comparaison
n

d’un majorant au plus petit d’entre eux :

M, _
If = Plloo < =22,
n.




