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— TD 18

Dérivabilité

Dérivabilité, dérivées successives

Exercice 18.1 (k%)
Soient I un intervalle ouvert de R et f, g : I — R dérivables en a € I. Déterminer les limites suivantes :

o flara) = fa—w) L f@gla) — flagl@) L fla+ B = fla+h)

z—0 2x T zoa r—a T h50 h

Exercice 18.2 (k%)
Etudier la dérivabilité en 0 des fonctions suivantes :

(8) fo: @ € Ry > Vartl 4 am ot n € N 5 ofsin (1) siw0
cos(z)—1 . (C) ho t 2 +— T ‘ :

(b) g:xze€[0,5] — ~sin(z) 81957&0; 0 siz=0
0 siz=0

Exercice 18.3 (% %)
Soit f :[0,1] — R une fonction dérivable et ¢ : [0, 1] — R définie par

B f(2z) six € 0,1],

2z —1) sinon.

A quelle(s) condition(s) la fonction ¢ est-elle dérivable ?

Exercice 18.4 (% %)

1. Montrer que f:x € [g, [ % réalise une bijection vers un intervalle que 1'on précisera.

sin

2. Sans calculer f~!, montrer que f~! est dérivable sur un intervalle & préciser et calculer (f~1).

Exercice 18.5 (%)
Déterminer, pour tout n € N, la dérivée nl®™® de :

(a) firz— (@3+22+1)e (c) f3:x > cos®(x) ; (e) f5:a >

(b) fo:x— 2" tn(x) ; (d) fa:2— e®sin(z) ;

Propriétés des fonctions dérivables

Exercice 18.6 (%%)
Soit f : [a,b] — R une fonction n fois dérivable telle que :

f@)=f(a) = f"(a)=...= f""V(a) = f(b) = 0.

Montrer qu'il existe ¢ € ]a, b[ tel que ™ (c) = 0.
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Exercice 18.7 (% %)
Soit P une fonction polynomiale & coefficients dans R. Montrer que ’équation P(x) = e n’a qu'un
nombre fini de solutions.

Exercice 18.8 (%% - Une généralisation du théoréme de Rolle)
Soit a € R et f une fonction continue sur [a, +o00] et dérivable sur |a, +oo] telle que EIE f(z) = f(a).
x o

On pose :
0,1 — R

g: N f(%—i—a—l) six#0
f(a) siz=0

1. Montrer que g est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1].
2. En déduire qu'’il existe ¢ € Ja, +oo[ tel que f’'(c) = 0.

3. (%) Proposer une autre preuve de lexistence d’un tel ¢ sans passer par la fonction auxiliaire g.

Exercice 18.9 (%% %)
Soient 0 < a < bet f: [a,b] — R dérivable telle que f(a) = f(b) = 0. Montrer qu'il existe un point
de la courbe représentative de f ou la tangente passe par l'origine.

Exercice 18.10 (%% % - Regle de I’Hopital)
Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur |a,b[. On suppose que pour
tout = € Ja, b|, ¢'(x) # 0.

)~ f@) _ [

g9(b) —gla)  g'(c)

On commencera par justifier que le membre de gauche est bien défini, puis on pourra considérer
f— Ag avec A € R bien choist.

1. Montrer qu'il existe ¢ € ]a, b] tel que :

/ —
2. En déduire que si lim F'(@) =/ € R, alors lim M =/
r—a™t g’(x) z—at g(.’L‘) — g(a)
_ & In(1 _
3. Application. Calculer les limites suivantes : lim Lgn(x) et lim 11(—1——23;)33
z—0t x z—0t x

Exercice 18.11 (%% % - Théoréme de Darboux)
Soient I un intervalle de R et f: I — R dérivable. On souhaite montrer que f’(I) est un intervalle.

1. Prouver le résultat lorsque f est de classe €' sur I.

2. On suppose a présent que a < b sont deux points de I, et que y est strictement compris entre
f'(a) et f'(b). Quitte a remplacer f par —f, on supposera que f'(a) <y < f'(b).

On note g la fonction définie sur I par g(z) = f(z) — zy.

(a) Montrer que g admet un minimum sur [a, b], et que celui-ci n’est atteint ni en a, ni en b.
(b) Conclure.
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Exercice 18.12 (k% %)

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe €2 telle que f(a) = f(b) = 0. On pose M = sup |f"(z)|.
z€la,b]

1. A quel type de fonction f correspond le cas M = 0 ? On suppose dans la suite que M > 0.
2. Montrer que pour tout z € [a, b], il existe ¢, € ]a,b] tel que :
xr—a)x—">
flay = T )
On pourra introduire la fonction g(t) = f(t) — 4(t — a)(t — b) avec A tel que g(z) = 0.
<

3. En déduire que pour tout x € [a,b], |f(x)] %(x —a)(b—z), puis que |f'(a)| < %(b —a).

Exercice 18.13 (k%)

A PR . . ) . . L 1
A Paide du théoréeme des accroissements finis, déterminer lim (x + 1)e=+T — ze=.
r—+00

Exercice 18.14 (k% %)

Soit f : [0, +oc[— R une fonction dérivable. Montrer quesi lim f'(x) = ¢ € R, alors lim fz) L.
Tr—+00 r—+oco I

On pourra commencer par se ramener au cas {=0.

Cas ot ou £ = 0.
Supposons 11)111 f'(z) = £. Soit & > 0.

JeeRy, VZERy, 2 >¢ = |f'(2)] <

| ™

Soit x >¢c. On a :

)] _Je=e| | ) =10 1)
< [fn =t +
SECES CINFLC)

D’une part, avec le théoréme des accroissements finis (comme f est continue sur [c, z], dérivable

sur ]c, ),
Ja €le,zf, f(z) — f(e) = f'(a)(z — o).
Alors @) - 0
x) — f(c , €
JNT) SN < =,
‘ T —c |f (a)| -2
D’autre part, lim 1) = 0 donc
T—=+oo T — C
BeR, VrcR,, z>b = |19 <.
T—c 2
Alors, pour z > max(b, ¢), fgf)‘ < &. On a ainsi démontré que Erf (xx) =0.

Cas général.
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Supposons 115{1 f'(z) = £. Posons g(x) = f(z) — fx, de sorte que BI}: g () = 0. On est
(z)

revenu au cas précédent et on a donc lim == = 0. Ainsi :
rz—+o0 I

M:M—E — 0 et donc f— — /.
€x x€x xr——+00 x€X r——+00

Exercice 18.15 (k%% %)
Soit f : R} — R une fonction n fois dérivable (n > 1).

1. Prouver a 'aide d’un exemple que méme si f admet une limite finie en +oo, il se peut que f’
n’admette pas de limite en 4oo.

2. Prouver que si lim f/(x) = +oo, alors lim f(z) = +o0.
T—>+400 T—>+00

3. Prouver que si f et f(™ admettent des limites finies en +oo, alors ll)rll f (n) (x) =0.
xr o]

Exercice 18.16 (%%)
On considere la fonction
e siz <O

f:xERH{

ar?+br +c¢ sinon

Peut-on déterminer a, b, ¢ pour que f soit de classe €2 sur R ? de classe €3 sur R ?

Exercice 18.17 (k% %)

1
2 siz>0 e ' _
On note f:z — N s?x et g:z— € siz€] 1’1[.
0 siz <0 0 sinon

1. Montrer que f est continue sur R.

2. Montrer que f est de classe > sur R et que pour tout n € N, il existe une fonction polynomiale

P, telle que
ve >0, fM(z)=PR, (1) exp (—1) :
x x

3. En déduire que f est de classe € sur R.

4. En déduire que la fonction g est elle aussi de classe €°° sur R.

Exercice 18.18 (% %)
1 1 1
1. Montrer que: Vr eRY}, —— <In (a:—{— ) < -
z+1 x

1 x 1 x+1
2. En déduire que : V:cE]R*,( —1—33) §e§< +$> .
T
+

1 n
3. Montrer que :  Vn € N*, M

Exercice 18.19 (% %)
A Taide des accroissements finis, majorer ’erreur commise dans les approximations suivantes :

1
V10001 ~ 100, 0.999? ~1, cos(l)~

N =
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Exercice 18.20 (% %)
Soit f : R — C une fonction de classe €' et périodique. Prouver que f est lipschitzienne.

Exercice 18.21 (% %)
Soit (uy) une suite réelle vérifiant la relation de récurrence suivante :

cos(uy,) .

VneN, upp1 = >

1. Démontrer qu’il existe une unique réel £ tel que £ = %cos(@).
2. Montrer que ¢ € [0, 1].

3. Montrer que u, tend vers £ quand n tend vers +oo.

Exercice 18.22 (%% %)

Soient I un intervalle, f € €' (I,R) une fonction et a € I un point fixe de f. On suppose I stable par
[ et on note (uy(x)),cn Pour tout = € I la suite définie par ug(x) = x et upy1(x) = f (un(z)) pour
tout n € N.

1. On suppose que |f'(a)] < 1.

(a) Montrer 'existence de deux réels K € [0,1] et a > 0 pour lesquels f est K-lipschitzienne
sur I Nja — a,a+ af.

(b) Etudier la nature de la suite (u()),,c pour tout @ € INja —a,a+al. On dit que le point
a est attractif (pour f).

2. On suppose que |f'(a)] > 1.
(a) Montrer l'existence d’un réel a > 0 pour lequel pour tout x € INja — o,a + of :
z#a = |f(z) = fla)] > |z —q

On dit que le point a est répulsif (pour f).

(b) Quelle propriété tres particuliere la suite (u,(z)),, oy a-t-elle si elle converge vers a ?




