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Analyse asymptotique

Relations de comparaison : cas des suites

Exercice 20.1 (%)
Simplifier autant que possible les expressions suivantes :

_ 1 2 1 s — In(n)
1. unn— 5_74‘0(7)4‘7—0(6 n)—T.
2 1 In(n) In(n) 1 1 1 1
.’U”n ::ﬁ—i_ n +0(T)+ﬁ+0(ﬁ)+m n)+0(7

nln(n)

).

3. wp =1 +o0(2 ) +n% + o(ny/n) + nln(n)y/n + o (n*In(In(n))).

B

n

Exercice 20.2 (% %)
Déterminer si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.

1. Si (uy) est bornée et si v, = O (uy), alors (vy,) est bornée.

n—-+o0o

2. Si (uy) converge et si v, = O (uy), alors (v,) converge.
n—-+00

3. Si (up) converge vers 0 et si v, = O (uy), alors (vy,) converge vers 0 .

n—-+0o00
4. Si (uy) est bornée et si v, = o(uy,), alors (v,) converge.
5. Siu, = (2n —1)3, alors :

O up, = o(n?) Ou, ~ 8n? O u, = o(n?) Ou, ~

n—-+oo n—-+oo

6. Siun—2—%+#,alors:

T n

Ou, ~

n—+oo ™ n

7. Soit (u,) une suite réelle. Alors w11 ~  up,.

Dup=0(})  DOi=o(w) Du=2+0(1) Dun=2+0(1)

n—-+o0o
8. Soient (uy), (vn), (an), (by) des suites telles que up, = o (ay) et vy, = o  (by).
n—-+o0o n—-+00
Osia, ~ by, alorsu,+v,= o (by) Osia,= o (by), alorsu, +v, = o (by).
n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—+o0o

9. Siu, ~ vy, alors:
n—-+o0o

Ou,+1 ~ v,+1 O 2u, ~ o, O —-u, ~ -v,

n—-+oo n—-+oo n—-+oo
O In(u ~ In(v Le¥ ~ e
( n) n—-+oo ( n) n——+oo

)

n—-+oo
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Exercice 20.3 (%)
Trouver un équivalent simple des suites :

1-— = n(Y3 - ¥5) - . (1=In(n)(3n*+1) |
ap = €exp ( ﬁ) -1; en = (V3 5) ; Jn Vn2+2n '
1+n .
fo=(2"+3") ; 1y2
_ s 1) . exp (1+;) —e
bn— tan<3+n) ) 1 1 ]{jn: exp(l()]n(n+2+l) ;
1 1 gn= (n+1)n —nn; " "
Cn = -
n—1 n+1 h = (n+1)"; l,=In(n+1)—In(n—1);
d, = M ) . : s n arccos(l) z
T in = sin (cos (5 — 3%)) ; Mp = € n) — ez,

Exercice 20.4 (% %) n

Pour n > 1, on pose u, = Z k!. Montrer que u,, ~ nl
p n—-+o0o

Exercice 20.5 (% %)
Déterminer un équivalent simple de u, = /n" + nvVm 4 nn/2,

Exercice 20.6 (%)
Soient (uy), (vy) et (wy,) trois suites & termes strictement positifs. On suppose que u, L Wn et
n o0

que : Vn € N, u,, < v, < w,. Que dire de (vy,) ?

Exercice 20.7 (k% %)

Soit (u,) une suite décroissante telle que uy, 4+ U1 ~ .
n—+oo M

1. Montrer que lim wu, = 0.
n—+00

2. En déduire un équivalent simple de (uy).

Exercice 20.8 (%% %)
Soient (uy,), (vy), (wy), (t,) des suites de réels strictement positifs telles que u, ~ v, et wy, ~ t,.

1. Montrer que wu, + w, ~ v, + t,.

2. Ce résultat est-il encore valable si on ne suppose plus les suites (uy), (vn), (wy), (t,) & termes
strictement positifs 7

Exercice 20.9 (%% %)
Montrer que, au voisinage de +o0 :

/"3 dt 1
Up = —  ~ .
n2 1+t2  n?
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Exercice 20.10 (%)
Déterminer les limites des suites suivantes :

3n® + (-1)" _ .
fin = \/nZ+2+ln(n) / oo 1n<1+n2i+1)’
. _ ¢h(sh(n))
b, = nsin(n) ; Jn = sh(ch(2n)) ’

1+ n?
_ (n—1 n+2. Gn = n? (cos (%) — Cos (%H)) :
Cn_<n+1> ’ hn—n((1+1)27_1>;

dy, = (cos (%))n ; in= (n+1) (nl/" — 1).

Exercice 20.11 (k%)

|
Calculer la limite lim M
n—-+00 \/7122”(71!)2

Exercice 20.12 (%% %) N
Pour tout z € C, établir que lim (1 + ) = exp(z).
n

n—-+o0o

Exercice 20.13 (k%% - Développement asymptotique d’une suite implicite)
Pour n € N*, on pose f, : © — 2° +nx — 1.

1. Montrer que I’équation f,(z) = 0 possede une unique solution strictement positive que 1'on
notera uy,.

2. Montrer que la suite (u,) converge, et déterminer sa limite.

3. Prouver que u ~ 1 uis que u = L_ 1 +o0 (i)
q nn%+oon7p q n o deon O 3

Exercice 20.14 (k%% % - Etude d’une suite implicite)
1. Soit n € N. Montrer que I’équation ™ + In(z) = 0 posséde une unique solution x,, > 0.

2. Déterminer la limite de z,,.

3. On pose u, =1 — x,. Justifier que nu, ~ —In(u,), puis déterminer un équivalent de w,,.

Relations de comparaison : cas des fonctions

Exercice 20.15 (%)
Déterminer un équivalent simple des fonctions suivantes :

o (I —e®)sin(z iv) In(sin(z)) en O ;
(1)(m2+)xg()en0; (iv) In(sin(z)) en 0 ;

(i) Va2 +1—+v22 —1en 400 ; (v) V1-V1—2?en0;
(iii) In(cos(z)) en O ; (vi) 22In(1 + z) + 2 cos(z) en +o0 ;
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(vii) lln_(:% enl: (x) (In(1+2))? — (In(1 —z))? en 0 ;
ret — 22
(viii) () en +00 ; (xi) (x4 1)In(z) —zln(z+1) en 400 ;
., tan(x — zcos(x)) _
(ix) sin(z) + cos(z) — 1 en 0; (xii) cos(ax) — cos(bz) en 0.

Exercice 20.16 (% %)
Calculer les limites suivantes :

(i) lim In(z)In(1 +In(1 4+ z)) ; (vii) lim tan(z)tan(2x) ;

(ii) iii%(l + tan(z))!/sin@) (viii) lim (222 — 3z + 1) tan(7z) ;

1
(iii) tig Z040) (ix) lim Va3 +1—-Va2+az+1;
—0 % — 1’ X pot oo x x X ;
. . \/2—:62—1 ) e2x_6x
(iv) lim —————— ; (x) lim ——— ;
z—1 In(z) z—0 T
(V> - ln((sin(x))Q) . (Xi) lim 111(1 + :C) —vV1i+zx+1 :
i (F—xz)2 z—+00 cos(z) — e*

2 N )\ # (@)
(vi) lim (cos (%))w : (xii) lim (IOH> )

T—+00 ln(x)

Exercice 20.17 (%)

In(1+1)

1. Soit f(z) =x1In (1 + ln(x)) Prouver que f(x) !

a:—;\-i‘-oo ln(x) ’

2. En déduire la limite en +00 de (/@) — 1) In(z).

In(x + 1)

3. Soit g(z) = K In(z)

xX
) - 1} In(z). Déterminer la limite de g en +o0.

Exercice 20.18 (%% % - Composition a gauche d’un équivalent par le logarithme)

Soient f et g des fonctions définies sur un intervalle I a valeurs réelles, et a € I. On suppose que

f(zx) ~ g(x), que lil)n g(x) =L € Ry U{+o0} et que f et g sont strictement positives au voisinage
xr a X a

de a.

1. On suppose ¢ # 1. Montrer que In(f(z)) ~ In(g(z)).

r—ra

2. Ce résultat subsiste-t-il si £ =1 ?




